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Aufgabe 1:

(a) (i) Kurze Rechnung liefert
Zy = —1, z3 = —1, 24 = 1, =1, z5 = —1.

Folglich gilt
R S SRS o B
FTEmTAL T T a1 2

und somit Re(z) = -1 Im(z) = % und |z| = %

(ii) Die Rechnung im letzten Aufgabenteil ldsst die Vermutung
2y = (—1)"71 Vn € Ny
zu. Diese wird durch vollstdndige Induktion wie folgt bewiesen.

e JA(n=0undn=1): BEsgilt 2 =i= ﬁ sowie z; = 1 = (—i)°.

yoooysn+ 1~ n+2): Sein € Ng. Fiir alle k € {0,...,n+ 1} gelte die IV
(—i)*~L. Dann gilt fiir n + 2
o+ iz V) ()" i ()"

Zn42 = 7# =’ — 5 = f(ii)n—l — (7i)n+1‘

OIS(

O

(b) Setzte y = (%1)2 Dann gilt

00 00 271" 9
1 1] /z-1 1
T e I [ C N D w2
n=1 n=1 n=1
Die Formel von Cauchy-Hadamard liefert
1 1
— =limsup {/|—-|=———==1
n_mop n lim,, oo /1

fiir den Konvergenzradius R der Potenzreihe in y. Folglich ist die Potenzreihe (absolut)
konvergent fiir alle y = (%‘1)2 € (—1,1) und divergent fiir alle y € R\ [-1, 1].

Im rechten Randpunkt y = 1 ist die Potenzreihe als harmonische Reihe divergent.

Wegen y > 0 ist die Potenzreihe also genau fiir

y = <$21>26 0,1) &z € (—1,3)

konvergent.
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Aufgabe 2:

(a) Fiir jedes x € R ist wegen der Stetigkeit des Cosinuses

lim cos <x + i) = cos (x + lim 1) = cos(z) =: f(x).

n—o0 n—oo N

Also gilt f,, — f punktweise auf R. Ferner gilt fiir jedes n € N und jedes x € R

— |cos(a) cos (i) _ sin(z) sin ({i) ~ cos(x)
cos <;> _ 1' + |sin(z)] - |sin <;>‘
< |cos <3L> _ 1‘ + |sin (i) —a,.

Wegen der Stetigkeit des Cosinuses und des Sinuses gilt lim,, ., i, = 0. Folglich konvergiert
(fn) sogar gleichméBig gegen f.

Fule) = F@] = Joos (4 1)~ osta)

< feos(x)] -

(b) Setzte vorbereitend h(xz) = sin(z) — x fiir jedes x € R. Gesucht ist offenbar die Nullstellen-
menge N von h. Da
sin(z) = = |z| = |sin(z)| < 1

fiir jedes z € R, gilt N' C [—1,1].

Offensichtlich ist 0 € A. Angenommen, es gibe ein weiteres 1 € AN \ {0}. Nach dem
Mittelwertsatz existierte dann ein £ echt zwischen 0 und z; (insbesondere 0 < |£] < 1) mit

0 = hlw1) — h(0) = K(€) (21 — 0) = (cos(¢) — 1)ar.
Da z1 # 0, miisste cos(§) = 1 bzw. £ € 277 gelten. Dies ist ein Widerspruch, da
2nZ N (—1,1) = {0}

und £ # 0. Also ist tatsdchlich V' = {0}.

(c) Nach der letzten Teilaufgabe ist 0 die einzige Nullstelle von sin(x) — . Folglich ist g, fiir
jedes a € R als Komposition stetiger Funktionen auf R \ {0} stetig.

In 0 gilt nach der Regel von I'Hospital

. . 1'4 I’Hospital .. 41'3 I"Hospital . 12-’152
lim go () = lm——— = "lm——«+—— = —lim ——+
z—0 z—0 sin(z) — x z—0 cos(z) — 1 2—0 sin(z)

l’HOﬂ)ital 1i 24x o

250 cos(z)
Also ist g, genau fiir a = 0 stetig (in 0).

Nach der Quotientenregel ist g, auf R\ {0} differenzierbar, da dort sin(z) —x # 0. In 0 gilt
nach der Regel von I’'Hospital
. go(h) — go(0) ) h3 I'Hospital . 3h?  PHospital .. 6h
lim =—————~= = lm ———— = lm——7——— =" —lim——
h—0 h h—0sin(h) — h h—0 cos(h) — 1 h—0 sin(h)

I"Hospital
= = — 6 .

= cos(h)

Also ist go (in 0) sogar differenzierbar.



Aufgabe 3:

(a) (i) Substitution s = v/, ds = 2%/% dt liefert

ds = —2[In(s — 1)]1_, = —2In(3).

16 1 4 1
——dt =2
4 VE(1=1) /2 I—s

(ii) Es gilt (Phonix-aus-der-Asche-Trick ™)
/ e ! cos(2t) dt Part It _ o~ cos(2t) — 2/ e~ ! sin(2t) dt
= <~
I’ g I g
Part. Int. —t —t - —t
= —e " cos(2t) + 2e " sin(2t) — 4 [ e " cos(2t) dt.

= /et cos(2t) dt = %e*t (2sin(2t) — cos(2t)).

und folglich
1—e™™

/ e tcos(2t)dt =
0 5

(b) Sei av > 0. Es gilt

In(t) rHospi i
lim n( ) lHog)ltal . ;_ —0.

t—oo (& t—o0 at(

()
t

@

D= A e
< 1 fiir alle ¢ > C ausfillt. Da das Intervall

In(t)
t&

Deshalb gibt es ein C > 1 derart, dass

[1,C] kompakt ist, gibt es ein C' > 0 derart, dass < C fiir alle t € [1,C] ausfillt.

Damit folgt, dass

In(t

ta
fiir alle t € [1,00) gilt, also die Giiltigkeit der Aussage im Hinweis.

<C+1

Insbesondere (o = 1) existiert ein C' > 0 so, dass fiir jedes ¢ > 1

sin(t) In(t) < In(t) < ln(lt) 1 ig
2 2 7 1y t>

<C

(I

gilt. Ferner gilt

% 17°
1 t> b—oo | $3 |41

Folglich konvergiert das uneigentliche Integral nach dem Majorantenkriterium (absolut).

(c) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Differentialgleichung mit getrennten
Veranderlichen. Folglich

% = e Y@ gin(z)
~eVdy = sin(z)dx
y(z) x
W/ etde = / sin(n) dn
y(0) 0
¢ y(x) _ .
= [e L:y(o) [COS(U)]n:o
=e¥@ —1 = 1—cos(x)
=y(z) = In(2—-cos(z)).



Aufgabe 4:

(a) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialglei-

chung zweiter Ordnung. Das charakteristische Polynom lautet
p(A) =N+ -2

und hat die Nullstellen \y = —5 — \/g = —2, Ay = 1. Damit hat die allgemeine Lésung
der homogenen leferentlalglelchung die Gestalt

yn(x) = Cre %% + Che® Vr € R,
wobei C7,C5 € R freie Konstanten sind.
Da —1 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, lautet der Ansatz von der Form
der rechten Seite fiir eine partikulére Losung y, der inhomogenen Differentialgleichung

yp(z) = Ce™™ Vz € R,
mit der zu bestimmenden Konstanten C' € R. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
Ce *—Ce * =20 = e*f VreR
=C = 5

Damit ist 1
y(r) = yp(r) + yn(z) = —56*"” +Cre ™ + Che®  VzeR

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung mit der Ableitung

1
Y (x) = —e™% — 201e %% + Coe® Vz € R

2
und freien Konstanten C1,Cy € R. Einsetzen der Anfangsbedingungen fiihrt auf
1 1 1 1
y(0)=—§+C1+02:0, y/(0)=§—201+02:0=>01=§, szé.
Also ist ) ) )
y(z) = yp(z) + yn(z) = —5672 + ge—zx + 661 Vz € R

die Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

(b) Bringe zuniichst die erweiterte Matrix ( A]b ) durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform

2 1 10 2 -3 (~2)
31 2 1 2 5 J+
2 1 o? +1 a+4 00 &?2-1 a—-1
10 2 -3
~ [0 1 =2 11
00 a2—-1 a—1

e |a| # 1: In diesem Fall ist die Zeilennormalform durch

01 -2 1 7 ~10 10 11+a+1
00 -1 a-1) |H= 1212 001 5

gegeben. Man liest ab, dass das Gleichungssystem AZ = b eindeutig losbar ist mit

3_a+1

T=| 1+

a+1



e o = 1: In diesem Fall ist die Zeilennormalform durch

10 2 =3
01 -2 11
00 0 O

gegeben. Mit dem (—1)-Ergénzungstrick liest man

2
Kern(A) = span —2
-1

ab. Weiteres Ablesen liefert eine partikuldre Losung
-3

o= |11
0

des Gleichungssystems AZ = b. Allgemeine Losung lautet demnach

-3 2

=11 ]+ X[ -2

0 -1

mit freiem Parameter A € R.
o o = —1: In diesem Fall ist die Zeilennormalform durch

10 2 -3
01 -2 11
00 0 =2

gegeben. Man liest ab, dass das Gleichungssystem AZ = b keine Losungen hat.
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