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Hohere Mathematik I fiir die Fachrichtung Physik

Aufgabe 1:

(a) Beweis durch vollstédndige Induktion iiber n.
Der Induktionsanfang ist in diesem Fall fiir n =5

32 =2° > 5% = 25. (1A)
Wir formulieren somit die Induktionsvoraussetzung
Fiir n € Nmit n > 5 gelte die Ungleichung 2" > n?. (IV)
Im Induktionsschritt machen wir unter der Verwendung von (IV|) und n > 5 folgende
Abschétzungen
ot —g.n o2 — 2
> n? 4+ 5n
=n’+2n+3n (IS)
>n?42n+1
= (n+1)2
(b) Es ist

107, n gerade

@ = (94 (<1 = {

8", nungerade

Unter Verwendung des Wurzelkriteriums erhalten wir

1 . 1

— = limsup |a,|» = 10.

r n—00
Damit ist die Potenzreihe konvergent fiir 2 € R mit |z| < - und divergent, falls |z| > &.
Die Randpunkte x = i% miissen gesondert untersucht werden.

Fir x = % erhalten wir

- ayn 1 = ok 2k 1 op-1)21 1
;(9+( 1)™) 10”%[(94‘( 1) ) 102k+<9+( 1) ) T
[e'e) 4 2k—1
k=1
Die analoge Rechnung fiir z = —11—0 ergibt
[e.e] e}
SN S o\ 2P 1 op—1\ 2Pt 1
520+ 0 g = 2|0+ C0%) g (0 0P )
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(c¢) Fir x =0 gilt 0 = f,(0) = 0,n — o0. Ist  # 0, so haben wir

1 5 _,z2 I'Hospital

fu(z) = —nate

0, n— oo.
Somit konvergiert (f,)nen auf ganz R punktweise gegen die Nullfunktion f(z) = 0.

Die Konvergenz ist jedoch nicht gleichméflig. Um das zu sehen, betrachten wir die spezielle
Folge z,, = % Es gilt offenbar

an - f“oo > |fn(xn) - f(xn)| = 6_% —1 7'5 0.

Aufgabe 2

(a) Da cos(z) und W
streng monoton fallend auf (0, 1), da

auf (0,1) stetig sind, ist es auch der Kotangens. Weiter ist cot(x)

cot'(z) = —1 — cot(z)? < 0.

Mit Hilfe des Satzes zur Umkehrfunktion (f 71)/ (yo) = m berechnen wir die Ablei-
tung

1

cot/ (arccot(z))
1
—1 — cot(arccot(x))?
1
142

arccot/(z) =

(b) Wir berechnen die Abeleitung von f(x) = arccot (w) mit Hilfe der Kettenregel

sin(x)—cos(z)

sin(a) + cos<x>> (sin<x> + cos(a) ) | M

f'(z) = arccot (Sin(ﬂc) — cos(z) sin(z) — cos(x)

Um die Ableitung vom Arkuskotangens ist aus Aufgabenteil (a) bekannt. Weiter ist

<sin(:L‘) + cos(x))/ cos(z) —sin(z)  (sin(z) + cos(x))?
sin(z) — cos(x) sin(z) — cos(z)  (sin(z) — cos(z))?
" 2

sin(x) 4 cos(z)
=—1—| — =
sin(z) — cos(x)
Somit erhalten wir fiir die Ableitung von f

oy 1 sin(z) + cos(x) \ 2 B
Fle)=- 14+ (sin(a;)+cos(x)>2 <_1 - (sin(:):) — cos(:c)) ) -

sin(x)—cos(zx)

Also hat f die Form f(x) = 2 4+ ¢. Den Wert der Konstanten ¢ bestimmen wir aus
¢ = f(0) = arccot(—1)

und erhalten die Bedingung cot(c) = —1, oder dquivalent dazu cos(c) = —sin(c). Da
arccot(z) € (0,7) ist, muss ¢ = 37 sein.
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(c) Wir schreiben formal

dy
dx

|
I
8
2

5 [y = faax

1
Inly—1| = x +ec.

und erhalten

Auflésen nach y(x) liefert
y(z) = Cez®” 41

wobei C' = e ist. Den Wert der Konstanten C bestimmen wir aus dem Anfangswert

1

Damit ist C = —5 und die Losung der DGL lautet

1
y(z) = —56%’”2 +1.

g

Aufgabe 3:

(a) (i) Wir substituieren sin(x) = ¢ und erhalten

2 cos(x) ot
/0 1 + sin(z)? dx_/o 1+¢2 dt

= arctan(1) — arctan(0) = arctan(1) = %

(ii) Wir integrieren partiell und erhalten

/1633 In(z 2/1 2 In(z e
([ } et
[f ),

4

I
Do

oo\w L\:M—n
oo\»—‘

t cos :c)

(b) (i) Wir untersuchen den Grenzwert lim;_, f dx. Partielle Integration ergibt

cos(x) dx = sin(t) n /t sin(x) dx.




(ii) Wir substituieren In(z) = s und erhalten fiir v # 1

t In(t)
lim/ ———dx = lim —ds
t—oo J, xln(x)Y t—oo [y s
In(¢)
= lim [ 317}
t—o00 — 1
1 In(¢)1=

Im Falle v = 1 bekommen wir

t 1 In(¢) 1
lim ———dx = lim —ds
t—oo J, xIn(x) t—oo Jq S
= tliglo In(In(t)).

Da In(t) — oo fiir t — oo, ist das gegebene Integral fiir v > 1 konvergent und fiir
v < 1 divergent.

(c) Die gegebene Funktion f ist als Linearkombination stetiger Funktionen stetig. Weiter ist

1
lim f(z) == >0 und

x—0 2
1 1\ 2"

falls ¢ > 1. Die Behauptung folgt aus dem Zwischenwertsatz.

O
Aufgabe 4:
(a) Wir suchen zunéchst eine Losung y;, der homogenen Gleichung. Das charakteristische Po-
lynom
M4 —5=\+1A-5)
hat die Nullstellen A\; = —1 und A9 = 5. Damit ist die allgemeine Losung des homogenen
Problems

yn(z) = c1e™" + coe”

mit reellen Konstanten ci,co € R.
Fiir die partikuldre Losung y, machen wir den Ansatz

yp(x) = Aze™™,
wobei die Konsante A € R im folgenden bestimmt wird. Es ist

yp(x) = Ae™® — Aze™
yp(r) = —2Ae™" + Aze ™.

Einsetzen von y, in die DGL ergibt

Yl () — 4, () — Syp() = —6Ae .
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Somit ist A = —1 und eine Partikuldrlosung ist
yp(x) = —ze 7.
Als allgemeine Loésung der DGL erhalten wir nun
y(@) = yn(x) + yp(a) = cre™® + 2™ — e ™™,

Den Wert der Konstanten ¢; und ¢z bestimmen wir mit Hilfe der Anfangsbedingungen

y(0)=c1+c2=0
y'(0) = —c1 + 5cg — 1 = 0.

Wir erhalten ¢; = —%, Ccy = % und

(b) Wir bringen die Matrix A auf Zeilennormalform

1 -1 1 2 1 -1 1 2 1 -1 1 2 10 % 0
5 1 1 =2 o 0 6 —4 -12 0 6 —4 -12 o 01 —% -2
-3 -3 1 6 0 -6 4 12 0 0 O 0 00 0 O
9 3 1 -6 0 12 -8 24 0 0 O 0 00 0 O
Daraus konnen wir direkt Rang(A4) = 2 und

1 -1 1 1

. . 5 1 . 1

Bild(A) = lin Y = lin sl

9 3 9 1

_2
Kern(A) = lin ?1’ ,
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