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Aufgabe 1 ((7 + 7) + 6 = 20 Punkte).

(a) Die Folge (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ0
sei rekursiv durch

𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1

2

für 𝑛 ∈ ℕ definiert und es gelte 𝑎0 = 0 sowie 𝑎1 = 1.
(i) Zeigen Sie, dass für alle 𝑛 ∈ ℕ0

𝑎𝑛 = 2
3((−1)𝑛+1 ⋅ 2−𝑛 + 1).

(ii) Bestimmen Sie alle Häufungswerte der Folge (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ0
.

(b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

∞

∑
𝑛=0

√𝑛 + 1

√𝑛2 + 1
𝑥𝑛.

Aufgabe 2 ((5 + 5) + (5 + 5) = 20 Punkte).

(a) Es sei für alle 𝑛 ∈ ℕ
𝑓𝑛 ∶ ℝ → ℝ, 𝑥 ↦ sin(

𝑥
𝑛 ).

(i) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ für 𝑛 → ∞ auf ℝ punktweise gegen
eine Funktion 𝑓∶ ℝ → ℝ konvergiert. Bestimmen Sie 𝑓.

(ii) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ für 𝑛 → ∞ auf ℝ nicht gleichmäßig
gegen 𝑓 aus Teil (i) konvergiert.

(b) Es sei 𝑥 ∈ ℝ. Bestimmen Sie, sofern existent, die folgenden Grenzwerte.

(i) lim
𝑥→2(

1
𝑥 − 2

− 7
(𝑥 − 2)(𝑥2 + 3)).

(ii) lim
𝑥→0

sinh(𝑥)
𝑥

.

Aufgabe 3 ((6 + 6) + 8 = 20 Punkte).

(a) Berechnen Sie, sofern existent, die folgenden uneigentlichen Integrale.

(i) ∫
∞

0
𝑥 sinh(𝑥) d𝑥.
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(ii) ∫
∞

0
𝑥e−(𝑥2) d𝑥.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

𝑓∶ ℝ → ℝ, 𝑥 ↦
{

𝑥3 cos(𝑥−1), 𝑥 ≠ 0,
0, 𝑥 = 0

differenzierbar mit stetiger Ableitung ist, das heißt, dass 𝑓 ∈ 𝐶1(ℝ).

Aufgabe 4 (10 + 10 = 20 Punkte).

(a) Lösen Sie das Anfangswertproblem

𝑦′(𝑥) = e𝑦(𝑥)

𝑥
,

𝑦(1) = 0

für alle 𝑥 ∈ [1, e).

(b) Bestimmen Sie die Lösung 𝑥 ∈ ℝ3 des Gleichungssystems 𝐴𝑥 = 𝑏 für

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

−2 −4 0
−2 −2 0

2 1 6

⎞
⎟
⎟
⎠

und 𝑏 =
⎛
⎜
⎜
⎝

4
6
5

⎞
⎟
⎟
⎠

.

Viel Erfolg!
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