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Aufgabe 1
a) i) (2 Punkte) Wegen lim, .22 = 1 ist

2
i S0 (x)

=1.
x—0 1'2

AuBerdem gilt

2 h 1 1 1
lim T lim ——— = lim = = =1.
@—0 sinh(z2)  h=0+ sinh(h)  h—0+ w sinh’/(0)  cosh(0)

Insgesamt erhélt man

) s 2 2
sin”(x) . sin“(x) x
ikl e/ . =1-1=
200 sinh(z?) 0 22 sinh(z?)
ii) (3 Punkte) Der Ausdruck
In(1 —x)

lim In(z) In(1 —z) = lim ————=

r—1— r—1—

ist von der Form “32”. Die Ableitung von x ﬁ ist in einer Umgebung von 1 ungleich
Null. Es gilt

d —1 2
<+ In(1 — |
lim 4z~ "~/ n(l — =) = lim —~=% _ = lim z (In@))” :
z—1— d _1 PG P S 5 - 1 r—1- 11—z
dz In(x) (In(z))? =

Da die Ableitung von z +— 1 —z in einer Umgebung von 1 nicht verschwindet, folgt nach
der Regel von de I’'Hospital

In(z))? 2In(z) - 1
i @D, 2@
r—1— — X T—1— —
Hiermit ergibt sich
2
im 2@)7 g
rz—1— 1—=x

und die Regel von de 'Hospital liefert fiir den zu untersuchenden Grenzwert

% In(1 —x)
d _1
dr In(x)

lim In(z) In(1 —z) = lim =0.

r—1— r—1—

iii) (1 Punkt) Wegen lim,_,sin(cosx) = sin(cos0) # 0 ist

I . 0 0
11m = =
z—0 sin(cosx)  sin(cos0)




b)

(4 Punkte) Ist firn € N

gesetzt, so gilt
b 1 &2 1
L — — . e? = ¢? fiir n — oo

3 n/m\3 Fxl 3
n (/n) =k 1

Der Konvergenzradius R der Potenzreihe > 2, % x" betriigt also R = e~ 2. Deshalb ist die
Potenzreihe fiir alle z € R mit |z| < e~? konvergent und fiir alle z € R mit |z| > ™2
divergent. Zu untersuchen verbleibt der Fall |z| = 72, also z = =2 oder x = —e ™2

Fiir jedes n € N gilt wegen 0 < >} %’7 < e?
0<b, <

und damit
0< ‘bnm"| =bylz[" < e (e =1.

Demzufolge erhilt man fiir jedes n € N

b ol 1 1
Aufgrund der Konvergenz von >, % ist die Potenzreihe Y 7, % x" fiir |z| = e~? nach

dem Majorantenkriterium konvergent.

Fazit: Die Potenzreihe > 7, % x™ konvergiert genau fiir z € R mit |z| < e™2.

Aufgabe 2

a)

b)

i) (3 Punkte) Die durch f(z) := €3 +arctan(z) definierte Funktion f: R — R ist auf R
differenzierbar und fiir jedes x € R gilt

/ _ 9.3
f(x) =3e’ + e >0.
Also ist f streng monoton wachsend und damit injektiv. Wegen f(z) > —7F fiir alle
r € R, lim; . o f(z) = —F, limz oo f(z) = 0o sowie der Stetigkeit von f folgt aus

dem Zwischenwertsatz: f(R) = (=7, 00). Damit besitzt die bijektive Funktion f: R —
(—Z,00) die Umkehrfunktion f~1: (=%, 00) — R.
ii) (2 Punkte) Wegen f(0) = 1ist f~1(1) = 0. Da f/(0) = 4 # 0 ist f~! nach dem Satz

iiber die Umkehrfunktion in f(0) = 1 differenzierbar und es gilt

Y1) = e Lol

)OS

(5 Punkte) Um zu zeigen, dass
|In(cos z) — In(cosy)| < V3 |z —y|

fiir alle z, y € [—m/3,7/3] gilt, betrachten wir die Funktion f: [-7/3,7/3] — R, t — In(cos?).
Diese ist auf [—m/3,7/3] stetig differenzierbar mit f'(t) = =2 = —tant. Da tan auf

[—7/3, /3] streng monoton wachsend ist und tan(—m/3) = —/3 sowie tan(r/3) = v/3 gelten,
ergibt sich

| (t)] < V3 fiirallet € [-n/3,7/3].
Sind z,y € [-7/3,7/3], so finden wir nach dem Mittelwertsatz ein £ zwischen = und y mit
fl@) = fly) = 1) (z—vy).

Es folgt
|f(@) = fW)] = £ lx -yl < VBlz—y].



Aufgabe 3

a) i) (2 Punkte) Mit Hilfe von partieller Integration erhélt man
\/E 2
/ 2z (—3e ™) da
0

V2 V2 V2
/ e dg = / 2 (:Ee_IQ) dr = |:£U2 . (—%e_mz)} ’
0 0 0
_x }\/5

\/5 2 2
= —%6_2 +/ e dr = —e 2 + [—%e
0

sinh(z)
cosh(z)

ii) (2 Punkte) Da eine Stammfunktion von z durch x +— In(cosh(x)) gegeben

ist, gilt

T sinh(z) o
/27r cosh(z) dr = [ln(cosh(x))] = In(cosh(27)) — In(cosh(—27))

= In(cosh(27)) — In(cosh(27)) = 0.

b) (2 Punkte) Seien m,n € N beliebig. Die Substitution y = 1 — x, dy = (—1) dx fiihrt auf

1 1-1 1
/Ow(l—fv) dw:/l (1—y)"y (—l)dy=/0y (1—-y)"dy.

-0

c) (4 Punkte) Zu zeigen ist, dass das uneigentliche Integral

00 32
/ sin 2(3:) i
0 xT

konvergent ist und dass sein Wert in [0, 2] liegt.

(z)

Zunichst beachten wir — 1 fiir + — 0+. Daraus ergibt sich % — 1 fir z — 0+,
weshalb das Integral bei 0 nicht uneigentlich ist. Fiir alle z € (0, 1] gilt wegen |[sin(z)| < =

sin x
T

L2
o< Sn ()

<

1 142 1
og/ SmQ(x)dxg/ lde =1
o T 0

folgt. Da 0 < sz(m) < x% fiir alle > 1 gilt und das uneigentliche Integral

T

woraus

00 R
1 117 1
/1 Sdo=lim [ do= lim [~ 2] = lm - +1=1

x2 R—oo J1 X R—o0 rll R—o0
12
konvergent ist, konvergiert floo Smx# dx nach dem Majorantenkriterium und es gilt
> gin?(x 1
og/ ! 2()dm</ —Qd:czl.
1 x 1z
2
Zusammen erhalten wir, dass fooo Sln$2(x) dx konvergiert und dass fiir den Wert gilt
00 (312 1 3.2 00 (i1n2
/ sin 2(:6) d :/ sin 2(37) dx—l—/ sin 2(37) 10,2,
0 z o 1 €
€o.1 €l0.1]



Aufgabe 4
a) Fiir n € N sei die Funktion f,: [0,1] — R definiert durch
Fula) i e
i) (2 Punkte) Fiir jedes z € (0, 1] gilt wegen sinz > 0
folz) = e ™50 0 fiir n — oo.

Auflerdem ist fiir alle n € N
fn(0) =m0 = =1,

Also konvergiert die Funktionenfolge (f,,),en punktweise gegen die Funktion

1 fir x = 0,

f:10,1] = R, f(x)::{o fir z € (0, 1].

ii) (2 Punkte) Die Funktionenfolge (fy,)n,ecn konvergiert auf [0, 1] gegen die in 0 unstetige
Funktion f. Alle Funktionen f,, sind (als Komposition stetiger Funktionen) auf [0, 1]
stetig. Wiirde (fp)nen auf [0,1] gleichméBig gegen f konvergieren, so wire f auf [0, 1]
stetig. Da f aber unstetig ist, konvergiert (fy,)nen auf [0, 1] nicht gleichméBig gegen f.

iii) (3 Punkte) Sei ¢ € (0,1). Da sin auf [0, 1] streng monoton wachsend ist, gilt 0 <
sine < sinz fiir alle © € [, 1]. Deshalb erhélt man aufgrund der Monotonie der Expo-
nentialfunktion fiir jedes z € [e, 1]

‘fn(m)‘ — efnsinx < efnsine -0 fiir 1. — 00 .
Also konvergiert (fp)nen gleichmifig auf [, 1] gegen die Nullfunktion.

b) (3 Punkte) Seien f,g: [-1,1] — R. Die Funktion g sei beschriankt und f sei differenzierbar
mit f'(0) = f(0) = 0.

Da g beschriinkt ist, existiert eine Konstante K > 0 mit
lg(z)] < K fiir alle z € [-1,1].
Wegen f(0) = 0 gilt fiir jedes h € [—1,1]\ {0}
(f - 9)(h) — (f - 9)(0) _ f(h)g(h) — f(0)g(0) _ f(h)g(h) _ f(h)— £(0) o(h).

h h h h

Demzufolge ist

(f-9)(h) - (f'g)(O)' _ ‘f(h) ; f(O)’ (W] < ’f(h) — /(0)

- " K—0 firh—0,

—~f(0)=0 (h—0)

d.h. limy_ w = 0. Also ist f - g in 0 differenzierbar mit (f - ¢)’(0) = 0.



