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Ubungsklausur
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Loésungsvorschlige

Aufgabe 1

a) i) (2 Punkte) Mit Hilfe der Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion erhélt man
fir z € R\ {0}
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ii) (3 Punkte) Da lim,_arcsinx = 0 ist, und log in 1 differenzierbar ist mit log’(1) = 1,

gilt
. log(1+2arcsinz) — log 1
lim - =1.
z—0 2 arcsinx
AuBerdem ist arcsin in 0 differenzierbar mit arcsin’(0) = 1 und somit lim,_,o 2S2L = 1,
Wir erhalten
. log(1+ 2arcsinz) . 2arcsinz . log(l+ 2arcsinz) —log1
lim =lim —— - lim - = 2.
z—0 T z—0 xT z—0 2 arcsin x
Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt nun
hrn(l + 2arcsin x)l/z = lim 6% log(1+2arcsinz) _ elimm_>0 log(1+2;rcsinz) _ 62.
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b) (5 Punkte) Wir schreiben
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Bei der gegebenen Reihe handelt es sich also um eine geometrische Reihe, welche genau fiir
alle x € R mit ‘

ﬁ‘jx' < 1 konvergiert. Es gilt
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& |zl e (2-V5,2+V5) & |z| <2+ V5.

D.h. die Reihe konvergiert genau fiir alle x € (—2 — v/5,2 + +/5). Fiir diese z erhilt man als
Reihenwert
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Aufgabe 2

a) i) (4 Punkte) Fiir z € R\ {0} ist f als Komposition differenzierbarer Funktionen diffe-
renzierbar mit

/ . 1 ! . 2 1 3 1 2
f'(z) =2sinzcosx - sin — + (sinz)” -4 sin—5 | cos 5 | ~3
1\* 8 1\ 1
= 2sinzcosx - <sin > — —(sinz)? <sin > cos —
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Ferner gilt
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da einerseits limy_gsinh = 0 ist und andererseits Sizh und sin% beschrankt sind.
Hieraus folgt, dass f auch in x = 0 differenzierbar ist mit f/(0) = 0.

ii) (1 Punkt) Da f auf R differenzierbar ist, ist f auch auf R stetig.

b) (5 Punkte) Wir setzen f : [-1,1] — R, ¢ — 3. Nach dem Mittelwertsatz existiert zu
x,y € [-1,1] ein £ € [—1, 1] mit

3" =30 = f(x) - f(y) = Oz — ).
Weiter gilt f/(t) = 3'log3, ¢ € [-1,1]. Da f’ auf [1, 1] monoton wachsend ist, gilt sup [f'(t)]

te[—1,1]
3'1log 3 = log 27 und somit

37 = 3Y] = |f'(Ollz — y| < log(27)]x — y].

Aufgabe 3

a) i) (2 Punkte) Dasinh(zx+1) > 0 fiir > —1 und sinh(z + 1) < 0 fir z < —1 gilt, ergibt
sich

1

1 -1
/ |sinh(z 4 1)|dz = —/ sinh(z 4+ 1) dz + / sinh(z + 1) dx
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, + cosh(z + 1)’ = —2cosh(0) 4 cosh(—1) + cosh(2)

= —cosh(x + 1)‘
1
=-2+4 5(62 +etet4e?).

ii) (2 Punkte) Die Substitution v = sinz, du = cosx dz fithrt auf

0 . 0

sinz cosx U 1 0 1
——dz = ———du = - log(1 2’ = ——log 2.
/,r/21+(sinx)2 . /11+u2 u=glog(l+u)| | =-—7los

iii) (3 Punkte) Hier fiihren die Substitutionen x = 2, dz = 2tdt und t = 2u, dt = 2du

auf
L aviave L attt 1 41+ (3)3) 2 14w

o

= arctanu e arctan(v/3/2) — arctan(1/2).



b) (3 Punkte) Wir verwenden partielle Integration mit «'(¢) = f(¢) und v(t) = z— t Da f stetlg
ist, wird nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung durch (¢ fo
eine Stammfunktion von v’ definiert. Somit ist

/f )(x — t)dt = /f Ydu- (1) 0—/ (/f du>-—)d
:/0 (/O f(u)du)dt.

Aufgabe 4

b)

iii)

(1 Punkt) Ist z =0, so gilt lim, o frn(z) = lim,— 00 fn(0) = lim, o sin(0) = 0. Es
sei nun z € (0,2]. Dann gilt nach Definition von (f,)nen, dass fp(x) = 0 ist fur alle
n € N mit n > % Somit ist auch hier lim, o fn(z) = 0. Insgesamt gilt also: (f)nen
konvergiert punktweise gegen f : [0,2] — R, = — 0.

(2 Punkte) Die Funktionenfolge (f,,)nen konvergiert auf [0, 2] nicht gleichmifBig gegen
f, falls gilt:

Je>0Vng e NIn>ng Iz €[0,1]: |fulz) — f(z)] > e.

Fiir jedes n € N setzen wir x,, := ﬁ Dann gilt fir alle n € N
1 .
fnlxn) = fn(%) = 5111(5) =1.

Setzen wir nun € := 5 so finden wir also zu jedem ng € N ein n > ng und ein z € [0, 2]
(némlich # = 2, = 5) mit |f,(2) — f(x)| = | fu(2)| > €. Hieraus folgt, dass (f,)nen auf
[0, 2] nicht gleichméBig gegen f konvergiert.

(2 Punkte) Es gilt lim,, .o ¢,(0) = lim; .o 0 = 0. Fiir 2 € (0, 1] gilt

l‘2

lim g,(z) = lim = .
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Also konvergiert (g, )nen auf [0, 1] punktweise gegen g : [0,1] — R, x +— z.
(3 Punkte) Fiir z €[0,1] und n € N ist

na? x + nx? — nx? x

— gn — — e = = h’l’L .
g(x) g(x) v 1+ nx 1+ nx 1+ nx (a:)

Die Funktion h,, : [0,1] — R, &+ hy,(z), ist differenzierbar mit

1+ nx—nx 1
h! = 0
e e B P

Hieraus folgt, dass h,, auf [0, 1] streng monoton wachsend ist und

1
su n(x) — = max |h, = h,(1) = .
0 lon(w) = 0(a)] = s o) = (1) = 5

(2 Punkte) Aus ii) erhalten wir fiir jedes n € N die Abschétzung

1
n+1

Vo €[0,1]:  |gu(z) — g(x)] <

Da (m) e eine Nullfolge ist, folgt hieraus die gleichméfiige Konvergenz von (g, )nen
gegen die Funktion g auf [0, 1].



