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Aufgabe 1:

(a) Beweis durch Vollstédndige Induktion:
e JA: Fiir n =1 gilt:

n

> BE-Dk=@B-1)-1=2=n’n+1)
k=1

e ]S: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die I'V:

n

> (k- Dk =n’(n+1)

k=1
Dann gilt fiir n + 1:
n+1 n
Y Bk-Dk = Bn+1)-Dn+1)+) (3k—1)k
k=1 k=1
Y B+ -Dn+1)+n2n+1)=(n+1)n2+3n+2)
= m+1)n+1)n+2)=n+13*n+2)

0

(b) Fiir alle n € N gilt:

(\/4712 T 8056n + 2014 — 2n> (\/4712 T 8056n + 2014 + 2n>
V4n2 + 8056n + 2014 — 2n =

V4An2 + 8056n + 2014 + 2n

3. Binom. 4n? +8056n + 2014 —4n? 8056n + 2014
VAn? +8056n + 2014 + 2n V/4n? + 80561 + 2014 + 2n
n (8056 + 2014) 8056 + 2014

2n (/145926 4 2000 1 ) 2(,/1+%+%“+1)

Deshalb gilt:

8056 + 2014
lim v/4n2 + 8056n + 2014 — 2n = lim i _ 8056 _ 2014
n—oo

n—>oo2( /1+8056+227114+1> 2.9

(c) Seiay,:= ﬁ fiir alle n € N mit n > 4. Es gilt:

an  (n+1)=32 n-2 Tn-2 \n-2

1

ny1 (n+1)—2 (n —3)2 n—1'<n—3>2 oo,


http://www.kit.edu
http://www.math.kit.edu/iana/
mailto:roland.schnaubelt@kit.edu
mailto:leonid.chaichenets@kit.edu

Damit ist p = 1 der Konvergenzradius der gegebenen Potenzreihe. Also ist die Reihe (abso-
lut) konvergent fiir —1 < x < 1 und divergent fiir |z| > 1. Weiterer Untersuchung bediirfen
die Randpunkte.

Fiir alle n > 4 gilt:
n—2 n—3+1 1 1
M =32 (n-32 n-3 (n-3)72
Folglich ist die Potenzreihe bei x = 1

Sor =3 (5t ) 2 st o

n>4 n>4

divergent nach dem Minorantenkriterium.

Da (an)neny monoton fallend ist (siehe obige Darstellung) und lim, oo an, = 0, ist die
Potenzreihe bei x = —1
1 1
S o = S0 (55 4 )
= = n—3 (n—23)

konvergent nach Leibniz-Kriterium.

Zusammenfassend: Die Potenzreihe ist genau fiir z € [—1,1) konvergent.

Aufgabe 2:
(a) Klar: f ist in allen = # 0 stetig und
f stetig in 0 lin% f(z) = f(0) =0.
T—

Wegen lim,_,o [(1 — 2?)? — avcos(Bz)] =1 — avist

0 iy (o) iy L=~ sl

z—0 x2

€ {—o0, 00}

fiir alle a # 1. Also ist @ = 1 eine notwendige Bedingung dafiir, dass f in 0 stetig ist.

Sei im Folgenden o = 1. Dann gilt:

—0
22 — o2, 4
lim (1 —2%)* — acos(fx) _ lim 1 —22° 4+ 2" — cos(fx)
z—0 x2 z—0 ;1;2
=~
—0
I"Hospital lim —dz + 423 + I} Sin(ﬁm)
o z—0 2z
~~
#0 fir x#0
—0
. —dx + 42® 4 Bsin(Bx)
= lim
z—0 2z
—0
I'Hospital lim —4 4+ 12.%'2 + 52 COS(ﬁl’)
- z—0 2
<~
#0
_ -4
B 2
Also ist in diesem Fall
. B2 —4
lim f(z) =0« =0&|fl=2epe{-2,2}.
z—0 2

Zusammenfassend: f ist stetig auf R genau fiir « = 1 und g € {—2,2}.
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(b) Klar: Fiir alle = # 0 ist f in z differenzierbar und es gilt:

2(1 — 22)(—2x) + 2sin(27) (1 — 22)? — cos(2z)

/ _
f (x) - 2 —2 73
 —42?(1— 2?) — 2(1 — 2?)? + 2z sin(2x) + 2 cos(2x)
= p
(@ = 1)(2? + 1) + xsin(2z) + cos(2x)
= 2 3
_ 9 (z* — 1) + zsin(2z) + cos(27)
- 3
x

Bei = 0 wird der Differenzenquotient untersucht:

(1_h2)2h;COS(2h) —0

flz+h)— f(z) 1 — 2h% + h* — cos(2h)

li = 1 =1
e h I h hs h3
—0
.1 —cos(2h) — 2h” vHospital |, 2sin(2h) — 4h
= lim = lim —————
h—0 h3 h—0 3h°
~— ~—
=0 #0 fiir h£0
—0

—N——
L2 SlIl(Qh) —4h I’Hospital
m —— e pr—

_ oy o 4 cos(2h) — 4

li

h—0 3h? h—0 6h
<~ -~
-0 #£0 fiir h#£0
—0

—TN—
~ lim 4 cos(2h) — 4 PHospital \. —8sin(2h) _0

h—0 6h h—0 6

—0 #0

Also ist f in diesem Fall auf ganz R differenzierbar.

Aufgabe 3:

(a) (i) Seiz € (—%,%). Dann ist

>0 fallsx>0
tan(z) ¢ =0 fallsz =0
<0 fallsz <0

und folglich

. . 0 falls z > 0
e—n-tan(m) — <tan(x)> N =1 faus =20 fu]:‘ n — oQ.
e
00 falls z < 0

Zusammenfassend gilt: (f,,(z))nen konvergiert genau fiir = € [0, g)

(ii) Sei a = 0. Nach Aufgabenteil (i), konvergiert (fy,)nen auf [0, g) punktweise gegen die
Funktion f, die durch
1 firxz=0
-

0 sonst

gegeben ist. Klar: f ist nicht stetig in 0, aber fiir jedes n € N, ist f,, stetig auf [0, g)
Also kann die Konvergenz nicht gleichméflig sein.
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Sei nun a € (0, g) Fiir alle n € N und alle z € [a, g) gilt wegen der Monotonie des
tan und exp:

1 n
_ —ntan(z) —ntan(a) _ [ * =:
0< fulz)=e <e < (a>> o

etan

Wegen tan(a) > 0 gilt lim,, o a, = 0. Also konvergiert (f,,)nen gleichmifBiig gegen
f =0 auf [a, %)

Zusammenfassend gilt: (f,)nen konvergiert genau fiir a € (O, g) gleichméflig und zwar
gegen die Nullfunktion.

Klar: g ist stetig auf R. Ferner gilt:
1 3 2 .
9(0) = §0 —0°4+2-0+sin(0)—1=-1<0
L3 2 . 8 2
g(2) = =2°-2°42-24sin(2)-1>-—-444-1-1=->0
>-1

Nach dem Zwischenwertsatz hat g eine Nullstelle z* in [0, 2].
0
Klar: g ist differenzierbar auf R und es gilt fiir alle x € R
d(z) =2® =2z 42+ cos(z) = (z — 1) +1 + cos(z) > 0

————’ ~——
>0 >—1

sowie

g'(m):O<:>(x—1)2:O/\cos(x):—1<:>x:1/\:v€g+7TZ<:>falsch.

Damit ist ¢'(x) > 0 fiir alle z € R und g ist streng monoton wachsend nach dem
Mittelwertsatz. Also ist =* in der Tat die einzige Nullstelle von g.

O

Aufgabe 4:

(a) (i) Es gilt:

2m 27
/ 2% sin(z) dz Part. Tnt. [—2? cos(z)] z:% + / 2z cos(z)dx
0 Y —— 0

u(x) v'(z)
2T
= —4r? —I—/ 2x cos(x)dz
N~ o~
u(x) v/ (z)
Part. Int °n
M= 4?4 asin(a)] 2 - / 2sin(x)dx
0

= —47m? 4 2[cos(z) P =0T = —4n?

(ii) Es gilt:

ety 1 51dzz_[1r‘5:1_¢5
2 1 Z% Zlz=1 5



(iii) Es gilt:

1
t
/ x cos(arc a2n(ac))d$
0 1+=z
(b) (i) Es gilt:
—0
lim cos(sin(?;ac)) — 1 VHospital
x—0 xT
~—~
—0
I'Hospital
(ii) Es gilt:
1

iigb (631 — 5:/6)

l’HOﬂ)ital

) / " tan(y) cos(y)dy = / " sin(y)dy
0 0
_ =3 _, V2
= —[cos(y)]y,—g =1 - -
—0
lim —3 cos(3z) sin(sin(3z)) ~ lim —3 cos(3z) sin(sin(3z))
z—0 2x z—0 2x
<~ <~
#0 fiir x#£0 —0
3 li 3sin(3z) sin(sin(3z)) — 3 cos?(3x) cos(sin(3x))
20 2
<~
£0
9
2
—0
——~—

. log(e?* —52) Stetigkeit . IOg(e?’m — 5z)
lime™ = = exp | lim ——=
z—0 z—0 x

—0

i 3¢ -5\
FP\Boed —pr ) T °
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