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HOHERE MATHEMATIK | FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE ZUR UBUNGSKLAUSUR

AurGaBe 1 (2+2+3+3=10 PUNKTE)

a) Bestimmen Sie die Haufungswerte von (a,,),cn, wobei

n

a, = % Z(Z)(l + (=1

k=0
fir alle n € IN gelte.

b) Untersuchen Sie, ob der folgende Grenzwert existiert und berechnen Sie ihn gegebenen-
falls:

2

L2

nh_r)lc}on log(l + nz)'

¢) Untersuchen Sie, fiir welche x € R folgende Reihe konvergiert.

2n+3 "
—— x".
4nt +3n3+1
n=0

d) Untersuchen Sie, ob folgende Reihe (absolut) konvergiert:

oosin(L)
Vi

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Nach dem binomischen Lehrsatz gilt fiir n € N
1 v« (n
a, Z( )(1 +(=1)"MF1mK = 3T (L4 (=1)"+ )" = 372+ (1))

k
k=0

Damit gilt
ay, = 372"3%" = 1 1,

sowie
Aop+1 = 37l 0,

wenn 1 — oo. Nach Vorlesung sind die Haufungswerte von (a,,),cn dann gerade 0 und 1.

> 2\ 2\
nlog(1+ﬁ)—log (1+ﬁ) .

b) Esgilt furallene N



Nun ist ((1 + %)"2 )neIN eine Teilfolge von ((1 + %)")neN, welche hingegen nach Vorlesung gegen

e? strebt. Damit strebt dann auch die Teilfolge ((1 + %)"Q)HGIN gegen e. Wegen der Stetigkeit
von log in e? gilt dann

7’[2
lim nzlog(1+£) = lim 10g(1+£) = 2.
n—-oo

n—o00 n2 n2

Eine alternative Losung geht tiber den Differenzenquotienten:

log(1+ %) -1log(1+0)
lim nzlog(l-k%) = 2- lim g( nz) 5 = 2-log’(1) = 2.
n

n—o00 n—o0 2 _ 0
n2

. . 2
Definiere a,, := —2/-+3

= o557 fur alle n € IN. Dann gilt nach Aurcase 15 a)

., V2n? +3

lay| = —=—1,

Van% +3n3+1

wenn 1 — co. Damit ist der Konvergenzradius von ) ;> ,a,x" gerade 1 und ) ;> ,4,x" kon-
vergiert fiir alle x € (-1,1) bzw. divergiert fir alle |x| > 1. Weiter gilt fiir n € IN

o] = 2n*+3 2’430 51
T 4nd 430341 0 4nt40 0 4An?

Daher konvergiert ) > ; a,, nach dem Majorantenkriterium absolut, womit } ;> ;a,x" auch fur
|x| = 1 konvergiert. Der Term fiir n = 0 spielt hier wie immer keine Rolle fiir die Konvergenz.

Wie wir aus der Vorlesung bereits wissen, gilt

lim sin(x) = 1.
x—=0 X
Da (1/vn),en eine Nullfolge ist, gilt auch
1
‘ Sin (\/_ﬁ)
lim . — 1,
n—oo —_
n

wenn n — oo. Insbesondere ist (sin(va)/i/yi), o (als Folge) durch eine Schranke ¢ € R beschrankt.
Damit erhalten wir fiir n € IN
sin sin( -
\Vn 1 c
- 1

< .
” 1T |32 T
n

o

-1
s\ —~=
Daherist ) ;7, (nﬁ) wegen des Majorantenkriteriums absolut konvergent. Alternativ hatte

man direkt AurGaBe 2 b) verwenden konnen, um die Abschitzung

sin(i)
Vn < 1

n = 32




fur alle n € IN zu erhalten.

AUFGABE 2 (4+(2+4)=10 PuNKTE)
a) Zeigen Sie, dass die Gleichung

log(x) = 1o

auf (0, 00) genau eine Losung hat.
Hinweis: Die Substitution t := x* konnte hilfreich sein.
b) (i) Zeigen Sie
|sin(x)] < x Vx> 0.

(ii) Sei a € R. Definiere g:[0,00) — R durch

x%sin?(x~®), falls x>0,
g(x) =
0, falls x = 0.

Fur welche Werte von « ist g stetig?

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Zunichst gilt wegen log(x) = 1 log(x*)

4
t

log(x) = Z— hat genau eine Losung auf (0,00) < log(t) = — hat genau eine Losung auf (0, o),

e e
wenn wir t := x* substituieren. Dabei geht ein, dass die Abbildung (0, c0) — (0, 00), x > x*
bijektiv ist. Das heif3t, dass zu jeder Losung t, der hinteren Gleichung genau eine Losung x
der vorderen Gleichung existiert und umgekehrt.
Definiere nun d(t) := é —log(t) fur alle t > 0. Es ist

und
d'(t) =0 = t =e
Auflerdem d(e) = 0. Da d’(t) > 0, falls t <e, und d’(t) < 0, falls t > e, gelten, ist d links von e

streng wachsend und rechts davon streng fallend. Damit gibt es keine weiteren Nullstellen.

b) (i) Fur x = 0 gilt die Ungleichung trivialerweise. Sei nun x > 0 beliebig. Nach dem Mittelw-
ertsatz existiert dann ein & mit

sin(x) — sin(0)

sin(x) = =0

x = cos(&)x.
Damit erhalten wir
|sin(x)| = |cos(&)x < 1-x = x

wie gewiinscht. Alternativ lasst sich auch uber

X X X
f cos(x) dx| < j |cos(x)| dx < f 1dx = x
0 0 0

sin(x) =

argumentieren.



(ii) Zunachst einmal ist g auflerhalb von 0 in jedem Fall als Komposition stetiger Funktionen
wiederum selbst stetig.
Fall 1: @ > 0. Es gilt fur x> 0

g(x)l = x¥[sin®(x™ )] < x°

und damit lim,_,; g(x) = 0. Daher ist g in diesem Fall in O stetig.
Fall 2: « = 0. Es gilt fiir x > 0

g(x) = 1sin?(1) = sin?(1) # 0.

Insbesondere ist ¢ in 0 nicht stetig.
Fall 3: a < 0. Definiere  := —a und sei x > 0 beliebig. Dann gilt

sin?(xP)
x2P

. 2
2pra _ sin(x#) (i)

xP.

lg(x)| =

X

Damit gilt auch in diesem Fall lim,_,( g(x) = 0 und g ist stetig in 0.

AUFGABE 3 (4+1+3+2 = 10 PUNKTE)
Sei f : [0,00) = R, x = (1 +x)"/? gegeben. Definieren Sie weiter fiir x € [0, 2] und n € N

falx) := i(—%)k(zkk)xk.

a) Zeigen Sie, dass fiir alle n € Ny und x > 0

_ 2n+l

gilt, wobei (wie gewohnlich) f(") die n-te Ableitung von f bezeichne.

b) Zeigen Sie, dass fiir n € IN das Taylorpolynom T, o n-ten Grades von f um die Entwick-
lungsmitte 0 auf [0, /2] gegeben ist durch

Tn,f,O(x) = fn(x) Vxe [01 1/2]-

c) Zeigen Sie, dass (f,),en auf [0,1/2] punktweise gegen f konvergiert. Konvergiert (f,),en
auf [0, /2] sogar gleichmiflig gegen f?
Hinweis: Sie diirfen dabei ohne Beweis verwenden, dass fiir alle n € IN 4’”(271”) <1 gilt.

d) Zeigen Sie fiir alle x,y > 0

F-fil < 222

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir zeigen die Behauptung durch vollstindige Induktion. Sei dazu x > 0 beliebig.
Induktionsanfang: Es ist f(9)(x) = (1 +x)7/2 = (—1/4)0%(1 +x)71/2, )
Induktionsschritt: Es gelte fiir festes, aber beliebiges n € Ny: f("(x) = (—i) (

_ 2n+1

2”)!(1 +x)7 2

n!




(IV). Dann gilt (n > n+1)

_ 2n+3

(1+x) 2

. )y (V) _l”(2n)!.—(2n+1)
FrN) = (7 R (<) =

W' 2n)! 2(n+1)(2n+1)

(_Z) n! —4(n+1)

L\V* [2(n+ 1) SIS
(_ ) TESIIA ’

_ 2n+3
2

wie zu zeigen war.

b) Das Taylorpolynom von f zur Ordnung n ist gegeben durch

(k) a) ki xk & k(2k
Ty 50(x) = ;f kl(o)xk Z)Z(_%) %% - Z(_%) (zk )xk'

fir alle x € R. Damit gilt fiir alle x € [0, /2] und n € N T, s o(x) = f,(x), wie zu zeigen war.

c) Sein € IN. Nach dem SaTtz von TayLor gibt es fiir x € [0,1/2] ein & € [0, x] mit

f(nH)((S) n+1
(n+ 1) *

1\**! 2(n+1)\/1 n+1 Hinweis 1 1\l
= |- — < = .
(4) n+1 (2) (2)

Damit haben wir eine (reelle) Folge (a,,),en, @ := 27! ¥V € N, gefunden mit |f,(x)— f (x)| < a,
fur alle x € [0,1/2] und n € IN, weshalb (f,,),en nicht nur punktweise, sondern sogar gleichmafig
gegen f konvergiert.

fa0) = £ 21T, 0(x) = F(3)] =

a)(i)"“( [2(n+1)]! (14825 gl

4 n+1)(n+1)!

d) Esgilt f'(x) = —1/2(1+x)73/2 fiir alle x > 0. Sei x >y > 0. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz
(der Differentialrechnung) ein & € (y, x) mit f(x)— f(v) = f'(£)(x —p). Insbesondere gilt dann

£~ F@I = IF ) bx-31 < 3lx-3,

wie zu zeigen war.

AUFGABE 4 (4+2+4=10 PUNKTE)

a) Bestimmen Sie folgenden Grenzwert:

lim —_.
n—o0 £ n? + k2
)

Hinweis: Fassen Sie die Summe als Riemannsumme auf.

b) Untersuchen Sie, ob folgendes Integral konvergiert:

T 1
f cos(—) dx.
0 x



c) Bestimmen Sie folgendes Integral:

1
2
[ ar
0 X*+4x+5

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

Definiere f(x) := Dann gilt fur n € IN

1+2

n n

R o W ilf(k),
£ n? + k2 k:ln1+7r<l_§ =n’ \n

Da f (streng) monoton fallend ist, ist der letzte Ausdruck gerade die Untersumme von f auf
[0,1] bzgl. der Aquidistanzpartition Z,, = {%| j€{0;1;2;...;n}}. Weiter ist

k; 1) ;%f(§)+%<f<o>—m>)

eine Obersumme von f auf [0,1], ebenfalls bzgl. der Aquidistanzpartition. Damit gilt

Y lf(%)gjolf(x) dx<n_1%f(—) Z f( ) % -f(1)

k=0

und damit wegen des Sandwichkriteriums gerade

w1 [k 1 1 o
r}l—{{}o;;f(;) = fo f(x) dx = J;) 122 dx = arctan(x)|0 =T

Alternativ kann man mit Sarz 11.5 argumentieren, dass eine Riemannsumme einer (Riemann-
)Jintegrierbaren Funktion stets gegen das Integral konvergiert.

Sei zunédchst 0 <a < 1. Es ist |cos (%)l <1 fir alle x > 0 und damit gilt wegen der Dreiecksun-
gleichung fiir Integrale

|J cos dx| f |cos | dx < qul dx = w(1-a).
a

Insbesondere ist dann

a—0

|J cos dx| = [lim ncos( ) dx| < < oo,

Wegen des Majorantenkriteriums konvergiert daher jon cos (%) dx (absolut).



c) Esist

f 2x dx—f 2044 4j1 1 e

0 ¥2+4x+5 )y x2+4x+5 0 X2+4x+5
e e
=[(x+2)%+1]7!

[log(x2 +4x+5)—4arctan(x + 2)](1) = log(10) —log(5) —4arctan(3) + 4arctan(2)

log(2) — 4arctan(3) + 4arctan(2)



