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Hohere Mathematik I fiir die Fachrichtung Physik

Aufgabe 1:

(a) Fiihre einen Beweis durch vollsténdige Induktion iiber n.

o JA(n=1):
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Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)
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Hinweis

Alternativ, betrachte die Polynomfunktion z ER (14 x)™. Nach dem binomischen Satz gilt
flx) =310 (Z) z® fiir alle x € R. Folglich gilt fiir die Ableitung nach der Kettenregel

n(z+ 1) = f(z) = kznjo (Z) % (:ck) - é <Z> kat=1 vz eR.

Einsetzen von x = 1 liefert die zu zeigende Gleichung.
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(b) Fiir z € R und alle n € N gilt

x" T\" 1
=:by(z) —

=cn

Es ist lim,, o0 ¢, = 1. Also konvergiert (a,(z)) genau dann, wenn (b, (z)) konvergiert. In
diesem Fall stimmen die Grenzwerte iiberein.

Ist |z| < 4, so ist (b, (x)) konvergent gegen 0.
Ist x =4, so ist (b,(x)) = 1 konvergent gegen 1.
Ist x = —4, so ist (by(x)) = ((—1)") divergent.

||

Ist |z| > 4, so ist (b,(x)) divergent, weil |b,| = F — oo.

(c) Fir x € R gilt

o0 o0 oo
(—1)" 1 /1-z\n
2 S =2, < 2 ) =

=:an =y
Fiir den Konvergenzradius = der Potenzreihe in y gilt nach dem Quotientenkriterium

Lo i Bt gy
r n—oo Ay, n—oo n 4+ 1 ’

Also ist die Potenzreihe (absolut) konvergent fiir alle |y| < 1 bzw.
1—
\y|<1<:>’2$‘<1<:)\1—x|<2<:>—2<1—x<2<:>—3<—x<1<:>—1<:c<3.
Fiir |y| > 1 bzw. x < —1 oder x > 3 ist die Potenzreihe divergent.

Fiir y =1 bzw. z = —1ist Yoo, any™ = > oo | = die divergente harmonische Reihe.

Fir y = —1 bzw. 2 = 3 ist Y oo ay" = >0 (j)n konvergent nach dem Leibniz-
Kriterium.

Insgesamt konvergiert die vorgelegte Potenzreihe genau fiir x € (—1, 3].

Aufgabe 2:

(a) Als Verkettung differenzierbarer Funktionen ist f in allen x € R\ {0} differenzierbar. In
solchen x gilt fiir die Ableitung nach der Produkt- und Kettenregel

() = 32 1 B arctan(z3) _3x arctan(z3)
(1 + %) x2 1+ 25 2

Bei x = 0 gilt fiir den Grenzwert des Differenzenquotienten
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Folglich ist f bei x = 0 differenzierbar und f’(0) = 0.

Als Verkettung stetiger Funktionen, ist f’ in allen z € R\ {0} stetig. Bei = 0 gilt

. : 3 arctan(z?)
/ — —
lim f(z) = ﬂ%L+@ 2 ]
. 3z . 1 arctan(h3) ,
xli’%[wxﬁ] hg%{h h ] 0=710)
=0 =f"(0)

Also ist f’ auch in z = 0 stetig und f € C'(R).

(b) Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung ist g differenzierbar und es gilt

2

g () = e ™ sin(x)
fiir jedes z € R. Berechne weiter
¢"(z) = e (—2zsin(z) + cos(z)),
Jd"(x) = e (4332 sin(x) — 2z cos(z) — 2sin(z) — 2z cos(x) — sin(z))
= ¢ (42” sin(x) — 4z cos(z) — 3sin(z)) ,

ebenfalls fiir jedes z € R. Damit lautet das gesuchte Taylorpolynom

2 (k) 0 1 2
Tz(g;O)(l‘)ZZf k,( )$k=0+0+2lx2:$ Va € R.
k=0 ) )
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Nach dem Satz von Taylor existiert zu jedem z € [0,1] ein £ zwischen 0 und z derart, dass

g/// (g) :ES
3!

= 16—52 }452 sin(§) — 4€ cos(&) — SSin(ﬁ)’ 3

Ta(g:0)(x) — glo)| = :

< S (1€ sin(©)] + 4 € cos()| + 3lsin(©)]) a*
< %(4+4+ 3)2® = %x?’.

(c) Sei z=a+ib € C mit a,b € R beliebig. Es gilt
zeM & [2P<3+2Im(z) e d®+b02<3+2bea®+02-20<3
s P+ 0b-1)0°-1<3sd®+(b-1)72<4
& z-if<d4e|z-i <2

Also ist M die abgeschlossene Kreisscheibe mit Radius 2 und Mittelpunkt i (siehe Abbild-
ung [1)).

Aufgabe 3:

(a) Fiir jedes n € N ist f,, stetig auf (0,00). Deshalb gilt

sin (z — 1) _ sin(x)

7 = (@)

) = e e ) T
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Re(2)

Abbildung 1: Menge M

fiir jedes x € (0,00). Also ist (f,) punktweise konvergent gegen f.

Fiir n € N betrachte die kleinste Nullstelle z,, = = € (0,00) von f,. Es gilt

1
n

in (5 in (£ n—00
1F = Full = £ () — )] = ()g) _ S0 ) o

Also ist (fy,) nicht gleichméBig konvergent.

(b) (i) Substitution y = /z fiihrt auf
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1 .y % / 1 .
/§ Vz(l+ ) ST y(1+ y?) Y 21 2 laxe an(y)]y:%ﬁ
Y

(ii) Partielle Integration fithrt auf
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Bl (1= 2)e]_, — /0 (—2)efdr = —e — 1+ 2[e"]L_,

= e—3.

(iii) Partielle Integration fithrt zunéchst auf

/07r L cos(@) sin(z) do = [x(m(;))T -3 /Oﬂ(sin(x))Qda:.

=9(@)  —p(x) 0

Eine Stammfunktion von x ~ (sin(z))? kann mit Hilfe des ,, Phoniz-aus-der-Asche-



Tricks™” wie folgt berechnet werden.

/(sin(az))2dx = /sin(:c) sin(x) dx 2L — cos(z) sin(x) + /(Cos(a:))2dx
@) glx)

= —cos(z)sin(z) +/ 11— (sin(x))2] dx
= —cos(z)sin(x) + = — /(Sin(m))de
= /sin(:c)dx = %[m — sin(x) cos(z)]

Folglich ist

—

T 1
/ x cos(x) sin(x)dz = — [sin(x) cos(x) — z];_, = T
. 4 4
Alternativ fithrt das Additionstheorem sin(z) cos(x) = Sm(%w) fir € R auf
™ 1 ™
/ zcos(z)sin(z)der = = / x  sin(2z)dx
0 20 =9(2) =p/(a)

1 1 (7
=t —[accos(2x)]ﬂ:0+/ cos(2x)dx
4 w=0" 4 |,
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s 1. .
= 173 [sin(2z)]5_o = —

I
(c) Fiir jedes n € N gilt

n
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1 = N7 (&) | = 04(Zn, €M),
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Zom Qim0 =0 = g = g =g €= ) = )
Die Feinheit der #quidistanten Zerlegung Z,, des Intervalls [03] ist || Z,| = 5= 22200,

Also ist der Grenzwert der Folge Riemannscher Zwischensummen

n 1
1 2 1 1 T
].lm y— 7(1% = |arcsin(x 2_ = —.
n—)oo;,/zan_kQ A 1/1_.%2 [ ( )]:c_() 6

Aufgabe 4:

(a) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Differentialgleichung mit getrennten
Verénderlichen. Lose formal

Yo~ e —r—a?-1)

zdx
y(z) 1 x 22
/y(o) o1 ; £d¢ 5



Um eine Stammfunktion von n — ﬁ auf (—1,1) zu berechnen, beobachte die Partial-
bruchzerlegung

1 _ 1 _1 <1 1)
-1 m-Dn+1) 2\n-1 n+1/
Folglich gilt

/y(x) 1 q
7” =
yo) M —1

(1 — ) ~ (140X ) = £ ({1~ y(a)) (1 + y(x)

Lose nun formal nach y(x) auf

w14y - 2
)
)

N| = N =

1— y(x _ e$2
1+y(x
el-y) = e (1+y)
1— e 2
& = -7 1=
y(z) 1+ eo? 1+ e 22

Die obige Formel gilt auf dem grofiten Intervall I mit 0 € I, y(x)? — 1 # 0 fiir alle z € 1
und auf dem die obige Auflésung moglich ist. Offenbar ist I = R.

Beobachte zunéchst, dass In(z) < 0 fiir jedes z € (0,1) und sin(x) > 0 fir z € (0,1) C (0, 7).
Folglich ist f auf (0,1) negativ, hat also dort keine Nullstellen.

Es gilt f(1) = —sin(1) < 0, sowie f(e) = eln(e) —sin(e) > e —1 > 0. Da f stetig ist, hat
es nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle z* € (1, ).

SchlieBlich ist f differenzierbar auf (0, 00) und fiir die Ableitung gilt

f(z)= % + In(x) — cos(z) = 1 — cos(x) —H\r@ >0
>0 >0

fiir alle z € (1, 00). Also ist f auf [1, 00) streng monoton wachsend, kann also dort héchstens
eine Nullstelle haben.

http: //www.math.kit.edu/ianal /lehre/hm1phys2016w/
6


http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm1phys2016w/

