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Lösungsvorschläge zur Übungs- bzw. Scheinklausur

Höhere Mathematik I für die Fachrichtung Physik

Aufgabe 1:

(a) Führe einen Beweis durch vollständige Induktion über n.

• IA (n = 1):
Für n = 1 gilt

1∑
k=1

k

(
1

k

)
= 1 = 1 · 20.

• IS (n n+ 1):
Sei n ∈ N beliebig. Für dieses n gelte die Induktionsvoraussetzung (IV)

n∑
k=1

k

(
n

k

)
= n2n−1.

Dann gilt für n+ 1

n+1∑
k=1

k

(
n+ 1

k

)
= (n+ 1)

(
n+ 1

n+ 1

)
+

n∑
k=1

k

(
n+ 1

k

)
Hinweis

= (n+ 1) +
n∑
k=1

k

(
n

k

)
+

n∑
k=1

k

(
n

k − 1

)
(IV),
=

Indexshift
n+ 1 + n2n−1 +

n−1∑
k=0

(k + 1)

(
n

k

)

= n2n−1 +

n∑
k=0

(k + 1)

(
n

k

)

= n2n−1 +

n∑
k=1

k

(
n

k

)
+

n∑
k=0

(
n

k

)
(IV),
=

Hinweis
n2n−1 + n2n−1 + 2n = (n+ 1)2n.

Alternativ, betrachte die Polynomfunktion x
f7→ (1 + x)n. Nach dem binomischen Satz gilt

f(x) =
∑n

k=0

(
n
k

)
xk für alle x ∈ R. Folglich gilt für die Ableitung nach der Kettenregel

n(x+ 1)n−1 = f ′(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
d

dx

(
xk
)

=

n∑
k=1

(
n

k

)
kxk−1 ∀x ∈ R.

Einsetzen von x = 1 liefert die zu zeigende Gleichung.
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(b) Für x ∈ R und alle n ∈ N gilt

an(x) =
xn

4n + 3n
=
(x

4

)n
︸ ︷︷ ︸
=:bn(x)

· 1

1 +
(
3
4

)n︸ ︷︷ ︸
=cn

.

Es ist limn→∞ cn = 1. Also konvergiert (an(x)) genau dann, wenn (bn(x)) konvergiert. In
diesem Fall stimmen die Grenzwerte überein.

Ist |x| < 4, so ist (bn(x)) konvergent gegen 0.

Ist x = 4, so ist (bn(x)) ≡ 1 konvergent gegen 1.

Ist x = −4, so ist (bn(x)) = ((−1)n) divergent.

Ist |x| > 4, so ist (bn(x)) divergent, weil |bn| = |x|
4 →∞.

(c) Für x ∈ R gilt
∞∑
n=1

(−1)n

n2n
(x− 1)n =

∞∑
n=1

1

n︸︷︷︸
=:an

( 1− x
2︸ ︷︷ ︸
=:y

)n
=
∞∑
n=1

any
n.

Für den Konvergenzradius r der Potenzreihe in y gilt nach dem Quotientenkriterium

1

r
= lim

n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n

n+ 1
= 1.

Also ist die Potenzreihe (absolut) konvergent für alle |y| < 1 bzw.

|y| < 1⇔
∣∣∣∣1− x2

∣∣∣∣ < 1⇔ |1− x| < 2⇔ −2 < 1− x < 2⇔ −3 < −x < 1⇔ −1 < x < 3.

Für |y| > 1 bzw. x < −1 oder x > 3 ist die Potenzreihe divergent.

Für y = 1 bzw. x = −1 ist
∑∞

n=1 any
n =

∑∞
n=1

1
n die divergente harmonische Reihe.

Für y = −1 bzw. x = 3 ist
∑∞

n=1 any
n =

∑∞
n=1

(−1)n
n konvergent nach dem Leibniz-

Kriterium.

Insgesamt konvergiert die vorgelegte Potenzreihe genau für x ∈ (−1, 3].

�

Aufgabe 2:

(a) Als Verkettung differenzierbarer Funktionen ist f in allen x ∈ R \ {0} differenzierbar. In
solchen x gilt für die Ableitung nach der Produkt- und Kettenregel

f ′(x) = 3x2
1

x(1 + x6)
− arctan(x3)

x2
=

3x

1 + x6
− arctan(x3)

x2
.

Bei x = 0 gilt für den Grenzwert des Differenzenquotienten

lim
h→0

f(h)− f(0)

h− 0
= lim

h→0

f(h)

h
= lim

h→0

h→0−−−→0︷ ︸︸ ︷
arctan(h3)

h2︸︷︷︸
h→0−−−→0

l’Hospital
= lim

h→0

3h2 1
1+h6

2h︸︷︷︸
6=0 für h6=0

=
3

2
lim
h→0

h

1 + h6
= 0.
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Folglich ist f bei x = 0 differenzierbar und f ′(0) = 0.

Als Verkettung stetiger Funktionen, ist f ′ in allen x ∈ R \ {0} stetig. Bei x = 0 gilt

lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

[
3x

1 + x6
− arctan(x3)

x2

]
= lim

x→0

[
3x

1 + x6

]
︸ ︷︷ ︸

=0

− lim
h→0

[
1

h

arctan(h3)

h

]
︸ ︷︷ ︸

=f ′(0)

= 0 = f ′(0).

Also ist f ′ auch in x = 0 stetig und f ∈ C1(R).

(b) Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung ist g differenzierbar und es gilt

g′(x) = e−x
2

sin(x)

für jedes x ∈ R. Berechne weiter

g′′(x) = e−x
2

(−2x sin(x) + cos(x)) ,

g′′′(x) = e−x
2 (

4x2 sin(x)− 2x cos(x)− 2 sin(x)− 2x cos(x)− sin(x)
)

= e−x
2 (

4x2 sin(x)− 4x cos(x)− 3 sin(x)
)
,

ebenfalls für jedes x ∈ R. Damit lautet das gesuchte Taylorpolynom

T2(g; 0)(x) =

2∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk = 0 + 0 +

1

2!
x2 =

x2

2
∀x ∈ R.

Nach dem Satz von Taylor existiert zu jedem x ∈ [0, 1] ein ξ zwischen 0 und x derart, dass

|T2(g; 0)(x)− g(x)| =

∣∣∣∣g′′′(ξ)3!
x3
∣∣∣∣ =

1

6
e−ξ

2 ∣∣4ξ2 sin(ξ)− 4ξ cos(ξ)− 3 sin(ξ)
∣∣x3

≤ 1

6

(∣∣4ξ2 sin(ξ)
∣∣+ 4 |ξ cos(ξ)|+ 3 |sin(ξ)|

)
x3

≤ 1

6
(4 + 4 + 3)x3 =

11

6
x3.

(c) Sei z = a+ ib ∈ C mit a, b ∈ R beliebig. Es gilt

z ∈M ⇔ |z|2 ≤ 3 + 2 Im(z)⇔ a2 + b2 ≤ 3 + 2b⇔ a2 + b2 − 2b ≤ 3

⇔ a2 + (b− 1)2 − 1 ≤ 3⇔ a2 + (b− 1)2 ≤ 4

⇔ |z − i|2 ≤ 4⇔ |z − i| ≤ 2.

Also ist M die abgeschlossene Kreisscheibe mit Radius 2 und Mittelpunkt i (siehe Abbild-
ung 1).

�

Aufgabe 3:

(a) Für jedes n ∈ N ist fn stetig auf (0,∞). Deshalb gilt

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

sin
(
x− 1

n

)
x
(
x+ 1

n

) =
sin(x)

x2
=: f(x)
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0

Re(z)

0

1

Im
(z

)

Abbildung 1: Menge M

für jedes x ∈ (0,∞). Also ist (fn) punktweise konvergent gegen f .

Für n ∈ N betrachte die kleinste Nullstelle xn = 1
n ∈ (0,∞) von fn. Es gilt

‖f − fn‖∞ ≥ |f(xn)− fn(xn)| =
sin
(
1
n

)(
1
n

)2 = n
sin
(
1
n

)
1
n︸ ︷︷ ︸

n→∞−−−→1

n→∞−−−→∞.

Also ist (fn) nicht gleichmäßig konvergent.

(b) (i) Substitution y =
√
x führt auf∫ 1

1
3

1√
x(1 + x)

dx
y=
√
x

=
dy
dx

= 1
2y

∫ 1

1√
3

2y

y(1 + y2)
dy = 2

∫ 1

1√
3

1

1 + y2
dy = 2 [arctan(y)]1y= 1√

3

= 2
(π

4
− π

6

)
=
π

6
.

(ii) Partielle Integration führt auf∫ 1

0
x(x− 1)︸ ︷︷ ︸

=g(x)

ex︸︷︷︸
=f ′(x)

dx
P.I.
= [x(x− 1)ex]1x=0 −

∫ 1

0
(2x− 1)exdx =

∫ 1

0
(1− 2x)︸ ︷︷ ︸

=g(x)

ex︸︷︷︸
=f ′(x)

dx

P.I
= [(1− 2x)ex]1x=0 −

∫ 1

0
(−2)exdx = −e− 1 + 2 [ex]1x=0

= e− 3.

(iii) Partielle Integration führt zunächst auf∫ π

0
x︸︷︷︸

=g(x)

cos(x) sin(x)︸ ︷︷ ︸
=f ′(x)

dx
P.I
=

[
x

(sin(x))2

2

]π
x=0

− 1

2

∫ π

0
(sin(x))2dx.

Eine Stammfunktion von x 7→ (sin(x))2 kann mit Hilfe des
”
Phönix-aus-der-Asche-
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TricksTM” wie folgt berechnet werden.∫
(sin(x))2dx =

∫
sin(x)︸ ︷︷ ︸
f ′(x)

sin(x)︸ ︷︷ ︸
g(x)

dx
P.I.
= − cos(x) sin(x) +

∫
(cos(x))2dx

= − cos(x) sin(x) +

∫ [
1− (sin(x))2

]
dx

= − cos(x) sin(x) + x−
∫

(sin(x))2dx

⇒
∫

sin(x)dx =
1

2
[x− sin(x) cos(x)]

Folglich ist ∫ π

0
x cos(x) sin(x)dx =

1

4
[sin(x) cos(x)− x]πx=0 = −π

4
.

Alternativ führt das Additionstheorem sin(x) cos(x) = sin(2x)
2 für x ∈ R auf∫ π

0
x cos(x) sin(x)dx =

1

2

∫ π

0
x︸︷︷︸

=g(x)

sin(2x)︸ ︷︷ ︸
=f ′(x)

dx

P.I.
= −1

4
[x cos(2x)]πx=0 +

1

4

∫ π

0
cos(2x)dx

= −π
4

+
1

8
[sin(2x)]πx=0 = −π

4
.

(c) Für jedes n ∈ N gilt

n∑
k=1

1√
4n2 − k2

=
1

2n

n∑
k=1

1√
1−

(
k
2n

)2 =
n∑
k=1

f(ξk) |Ik| = σf (Zn, ξ
(n)),

wobei f : R→ (−1, 1), x 7→ 1√
1−x2 ,

Zn =

{
x0 = 0, x1 =

1

2n
, . . . , xn =

n

2n
=

1

2

}
, ξ(n) = (ξ1, . . . , ξn) = (x1, . . . , xn).

Die Feinheit der äquidistanten Zerlegung Zn des Intervalls
[
01
2

]
ist ‖Zn‖ = 1

2n
n→∞−−−→ 0.

Also ist der Grenzwert der Folge Riemannscher Zwischensummen

lim
n→∞

n∑
k=1

1√
4n2 − k2

=

∫ 1
2

0

1√
1− x2

dx = [arcsin(x)]
1
2
x=0 =

π

6
.

Aufgabe 4:

(a) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Differentialgleichung mit getrennten
Veränderlichen. Löse formal

dy

dx
= xy2 − x = x(y2 − 1)

 dy
1

y2 − 1
= xdx

 
∫ y(x)

y(0)

1

η2 − 1
dη =

∫ x

0
ξdξ =

x2

2
.
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Um eine Stammfunktion von η 7→ 1
η2−1 auf (−1, 1) zu berechnen, beobachte die Partial-

bruchzerlegung
1

η2 − 1
=

1

(η − 1)(η + 1)
=

1

2

(
1

η − 1
− 1

η + 1

)
.

Folglich gilt∫ y(x)

y(0)

1

η2 − 1
dη =

1

2
[ln(1− η)− ln(1 + η)]

y(x)
η=y(0) =

1

2
(ln(1− y(x))− ln(1 + y(x)))

=
1

2
ln

(
1− y(x)

1 + y(x)

)
.

Löse nun formal nach y(x) auf

1

2
ln

(
1− y(x)

1 + y(x)

)
=

x2

2

⇔ 1− y(x)

1 + y(x)
= ex

2

⇔ 1− y(x) = ex
2
(1 + y(x))

⇔ y(x) =
1− ex2

1 + ex2
= 1− 2

1 + e−x2
.

Die obige Formel gilt auf dem größten Intervall I mit 0 ∈ I, y(x)2 − 1 6= 0 für alle x ∈ I
und auf dem die obige Auflösung möglich ist. Offenbar ist I = R.

(b) Beobachte zunächst, dass ln(x) < 0 für jedes x ∈ (0, 1) und sin(x) > 0 für x ∈ (0, 1) ⊆ (0, π).
Folglich ist f auf (0, 1) negativ, hat also dort keine Nullstellen.

Es gilt f(1) = − sin(1) < 0, sowie f(e) = e ln(e) − sin(e) ≥ e − 1 > 0. Da f stetig ist, hat
es nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle x∗ ∈ (1, e).

Schließlich ist f differenzierbar auf (0,∞) und für die Ableitung gilt

f ′(x) =
x

x
+ ln(x)− cos(x) = 1− cos(x)︸ ︷︷ ︸

≥0

+ ln(x)︸ ︷︷ ︸
>0

> 0

für alle x ∈ (1,∞). Also ist f auf [1,∞) streng monoton wachsend, kann also dort höchstens
eine Nullstelle haben.

http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm1phys2016w/
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