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HOHERE MATHEMATIK | FUR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE ZUR UBUNGSKLAUSUR

AurcaBe 1 (3+3+4=10 PuNkTE)
a) Zeigen Sie, dass fur n € N gilt, dass

Zkk+1 n+1’

b) Untersuchen Sie, ob der folgende Grenzwert existiert und berechnen Sie ihn wenn moglich.

. 1 1y
lim (1 +—+ —2) .
n—0o0 n n
c) Bestimmen Sie alle x € R, fiir die die folgende Potenzreihe konvergiert.
i (=3)"(x+ 1)
n=1 \/Z '

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir nutzen vollstindige Induktion.
Induktionsanfang (n = 1): Es gilt
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Induktionsschritt (n — n + 1): Die Behauptung gelte fur ein n € IN (Induktionsvoraussetzung
(IV)). Es folgt
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was die Behauptung fiir n+ 1 ist.



b) Es gilt fur alle n € N, dass
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Der Grenzwert der n-ten Wurzel ist dabei deshalb 1, weil 2 < (1 + %)n < 3 nach Vorlesung als
Teilfolge der Folge (1 +1)" sowie /2, ¥/3 > 1 fiir 1 — co. Nun folgt die Konvergenz

1 1\
i (1414 L)' <
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nach Vorlesung.

c¢) Fir den Konvergenzradius berechnen wir

sodass der Radius durch % gegeben ist. Somit konvergiert die Potenzreihe mit Entwick-

lungspunkt -1 fur x € (—%,—%) und divergiert fiir x € (—co,—2) U (=2
die Potenzreihe die Form

3 —%,00). Fur x = —% hat
o0

n=1
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und divergiert somit nach Vorlesung/Ubung. Fiir x = —% hat die Potenzreihe die Form

= (-1)"
>

n=1

und konvergiert nach dem Leibnitzkriterium, da (%) eine monoton fallende Nullfolge ist.
Somit konvergiert die Potenzreihe genau fiir x € (—%, —%]

AUFGABE 2 ((2+3)+3+2=10 PUNKTE)
a) (i) Zeigen Sie, dass |cos(x)—1| < % fur alle x € R.
(ii) Seien @ € Rund f :[0,00) — R gegeben durch
x¥(cos(x~"?)-1)2 ,x>0,
o]
0 ,x=0.
Untersuchen Sie f auf Stetigkeit.
b) Zeigen Sie, dass
X3 x_ X
X- = <arctan(x) < >

1—x%



furalle 0 <x <1.
c) Zeigen Sie, dass die Gleichung 7 log(x) = sin(x) genau eine Losung fiir x > 0 besitzt.

Hinweis: sin(7) = cos(}) =

Sl

LOSUNGSVORSCHLAG

a) (i) Nach dem Satz von Taylor gilt fiir x € R, dass

i _ 2
cos(x) = cos(0) + 51r11('0)(x_ 0)+ %(E)(x— 0)2=1-cos(&)- %
fur ein & zwischen 0 und x. Somit folgt
x*  x?
_1| = g S
lcos()~ 1] = leos(e)]- - < &

(ii) In x > 0 ist f stetig als Komposition stetiger Funktionen. Es bleibt x = 0 zu untersuchen,
woflir wir eine Fallunterscheidung vornehmen.
1. Fall: & < 0. Fur x > 0 gilt mit (i), dass

If (x) = £(0)] = x¥|cos(x™"?) = 1> < x* - XT _ X 0 0,

da —a >0, womit f in O stetig ist.
2. Fall: a = 0. Fur x > 0 gilt, dass

f (x) = f(0)] = (cos(1) = 1)* = 0,

womit f nicht stetig in 0 ist.
3. Fall: @ > 0. Fur x > 0 gilt, dass

[ () = £(0)] = IxI? [cos(x™ ") = 1 < x*(Jeos(x~**)| + 1)* < 4x% 225,

womit f stetig in 0 ist.

b) Die Funktionen f :[0,1] > Rund g:[0,1] —> R mit
f(x) = arctan(x), x)=x——

sind stetig und auf (0, 1) differenzierbar mit f’(x) = — und g’(x) = 1 — x*>. AuBSerdem hat g’

T 1+x2

keine Nullstelle und g(x) = g(0) = 0 fur alle x € (0,1), denn

3
x—%zO@xe{O,i\/g}.

Somit folgt mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz, dass fiir alle x € (0,1) ein & € (0, x)

existiert mit )

arctan(x) _ f(x)-f(0) _ f(§) _ me _ 1
x-%  g(x)-g0) g(&) 1-& 1-&F




Der letzte Ausdruck lasst sich strikt nach unten durch 1 und nach oben durch ;= abschatzen.

Durch Multiplizieren mit x — ; (=x(1-% ) >0 fir 0 <x < 1) folgt die Behauptung.

c) Eine Losung der Gleichung ist eine Nullstelle der Funktion f : (0,00) = R, f(x) = 5 log(x) —

sin(x). Es gilt f(1) = —sin(1) < 0 und f(n) = 5 log(m) > 0, womit f nach dem Zwischenwertsatz
eine Nullstelle im Intervall (1, 7t) besitzt.
Nun gilt einerseits, dass fir x > e

If (x)] > [[log(x)| — |sin(x)|] > log(x) -1 > 0.

Mit f’(x) = 75 —cos(x) reicht es nun zu zeigen, dass f’(x) > 0 fiir x € (0,e), da so f strikt monoton
wachsend ist und deshalb in diesem Intervall nur eine Nullstelle haben kann. Fiir x € (0, 5) gilt
wegen 5= > 1 und cos(x) < 1

f'(x)>1-cos(x) >0,

fir x € [ 5, e] wegen cos(x) <0

also folgt die Behauptung.

AurGABE 3 ((2+3)+(3+2) = 10 PUNKTE)

a) Fur n € N seien die Funktionen

T T

fui| 35| )= (V2siney,

gegeben.

(i) Bestimmen Sie alle x € [-75, 7], in denen die Folge (f,(x)) konvergiert. Geben Sie die
punktweise Grenzfunktion f an.

(ii) Untersuchen Sie die Folge (f,) auf gleichméflige Konvergenz in den Intervallen [0, %]
und [0, Z].

b) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren.

(i) limxﬁ%tan(x)tan(zx)’

c\ 1: log(1+e*)
(il) limy_, o 3@ .

LOSUNGSVORSCHLAG

a)

(i) Wegen sin’ = cos ist der Sinus monoton wachsend auf [-7/2,7/2] und streng monoton

wachsend auf (-7/2,7/2). Aus sin(—7/4) = \F’ tan(/4) = \1F folgt also, dass |V2sin(x)| < 1

fir |x| < 4 und |V2sin(x)| > 1 fur |x| > /4. Demnach gilt die folgende Fallunterscheidung.
1. Fall: |x| < 7/4. Wegen |\/§sm )| <1 gilt f,(x) = 0 fur n — oo.

2. Fall: x = —7/4. Wegen V2sin(-7/4) = —1 gilt f,(x) = (~1)", was keine konvergente Folge
ist.

3. Fall: x = %/4. Wegen V2sin(/4) = 1 gilt f,(x) = 1 fiir alle n € N.

4. Fall: 72 > |x| > /4. Wegen |\/§sm )| > 1 gilt |f,(x)| = oo fir n — oo, die Folge (f,(x
divergiert also.



Insgesamt konvergiert (f,(x)) genau dann, wenn x € (—7%/4,7/4] und die punktweise Grenz-
funktion ist gegeben durch

Als Grenzfunktion fiir die gleichmaflige Konvergenz kommt nur die punktweise Grenz-
funktion aus (i) in Frage. Fur x € [0, %] gilt

|fu(x) = f(x)] = [V2sin(x)]" < (V2sin(12))" === 0,

wegen der strengen Monotonie des Sinus und % < %. Nach einer Aussage der Vorlesung
beweist diese von x unabhingige Abschdtzung gegen eine Nullfolge die gleichmafliige
Konvergenz.

Auf [0,7/4] kann die Konvergenz nicht gleichméfig sein, da die Funktionen f, auf diesem
Intervall stetig sind, die Grenzfunktion f jedoch nicht.

Wir nutzen zunachst die Definition der allgemeinen Potenz, um zu sehen, dass fir
x€(0,7)
tan(x)tan(Zx) — elog(tan(x))tan(Zx)

Konvergiert nun der Exponent, so konnen wir aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion
die Konvergenz des urspringlichen Ausdrucks folgern. Da log(tan(x)) und t; gegen 0
an(2x)

konvergieren fiir x — 7, folgt nach der Regel von I’'Hospital, dass

_ _ .. log(tan(x)) vn .. (tan(x))™! - (cos(x))~?
)};rr% log(tan(x)) tan(2x) = iin% (tan(2x))"1 ~ igr% —(tan(2x))=2 - (cos(2x))~2- 2
sin(2x) 1 1

= = — =1

x_%_2sin(x)cos(x) 2-\% V2

Somit folgt schliellich

lim tan(x)tan(zx) _ elimx_)% log(tan(x))tan(2x)

n
X~>4

1
e

Da fur x — oo sowohl log(1 + €¥) als auch V1 +x? gegen oo streben, folgt mit der Regel
von L'Hospital und kiirzen von x und e*

[1
* \/ S +1
lim log{1 +¢%) H im oo 1+x%e* 2t

X =lim ——=lim —— =1
V1+x2

X—00 ‘/1+X2 X—00 X—00 x(1+ex) _x—>oo(]+e—x)

Alternativ ldsst sich auch im Anfangsterm e* im Zahler bzw. x im Nenner ausklammern,
um mit den Rechenregeln des Logarithmus und der Wurzel den Grenzwert zu erhalten



(x>0):

x x -x x —x —x
lim log(1 +e*) ~ im log(e*(1+e™))  Lim log(e*) +log(1 +e™)  lim x+log(l+e™)

X—00 2 X—00 X—00 X—00
V1+x x2(1+5) x\J1+% x\J1+5

AurGaBE 4 ((3+2)+(2+3)=10 PuNkTE)

a) Untersuchen Sie fiur a € R das uneigentliche Integral

o 1
— 4
L x(log(x)*

auf Konvergenz und berechnen Sie es gegebenenfalls.

& x
J sinh(2x) cos (—) dx.
0 2

c) Bestimmen Sie die maximale Losung der folgenden Anfangswertprobleme.
(i) y'(x)=x°(1+3?), (0)=0.
(i) ”(x)—6’(x) +9p(x) =e>*, (0)=4, "(0)=09.

b) Berechnen Sie das Integral

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Sei R >e, dann gilt mit der Substituion y = log(x) (== %), dass

X

J S S P J Ly
e x(log(x))“ log(e)=1 ya

Dieses Integral konvergiert fiir R — oo laut Vorlesung genau fir a > 1. In diesem Fall gilt

log(R) 1 P17 logr)  (log(R)'"™ =1 Row 1
L dy = |y:1

ogle=1 V¢ © 1-a 1-a a-1’

Somit konvergiert das Ausgangsintegral genau fir a > 1 und es gilt

0 1 R 1 log(R) q 1
J —dx=lim —_dx = lim —dy=——-.
o X(log(x))* R—oo J. x(log(x))* R—co ) p& a—-1



b)

c)

Wir verwenden zwei Mal partielle Integration, um zu sehen, dass

T x . N ES . “ e
sinh(2x) cos(—) dx = 2smh(2x)sm(—) oo — 4 cosh(2x) sm(—) dx
u i u "

T
= 2sinh(27) + 8 cosh(2x) cos(g) e 16J0 sinh(2x) cos(g) dx

TC
:2sinh(27z)—8—16j smh(2x)cos( )dx
0

Bringen wir das letzte Integral auf die linke Seite und dividieren durch 17, erhalten wir

T 2sinh(27) -
J smh(2x)cos( )dx—M.
o 17

(i) Die Funktionen, die durch f(x) = x> bzw. g(y) = 1 + p? definiert sind, sind auf R stetig

und g ist nullstellenfrei. Wir schre1ben Y = d und Trennen die Variabeln, somit ergibt
sich

Integration ergibt

Y1 x x*
t = ds = Sds="
arctan(y) J;) s J; X 1

Schliefilich ergibt sich durch Auflosen

y(x) = tan(xff).

Das grofite Intervall, das die 0 enthélt und auf dem der Tangens definiert ist, ist (-7, )
und es folgt wegen

%e(—%%)@x‘*e(zmzn o xe(-V2r, V2

dass das maximale Existenzintervall durch (-V27r, V27) gegeben ist.

(ii) Es handelt sich um eine lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten. Das charakteristische Polynom P der Gleichung ist gegeben durch

P(A)=A?-61+9=(1-3)?

womit eine zweifache Nullstelle in 3 vorliegt. Die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung ist demnach
vn(x) = c1e3* + cpxe®.
Fur die spezielle Losung wéhlen wir den Ansatz y,(x) = Ae?*, da 2 keine Nullstelle von P
ist. Es folgt
Vp(x) = 2Ae%, vy (x) = 4Ae%*,



und somit gilt, wenn wir dies in die Ausgangsgleichung einsetzen, dass

Y7/ (x) — 695 (x) + 9y, (x) = Ae? = e,

womit A = 1 folgt. Fir die allgemeine Losung gilt nun

p(x) = c1e3* + cpxe* + e,

Nun bestimmen wir noch ¢; und ¢, iiber die Anfangswerte. Es gilt

!

4=9(0)=c1+1c =3

Auflerdem gilt
v'(x) = 3c1€3* + 0,3 + 3¢ xe3* + 2%,

also '
9=9/(0)=3c;+y+2©c;=7-3c; =7-9=-2.

Somit lautet die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

p(x) = 3e3 - 2xe3* 4 &%,



