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Aufgabe 1: [ Diverses: 4+6+4+6=20 Punkte ] Entscheiden Sie, welche der folgenden
Aussagen wahr bzw. falsch sind. Begründen Sie ihre Antwort.

(a) Es existiert ein ein q ∈ Q so, dass für z = e2πiq die Menge

H =

{
1√
2

(i− 1),
1√
2

(−i− 1),
1√
2

(1− i)
}

alle Häufungswerte der Folge (zn)n∈N enthält.
Hinweis: Skizzieren Sie die Menge H.

(b) Betrachten Sie die Funktion g : R → R mit g(x) = sgn(x) ln(1 + |x|). Beachten Sie, dass
sgn(x) das Vorzeichen von x bezeichnet. Es ist

sgn(x) :=

{
x
|x| x 6= 0

0 x = 0
.

i) Die Funktion g ist auf [−1, 1] differenzierbar.

ii) Die Funktion g ist auf [−1, 1] zweimal differenzierbar.

(c) Ist f ∈ C2(R) beschränkt, so ist die MengeM := {x ∈ [0, 1] : f hat in x ein lokales Maximum }
abgeschlossen.

(d) Die Funktionsfolge fn : [−1, 1]→ R mit

fn(x) =

(
1− x

n

)n
1 + exp(−2nx)

für x ∈ [−1, 1] und n ∈ N

i) konvergiert punktweise auf dem Interval [−1, 1],

ii) konvergiert gleichmäßig auf dem Interval [−1, 1].

Aufgabe 2: [ 8+6+6=20 Punkte ] Es seien f : R→ R und g : R→ R stetige Abbildungen.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Die Abbildung

x 7→ max(f(x), g(x)) =

{
f(x) falls f(x) ≥ g(x)

g(x) falls f(x) ≤ g(x)
,

ist auf R stetig.

(b) Falls limx→∞ f(x) = limx→−∞ f(x) = 0, dann ist f ist auf R beschränkt.

(c) Falls
∫ 1
−1 |f(x)− g(x)| dx = 0, dann ist f = g auf dem Interval [−1, 1].
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Aufgabe 3: [ 3+3+3+4+7=20 Punkte ] Entscheiden Sie bei den folgenden Grenzwerten
(bzw. der Reihe bzw. dem uneigentlichen Integral), ob diese existieren (bzw. konvergieren) und
berechnen Sie sie gegebenenfalls:

(a) limx→1
x2021−1
1−x2020 ,

(b) limn→∞
√
n(
√
n+ 1−

√
n− 1) ,

(c) limx→0
sin2(x)
sin(x2)

,

(d)
∑∞

n=1
1+2n

n2(1+n)2
,

(e)
∫∞
0

e−
√

x
√
x

dx .

Aufgabe 4: [ 8+6+6=20 Punkte ]

(a) Zeigen Sie, dass für jedes n ∈ N0 das uneigentliche Integral

2

∫ ∞
0

t2n+1e−t
2

dt = 2 lim
R→∞

∫ R

0
t2n+1e−t

2
dt

existiert und den Wert n! hat.
Hinweis: Definieren Sie αn := 2

∫∞
0 t2n+1e−t

2
dt und zeigen Sie zunächst αn = nαn−1.

(b) Es sei f : R→ R gegeben durch

f(x) := sin(x)e−x.

Bestimmen Sie das Taylorpolynom T2(f, π/4).

(c) Zeigen Sie, dass für alle x ∈ [0,∞) gilt:∣∣∣∣∣sin(x)e−x − e−π/4√
2

∣∣∣∣∣ ≤ |x− π/4|2 .
Viel Erfolg!
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