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§ 1 Der Kérper der reellen Zahlen

Auf R sind 2 Verkniipfungen gegeben:
RxR -» R

” + -
. 9 Xty
RxR - R

Ly) =  Xxey

I. Axiome der Addition:

¥ xRy = x+y)+z @ VEyTeR
0 x4y e y+x Vx,y€R
e 30 8 K. x¥D = X VxeR

(iv) VxeR 3 (-x)eR:x+(x) -

1L Axiome der Multiplikation

(i) x-(y-z) = (x-y)-z Vx,y,ze R

(ii) xX-y = y-x Vx,yeR

(i) 3 1eR 1+£0: l:x=x VxeR

(ivy VxeR, x#0 Ix'eR: XXy
III.  Distributiv-Gesetz

x-(y+z)=x-y+x-z Vx,y,z€R

IV. Kérper-Definitionen

(Assoziativ-Gesetz)
(Kommutativ-Gesetz)

(Existenz der 0)

(Existenz des Negativen)

(Assoziativ-Gesetz)
(Kommutativ-Gesetz)
(Existenz des neutralen
Elements)

(Existenz des Inversen)

Eine Menge M mit zwei Verknupfungen ,T“und,, e “ dieden Axiomen I —III

geniigen, heiflt ein Korper.
Die Menge R der reellen Zahlen bildet emen Korper.
Anordnungs-Axiome

(A1) Firjedes x € R gilt genau eine der drei Bedingungen:

x>0, =0, x<¥
(A2) Sind x>0 und y >0, so folgt: x+y>0
(A3) Sind x>0 und y >0, so folgt: x-y>0

Ein Korper mit der Relation ., > “, so dass A1-3 erfiillt sind, hei3t angeordneter

Korper.
V.  Bezeichnungen
N := {natiirlicheZahlen} = {1,2,3,...}

A {ganzeZahlen} = {...,~2,-1,0,1,2,...}

0= {rationaleZahlen} = {£ € R‘ p.q € Z;q > 0; p,q teilerfremd }
q

Sei x € R. Dann ist
& x=20

x| = falls
-X x=0



der Absol . von X.
VI.  Dreiecks-Ungleichung
Vx,y € R gilt:
e+ A < o+ 1y
e+ 312 [y
VII.  Archimedisches Axiom
Vx,y>0 IneN:
n-y>x
VIII. Bernoullische Ungleichung
Sei x > -1, dann gilt:

(14+x) 21+n-x Vne N
IX.  Summen und Produkte
Seien @ .4, .....48 &R (m<n)

6 Zai =a, +a,, +..+a, heilt Summe (von m bis n) iiber a,.

i=m

n
) JJa=a, 9y, a, heiBt Produkt (von m bis n) iiber q,.
i=m

(iii)  Fiir Summen der folgenden Form gilt:
. 1
| = — +*1
> 1= mim+1)
(iv)  Fiir Produkte der folgenden Form gilt:
mi=[]i=1-2-...m
i=1

m! heiBt Fakultéit von m oder m-Fakultit.
Insbesondere gilt:
0=1

(v)  Weiter heiBit

m
[Ta=a" acRmeN
=l

m-te Potenz von a.
(vi)  Binomialkoeffizienten
Man nennt
n n!
- A7 ,k e Nuid
(k] (n— k! . o}
Binomialkoeffizient.
(vii) Binomischer Satz

(a +b)' = i(:]a"b""k Va,be R, Vne N

k=0

(viii) Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe
Vxe R,x#1 und

Vne N, = Nu {0} gilt:

n 1 n+l
k __

k=0 =3




§ 2 Folgen

Fine Folge (reeller Zahlen) ist eine Abbildung

N —>R
n—a,.

Man schreibt (a,)=(a,), _, =(a,.a,,....a,).
Etwas allgemeiner: (a, )ﬂ2 3 - (a,,o ,a,,oﬂ...)

L.

I1.

Konvergenz/ Divergenz
Eine Folge (a, ) heiBt konvergent gegen a R, in Zeichen

lima, =a: < Ve>0 3 N = N(g)e N(= natiirlicheZahlen), so dass gilt:

n—w

la, —al <& Vn>N

Eine Folge (a, ) heiBt divergent, wenn sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.

1 3
()  lim—=0
H—a0 n
3
(i) lim¥n=1
Konvi a Fol

(1) Jede konvergente Folge ist beschriinkt.
(Vorsicht! Umkehrung dieses Satzes gilt nicht!)
(ii)  Eindeutigkeit des Grenzwertes
Seien (a, ) eine Folge, a,a' Grenzwerte von dieser Folge. Dann gilt:
3 3

lima, =a und lima, =4 P~ a=a'
n—ow n—o
(ii1))  Summen konvergenter Folgen
Angenommen:
3 |
lima,=a, limb,=b
n—w n—»o

Dann konvergiert auch die Folge (a, + 5, ) und es ist

4
lim(a, +b,)=a+b=lima, +limb,.

Dasselbe gilt auch fiir Differenzen konvergenter Folgen.
(iv)  Produkte konvergenter Folgen
(a) Angenommen:

3 3
lima, =a, limb, =b

n—»o n->»w

Dann konvergiert auch die Folge (a, -b,) und es ist

lim(a, -b,,)ia-b =lima, -limb, .

h—0

Dasselbe gilt auch fiir Quotienten von Folgen der Form lim S % mit

n—»0

b+0.
(b) Angenommen:
3

lima, =a und A€ R

n—»0

Dann konvergiert auch die Folge



II1.

IV.

VL

VIL

3
limA-a,=A-lima, =4-a.

R—>0 n—»ow
3 3
(v)  Seien lima, =a, limb, =b
n->00 n—»0
Angenommen: a, <b, Vn(z no)

Dann gilt: as<bh

(Vorsicht! Gilt a, <b, ¥n(>n, ), dann ist a < b, aber nicht a <b!).
Cauchy-Folgen
Eine Folge (a,,) heifit Cauchy-Folge (C-Folge), wenn gilt:
Ve>0 3N = N(g)e N(= natiirlicheZahlen) , so dass:

]an——amlc:s Vm,n2 N

(1) Sei (a, ) eine konvergente Folge

= (a, ) ist eine Cauchy-Folge

(i)  Vollstindigkeits-Axiom
In den reellen Zahlen R konvergiert jede Cauchy-Folge.

Teilfolgen

Sei (a,),. , eine Folge und n, <n, <... eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen.

Dann heiBt die Folge (a,,k )keN = (.a,,l .4, ,) eine Teilfolge von (a,).

3
(i) Angenommen: lima, =a

n—
3
= lima, =a

R—>»0

fiir jede Teilfolge (a, ), von (a,),., -

Héaufungspunkte
a € R heifit Haufungspunkt der Folge (a, ), wenn gilt:

3
3 eine Teilfolge (ar"k ) mit lima, =a.
Satz von Bolzano-Weierstrall
Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
Monotonie
(a, ) heiBt monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend), wenn
a sa,.,, (bzw. a, <a,,,).
Analog: (Streng) monoton fallend.

Eine Folge heifit monoton, wenn sie entweder monoton wachsend oder fallend ist.
(1) Ist eine Folge monoton und beschriinkt, so ist sie konvergent.




§ 3 Reihen

Sei (a, ),., eine Folge. Dann heift »_ a, unendliche Reihe; s, = > a, heifit n-te
k=1

k=1

Partialsumme von ) a, . Die Folge (s, ),y heiBt Folge der Partialsummen von 2 6.
k=1 k=1

L. Konvergenz
Die Reihe Y a, heiBt konvergent, falls die Folge der Partialsummen (s, ),_,
k=1

konvergiert:
a, =lims, =lim ) a,
; n—w n—»a0 kzﬂ
Die Reihe Z a, heifit divergent, falls sie nicht konvergent ist.
k=1

1. Geometrische Reihen

Zx" heiBt (unendliche) geometrische Reihe; es gilt: Zx" iod ;—x
k=0 Rl ==X

I11. Summen von Reihen

Seien Zak und Zbk konvergente Reihenund A € R.
k=1

k=1

(i) Die Reihe i (a, £b,)= i a, i b, konvergiert.

k=1 k=1 k=1
(i) > Aa, =A4-) a, konvergiert.
k=1 k=1

IV.  Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen
Fiir eine Folge (an )ne  sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Z a, konvergiert

n=l|

(ii) Ve>0 3N € N(= natiirlicheZahlen) :

n
4
k=m

V. Satz der Nullfolge

<ip VYnzmzN

0 =
Ist Zak konvergent, so gilt: lima, =0
o n—»

VI.  Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen
Sei (a, ) monoton fallend mit @, >0 Vz. Dann sind dquivalent:

(i)  >.(~1)a, konvergiert  (.alternierende Reihe*)
o

3
(ii) lima, =0
VII. Satz zur absoluten Konvergenz

a,| konvergent ist.

> a, heiBt absolut konvergent, wenn
n=0 n=0



VIIL

IX.

XI.

XIL

XIII.

Ist eine Folge Z a, absolut konvergent, so ist sie auch normal konvergent.

n=0
(Vorsicht! Die Umkehrung gilt nicht!)
Majoranten-Kriterium
Sei ch konvergent mit ¢, 20  Vn.

n=0
Sei (a, ),.,, eine Folge mit

a,|<c, Vn;sogilt:

Y a, ist absolut konvergent; Y ¢, ist Majorante von Y _a, .

n=0 n=0 n=0
Quotienten-Kriterium
Sei Zan eine Rethemit a, #0  Vn2n, und 3@: 0 <O <1, so dass:
n=0
) @ Yn 2z n,
an

Dann ist Z a, absolut konvergent. (Achtung! © muss echt kleiner 1 sein!)

n=0
Waurzel-Kriterium

Sei Y a, eine Reihe und 30: 0<© <1, so dass:

n=0

';/[c:‘<® Vn 2 n,

Dann ist Zan absolut konvergent.

n=0
Umordnungssatz
0 L2l o0
Sei Y a, eine Reihe, Y a,, eine umgeordnete Reihe von ) a, .
n=0 n=0 n=0

Ist Zan absolut konvergent, dann ist Z a,, konvergentund Za,(,,) = Zaﬂ :
n=0 n=0 n=0 n=0

Cauchy-Produkt von Reihen
Seien Zan und Zb,, absolut konvergent. Fiir jedes ne N sei ¢, = Za,,_,‘bk ‘
k=0

n=0 n=0

Dann ist ) ¢, absolut konvergent und es gilt:

n=0
S oo (30)
n=0 n=0 n=0
Exponential-Funktion
expl) =3 X
n=0 n!
Vx,y € R gilt: exp(x + ) = exp(x)-exp(y)

1
VxeR
-yl

G (expl) =3

n=0

@  expl-x)=



§ 4 Punktmengen

Sei (a, )HE ,, eine Folge. Die Menge {a,,!n eN } heiBt die der Folge (a,)
Menge.
E Abzihlbarkeit
Eine nichtleere Menge M heif3t abzdhlbar, wenn es eine surjektive Abbildung
f : N(= natiirlicheZahlen) — M gibt. Eine nicht abzéhlbare Menge heif3t
itberabzdhlbar.
Die Mengen N(= natiirlicheZahlen),Z,(Q sind abzéhlbar; R und die irrationalen
Zahlen sind iiberabz#hlbar.
I1. B-adische Briiche
Ein b-adischer Bruch ist eine Reihe der Form

unterliegende

neN

B=1) ab™ mit />0,q,€ N mit 0<a, <b
n=-1

(1) Jeder b-adische Bruch ist eine konvergente Reihe, stellt also eine reelle Zahl
dar.

(ii) Sei b22,be N,b fest;
Jede reelle Zahl lisst sich als b-adischer Bruch schreiben.

(iii)  Jede reelle Zahl lésst sich beliebig genau durch rationale Zahlen
approximieren.

III.  Beschrinktheit
D < R heifit nach oben/ unten beschriinkt, wenn 3k e R: x<k/ x2k VxeD
D heiBt beschriinkt, wenn D nach oben und unten beschrinkt ist. Dann gilt:

D beschrinkt < Jk € R mit |x|$k VxeD

(1) Supremum von D = supD = kleinste obere Schranke von D

(i)  Infimum von D =infD = groBte untere Schranke von D

Jede nichtleere nach oben bzw. unten beschrinkte Menge besitzt ein Supremum bzw.
Infimum.

(iii)  Falls supD € D (bzw. infD € D), so heiit supD (bzw. infD) Maximum von D
(bzw. Minimum von D). Man schreibt MaxD (bzw. MinD).




§ S Stetige Funktionen

Sei D c R ; meistens D:(a,b), ~woLag<h<Lo;
Eine reelle Funktion auf D ist eine Abbildung f : D — R, D heilt Definitionsbereich von .
I, = {(x,y)e DxR|y= f(x)} heiBt der Graph von f.

L. Funktions-Axiome
Sei DcR,f,g:D—>R, AeR

(i) D—>R
f4g:
x> fx)+g(x)
(i) DR
L8 {
x> f(x)-g(x)
(iii) DR
s
x> A- f(x)
(iv)  Sei D'={xe Dlg(x)= 0}
D'—>R
s
g )
flx
7 gx)

(v) Sei f:D—>Rund g:E— R mit f(D)cE

D—->R
g f: {
x> g(f(x))

.  Stetigkeit
Sei f:D — R, ae D.fheit stetig in @, wenn fiir jede Folge (x, ) c D mit
limx, =a gilt: lim 7 (x,)= f(a)

f'heiBt stetig, wenn f stetig ist in jedem a € D .
Seienf,g: D — R stetiginae D und A€ R;
(1) f+g:D— R stetigina

(i1) Af : D — R stetigina

(iii) f-g:D— R stetigina

(v) Ist gla)#0= L.psr stetig in a (D'= {x e D|g(x) # 0})
g

(v) Sei f:D>R,g:E—>R mitf(D)cE,]fgstetigina
= gof:D— R iststetigina
(vi)  &- & -Definition von Stetigkeit
Aquivalent sind fiir /:D - R und ae D
(a) fist stetig in @
(b) Ve>0 35>0,sodassgilt: |f(x)-fla)<e Vx € D mit

lx—a/ <&




(vil)  Zwischenwertsatz
Sei fla,b]—> R stetigmit f(a)<0 und 7(b)>0
= Ip € [a,b] mit f(p)=0
(viii) Beschrinktheit
f :D - R heiBt beschriinkt, falls IM € R, so dass gilt: | f(x) <M
VxeD
(a) Sei f:[a,b]—> R stetig
= f ist beschrinkt und nimmt Maximum und Minimum an.

(Achtung! Satz gilt nicht fiir offene. halboffene oder unendliche Intervalle!l)
(ix)  GleichméaBige Stetigkeit

f : D — R heift gleichméBig stetig auf D:

& Ve>0 36 >0, sodass gilt: ’f(x)—f(x‘) <g Vx,x'e D mit

x—x|<d

(a) Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion fist auf diesem
Intervall gleichmiBig stetig.

10



§ 6 Funktionenfolgen und Reihen von Funktionenfolgen

Seien f, : D — R Funktionen Vrne N

L.

IL.

II.

Iv.

Punktweise Konvergenz

Die Folge (f,) konvergiert (punktweise) gegen f : D — R, wenn Vx e D gilt:
3

lim £, (x)= f(x). d.h. wenn gilt:

Vxe D und V& >0 3N = N(x,£) € N (=natiirliche Zahlen), so dass:

fn(x)—f(xl<£ Ynz N

GleichméBige Konvergenz
Die Folge ( 1. ) konvergiert gleichmiiBig auf D gegen f : D — R, wenn gilt:
Ve>0 3N = N(g),sodass: |f,(x)-f(x)<& Vn=N und VxeD

(1) Konvergiert ( fn) gleichmiBig, so konvergiert ( fn) auch punktweise.
(i1) Sei f, : D — R stetig Vn =1 und konvergiere gleichméBig gegen /:D - R;

= fist stetig
(iii)  Seien (f,), (g,) gleichmiBig konvergente Funktionenfolgen auf D — R und

h:D — R eine beschrinkte Funktion:

(a) (f, +g,) konvergiert gleichmaBig auf D

(b) (h-f,) konvergiert gleichméBig auf D

(c) (fn -g,,) konvergiert gleichméBig auf D, falls
f= }g‘lﬁlﬂ f,und g = 51_13 g, beschrinkt sind

Supremumsnorm
Fiir f: D —> R definiert man die Supremumsnorm durch

I71=071, =suplf(x) € R o)

(1) Ist f beschrinkt auf D < || f || <o

i) |f|=0 e f=0 aufD

G) |-l vaer

@) | +el<|/l+[el

v) Fiir eine Folge ( f;,): D — R sind équivalent:f
(a) ]( fn) konvergiert gleichméBig gegen f : D—> R auf D
(b)|lim| f, - /| =0

Konvergenz von Reihen von Funktionenfolgen
Sei f, : D — R (Vn e N) eine Funktionenfolge;

s

Z f, konvergiert gleichmiBig (bzw. punktweise) auf D:

n=0

< Die Folge der Partialsummen (Z ka konvergiert gleichmiBig (bzw.
neN

k=0

punktweise) auf D



VL

VIL

VIIL

Konvergenz-Kriterium von Weierstrall
Sei f,:D—> R eine Funktionenfolge und sei Y _|[/£,] <

n=0

25 Z f,, konvergiert absolut gleichmiBig auf D gegen eine Funktion f:D — R

n=0

Potenzreihen
Die formale Summe i a,(x—x,)" heiBt Potenzreihe von (dem Entwicklungspunkt)
> par
(i ' Sei ian (x—x,)" eine Potenzreihe, die in x = x, konvergiert; sei @ € R mit
0< ;:0< |x1 —x0|
= i a,(x-x,)" konvergiert auf [x, - @.x, + @] absolut und gleichmiBig
=0

ian (x—x,) konvergiertin x, e R } € R, U {0}

n=0

(i1) Sei Re= sup{lxl -—th eER

= i a,(x—x,)" konvergiert im Intervall (x, - R, x, + R) und divergiert Vx

n=0

mit |x —xo| > R;
das Intervall (x, - R,x, + R) heiBt Konvergenzintervall von i a(x-x).R

n=0
heifit Konvergenzradius.

Héufungspunkte
Sei (a,,) eine Folge. Die Haufungspunkte von (a, ) sind die Grenzwerte konvergenter

Teilfolgen.  (bzw. — ) heift (uneigentlicher) Hufungspunkt von (a, ) falls eine

Teilfolge von (a, ) existiert, die uneigentlich gegen « (bzw. — ) konvergiert (=

bestimmte Divergenz).

(i) Jede Folge (an) hat wenigstens einen (eigentlichen oder uneigentlichen)
Haufungspunkt.

(i)  Lim sup/ Lim inf einer Folge ke
lim sup(a, ):= sup{Haufungspunkte(a, )} € R U {~ 0,0}

lim inf (a, ) = inf {Haufungspunkee(a, )} € R\ {- w0, o0}
Formel von H d

Fiir den Konvergenzradius R der Potenzreihe Z a,(x-x,) gilt:
n=0

1

R=
lgmw sup('\'/a—,,| '

12



§ 7 Die elementaren Funktionen

L.

II.

I

IV.

Umkehrfunktion
Sei f:M — N eine bijektive Abbildung, d.h. es existiert genau ein m € M mit

f (m) = n. Dann ist die Umkehrabbildung
f1T:No>M
definiert, ndmlich
fa)=m o  flm)=n
Monotonie von Funktionen
: & [a,b] — R heiflt monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend), wenn gilt:

Fiir x,x'e [a,b],x <x' ist f(x)< f(x') (bzw. f(x)< f(x')).

F & [a,b] — R heifit monoton fallend (bzw. streng monoton fallend), wenn gilt:

Fir x,x'e [a,b],x <x' ist f(x)= f(x') (bzw. f(x)> f(x)).

(1) Sei f [a b] — R stetig, streng monoton wachsend (bzw. streng monoton
fallend) und 4:= f(a), B:=1(»)
= f:[a,b] > [4.B] (bzw. f :[a,b] > [B, 4]) ist bijektiv und die
Umkehrfunktion 7~ :[4, B]— [a.b] (bzw. ™' :[B, 4] — [a,b]) ist ebenfalls
stetig und streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend)

Algebraische und transzendente Funktionen
(i) Eine Funktion f :D — R heifit algebraisch, wenn es auf D Polynome

Pos-s P, # 0 gibt, so dass gilt:
pox)+ p(x)f (x)+ ...+ p, (x)f" (x) = 0
Fiir n =1 sind das gerade die rationalen Funktionen:
X
P pE6)=0 o sl)=-Led
Py (x )
(i)  FEine Funktion f:D —> R heiBt transzendent, wenn sie nicht algebraisch ist.
Die Exponentialfunktion (und ihre Umkehrfunktion)
(i) Die Exponentialfunktion exp: R — R, * ist stetig, streng monoton wachsend

und bijektiv.
(i)  Der Logarithmus
R*>R
In:
x> Inx

ist die Umkehrfunktion von exp. Sie ist ebenfalls stetig, streng monoton
wachsend und bijektiv.

(iii)  Rechenregeln der Exponentialfunktion

Seien a > 0,x € R und sei a* = exp(x - Ina) .Dadurch ist eine Funktion
definiert:

R—>R

op.

x> a
Es gilt:
(a) exp,(x+ y)=exp, (x)-exp,(y) © a7 =a"-a
(b) exp,(n)=a" Vne N
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(c) expa[gj ={a’ & a'=Ya’ Vp,qeZ,q>2
q

Vx,ye€ R, Va,b>0 ist

@ () =a™
(e) a* -b" =(ab)’

g
a
(iv)  Grenzwerte der Exponential-Funktion
Yke N gilt:

Va >0 gilt:

LR

X—»0 xa

lingx“ Inx=0

¥ Die komplexen Zahlen
i= \[—_1
C:—-—{x+iy!x,ye R}=R2
Beziiglich der Operationen
(x + l'y) + (x’+iy') = (x ¥ x')+ i(y + y')
(v +iy)- (x+iy') = (or'—yp)+i(xy'+x'y)
wird C zu einem Korper, dem Kérper der komplexen Zahlen.
‘Realteil: ReZ =

Imagindrteil: ImZ =y
(i) Komplexe Konjugation
Die Abbildung
C-C

z=x+iy—-)§=x——iy
heifit komplexe Konjugation. Es gilt Vz,z,,z, e C:

(az+z=z+z_
154 St

®) z2,=z-2,

© z=z

@) 220  bzw. ||=0=2=0

(e) |z1 +22|S|zl|+|zz| (Dreiecksungleichung)
(H 'z]zzlzlzl|-!22|

(i)  Konvergenz komplexer Zahlenfolgen

Eine Folge (zn )"E v komplexer Zahlen heif3t konvergent gegen z € C
& Ve>0 3N € N (=natiirliche Zahlen): |z, -Zl<e VnzN

limz, =2

n—w

14



Weiterhin sind dquivalent:
(a) imz, =z

(b) limRe(z, )= Re(z) A limIm(z, ) = Im(2)
bzw.:
(@ limz, =z
(b) limz, =z

(iii) Cauchy-Folgen komplexer Zahlen
Eine Folge (z, ) komplexer Zahlen heit Cauchy-Folge:
<> Ve>0 3N e N (=natiirliche Zahlen)
Es sind dquivalent:
(a) (zn) ist Cauchy-Folge
(b) Re (zn) und Im (z, ) sind Cauchy-Folgen

Weiter gilt: In C konvergiert jede Cauchy-Folge.

(iv)  Rechenregeln fir Grenzwerte komplexer Zahlen
Seien (z, ).(z', ) konvergente Folgen komplexer Zahlen. Dann gilt:

Z,—Zn|<& Vn2m2N

(a) lim(z, +2',)=limz, +limz',
(b) lim(z,2',)=limz, -limz',
(c) Ist limz,'# 0, soist z', #0 Vn > n, und es gilt:

’ ( : J limz,
lim = —
£, ey
(v) Folge von Partialsummen komplexer Zahlen-Reihen
Eine Reihe Z z, komplexer Zahlen heifit konvergent, wenn die Folge (s,) der

n=0

Partialsummen s, = Zzu konvergent ist.
v=0

(vi)  Absolute Konvergenz komplexer Zahlen-Reihen

Eine Reihe komplexer Zahlen heiBit absolut konvergent, wenn )|z, | konvergent ist.

=0

Ist "z, absolut konvergent, dann ist ) z, auch normal konvergent.

v=0 v=0

(vii) Majoranten-Kriterium

Sei ch konvergent mit ¢, € R, Vn und sei (z, ) eine Folge komplexer Zahlen mit
n=0

|z,| <€, Yn2n,

= Z z, konvergiert absolut

(viii) Quotienten- e itert

Sei Z z, eine Reihe komplexer Zahlen mit z, # 0 Vn = n,
n=0

Annahme: 3@ € R mit 0 <©® <1, so dass gilt:

19



z

n+l

z

n

<O Vnzn,

= Yz, konvergiert absolut
n=0

(ix)  GleichmiBige Konvergenz
Sei K cC, f, : K = C Funktionen mit n e N

Die Folge ( fn) konvergiert gleichméBig gegen f: K - C
o Ve»d AN = N(g)e N : f,x)-fx)<e Vxek

- (x)  Potenzreihen
Sei (a, ) eine Folge komplexer Zahlen und z, € C

Die Potenzreihe Z a,(z-z,)" konvergiert fiirein z, € C, z, # z,.

n=0
Sei p € R mit 0 <@ <|z, — z,|

K(z],qo):: {zeC]|z—zD| Sgo}

= i a,|z-z,| konvergiert absolut und gleichméBig auf K (z,.9)
n=0

Sei R = sup{(z -z, i a,(z-z) konvergent} ; R heiflt Konvergenzradius und es
n=0

gilt:

1
limsup M

(xi)  Produkte von komplexen Zahlen-Rethen

o o
Seien Zak S Zbk absolut konvergent in C; setze ¢, = ) a, b,
k=0 k=0 k=0

= Zo(Ze )50

16



§ 8 Die trigonometrischen Funktionen

R—>R

sin:
PG o z(_ & +1)

heiBt Sinus-Funktion und ist eine ungerade Funktion = sin(- x)= —sin(x)
R—>R

cos:

x > cos(x):= Z( I) (2

heiBt Cosinus- ygk_tlon und ist eine gerade Funktion = cos(~ x) = cos(x)
L. Konvergenz und von Sinus- und Cosinus-Reihen
Die Reihen von sin und cos konvergieren auf ganz R.
II. Stetigkeit der sin- und der cos-Funktion
sin x und cosx sind auf ganz R stetig.
I1I. Eulersche Formel
explix) = cosx +isinx VxeR

(i) cosx=%(e“ +e“”)
(i) sinx= %(e“ =™}

(iii) cos’x+sin‘x=1

IV.  Additionstheoreme der sin- und der cos-Funktion
(1) cos(x + y) = COSXCOS y—sinxsin y
(i1) sin(x+y)= sin x cos y + sin ycos x

V. Nullstellen der trigonometrischen Funktionen
cosx hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle.

Definition: % ist die eindeutig bestimmte Nullstelle vom cos in [0,2].

VI.  Perioden der sin- und der cos-Funktion
Vx e R gilt:
1) cos(x +27) = cosx bzw.
sin(x + 27:) =sinx

Gl = sin[% - x] bzw.

. 3
—Smx = COS(E-!-JC)

(iii)) sinx=0 = x=k=x, ke Z bzw.

cosx=0 o~ xzwg—-i-kfr, ke’

17



VIL

Die Tangens-Funktion (und die Cotangens-Funktion)
D=R- {% + ;zz} —> R

sinx
=tanx

coS X
heiBt Tangens-Funktion.

cot:
COsSXx

X cotx =

sin x
heiBt Cotangens-Funktion.

(@ Stetigkeit vom Tangens und vom Cotangens

tan und cot sind stetig auf D bzw. D"
(ii)  Additionstheorem vom Tangens
Vx,ye D mit x+y e D gilt:

18



§ 9 Differenzierbarkeit von Funktionen

Sei D c R Vereinigung von offenen Intervallen (a,.b,)
£ D —> R heiBt differenzierbar in x, € D

e )= R f(x)?: i"o(xo) existiert

& VY Folgen (x,)c D mit ’l?i_rgx —x0 gilt: ng%@if'(xn)

/"(x,) heiBt Ableitung von f im x; oder'wvol £ AP X

£ differenzierbar <  f differenzierbar in x, Vx, € D

Man schreibt: f"(x,)= %

I Geometrische Bedeutung der Differenzierbarkeit (Diff ient
f—(’%}f&"—) ist die Steigung der Sekante von / durch (x, /(x)) und (x,, £lx,))-
Man nenilt diesen Ausdruck auch Differenzenquotient.

II. Rechts- und linksseitige Differenzierbarkeit
Sei D=[a.b], f:D—R;

£ heiBt rechtsseitig differenzierbar, falls lim ————— A ( ) f ( ) existiert.

fheift linksseitig differenzierbar, falls lingi(—)wa—(l existiert.
xi X -
I  Punktweise Approximierbarkeit differenzierbarer Funktionen
Aquivalent sind fiir /:D — R und x, € D:
(i)  fist differenzierbar in x,
(i1) 3¢ € R und eine in x, stetige Funktion ¢ : D — R, so dass gilt:
fx)=flx,)+ clx—x, )+ lx)x —x,)
(ii) besagt: fist in x, € D durch eine lineare Funktion approximierbar, nimlich
durch: L(x)= f(x,)+ e(x—x,)
IV.  Abhingigkeit von Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Sei f:D — R differenzierbar in x,

= fist stetig in x,

Y. R eln fiir Ablei
Seien f,g: D — R differenzierbar in x, und AeR

(i) f+g und Af sind differenzierbar in x, und es gilt:
(f+ g)(xo): f'(x0)+ gi(xo)
(A (xo)=4"(x,)
(i)  Produktregel
(f - g) ist differenzierbar in x, und es gilt:
(f - g) (o) = £ )& (xo)+ /() ()
(iii)  Quotientenregel

Sei weiterhin g #0;
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VIL

i

= “:D — R ist differenzierbar in x, und es gilt:
g

( J( )_f(xo)g(xo) S )g'(x,)
g

g (xo)

Spezialfall: f =1
1) g'(x)
= =] x%)=-5
(gJ (x ) g (xa)
Die i il

Ist /:D — R differenzierbar in jedem Punkt x e D, so ist durch

D—>R
Y
xl-—-)f’(x)

eine neue Funktion definiert, die (erste) Ableitung f' on f. Damit erhiilt man
@ (f+re)=r+g
@ (F)=a)=4"
i) (f-g)=rg+ L
(iv) [i} =fg';ﬁ§
g g
Ist /" differenzierbar, so heifit /"' die zweite Ableitung von o
Ist /" differenzierbar, so heiBt /""" die dritte Ableitung von f usw.
/ heiBt unendlich oft differenzierbar, wenn f beliebig oft differenzierbar ist.

Lokale Extrema
Besitzt eine Funktion £ :(a, b)— R ein lokales Extremum so besitzt sie ein lokales

Maximum oder cin lokales Minimum. Aquivalent sind:
(1) f hatin x, € (a,b) ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum)

(2) 38> 0, so dass x € (a,b) mit |x—~x0[ <g gilt:

(xo)>f(x) (bzw. f(x0)<f(x))
Man bezeichnet ein lokales Extremum auch als relatives Extremum.
(1) f:(a,b)—> R seiin x, € (a,b) differenzierbar und besitzt in x, ein lokales
Extremum
= f (xo ) =0
(Vorsicht! Die Umkehrung gilt nicht!)
(i)  "Satz von Rolle

Sei f:|a, bl R auf [a,5] stetig und differenzierbar auf (a,b). Weiterhin sei
fla)=f(). a=5.
= 3¢ ¢ab] mit 1'()=0

(iii)  Mittelwertsatz

Sei f:[a,b] > R stetig auf a,b] und differenzierbar auf [a.5]

= 3¢ e (a,b) mit f'(g)zﬂbg_:af_(a_)
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(iv)  Sei f:(a,b)—> R ((a.b) sei ein endliches oder unendliches Intervall) in
x, € (a,b) zweimal differenzierbar, f '(x,)=0 und f"(x,)<0 (bzw.
£"(x)>0).
= /f hatin x, ein isoliertes lokales Maximum ( bzw. isoliertes lokales
Minimum)

=1

VIII. Lokal g

Sei 7 (endliches oder unendliches) Intervall: f,:/ —R Yuve N,

S 7, heibt lokal glei
v=0

O] y 7

NVCTreCTl

&  Fiirjedes x e I existiert ein endliches Intervall (a,.b,)c I mit x € (a,.b, ), so

dass i £, (x) auf (a,.b,) gleichmaBig konvergent ist.

v=0

(1) Sei f, :1 — R differenzierbar Vv e N, und Z 1, (x) konvergiere in einem

v=0

Punkt x, € . Weiter konvergiere Z £,"(x) lokal gleichmaBig auf 7
v=0

= Z £, (x) konvergiert lokal gleichmaBig auf /, sie ist auf /
v=0

differenzierbar und es gilt:
(306)) -5
v=0 v=0
(i))  Jede Potenzreihe i a,(x—-x,)" istim Inneren ihres Konvergenzintervalls
k=0
runendlich oft differenzierbar und es gilt:

r

(gak(x_xo)kJ - ;kak(x—xoy_l
IX.  Differenzierbarkeit in Bezug auf Umkehrfunktienen
Sei 7 — R ein Intervallund f:/ — R streng monoton. Weiterhin sei /* = f(7) und
@=f"' :I* > R die Umkehrfunktion von f .
Sei f nunin x e/ differenzierbar und f'(x)#0;
> 9= =
7' el
X.  Menotonie
Sei f :[a,b]—> R stetig in [a.b] und differenzierbar in (a,b). Sei weiterhin f'(x)> 0
(bzw. f'(x)>0/ f'(x)<0/ f'(x)<0) Vx e (a,b)

= £ ist monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend/ monoton fallend/
streng monoton fallend)
XI. 'Kettenregel

Seien f: />R, g:J >R mit [ (I )c J zwei Funktionen. Seien weiterhin f in
x e I differenzierbar und g in y = f(x)e J differenzierbar.
= go f:I— R istin x differenzierbar und es gilt:

(g2 ) (x)=2' (/&) f'(x)
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XIII.

XIV. Allger

XV.

und konkave F1 ;
Sei I — R ein (endliches oder unendliches) Intervall. Aquivalent sind:

(1) f:I— R heiBit konvex
(2) Vx,,x, el mit x, <x, und VAe R mit 0 <A <1 ist
[, +(1-2)x,) < A (x)+(1-2)f(x,)
f: 1 - R heiBit’ konkav o — f ist konvex
(1) Set f: (a,b) —> R zweimal differenzierbar. Aquivalent sind:
(1) f ist konvex
@ f(x)=0 Vx € (a,b)

(i)  Hilfssatz: Seien p,q € (1,20) mit Sut el
q

| =
o |-

= Vx,yel gltt, x"-y' s

N =
+
Q|

Sei V ein C — oder ein R — Vektorraum. Eine Norm auf V' ist eine Abbildung

V>R
H
vie v

(1) "v” = o v=0
(2) ||/1v1| =|/1|||v|| VYAeR bzw. C
3) oy + v <+

Yy, v, v, €V

Seien f g: [a b] - R stetlg (—o < a < b < ») und differenzierbar auf (a,b),
sei g’ stetigund # 0 auf (a,b)

f(b)-fla) _ 1(€)

gb)-2la) £'¢)

Regeln von De I."Hospital

() 1. Regel von De L."Hospital

Sei a <b < und seien f,g:[a,b)—> R differenzierbar auf (a,b)

mit lim f(x)=1limg(x)=0 und g’ 0 und stetig auf (a,b)

= 3¢ e(a,b):

= lim——= f ( ) f ( ) falls der rechte Grenzwert existiert
x—b g(x) xﬂb g(x)
(ii) 2. Regel von De L’Hospital
Sei a <b < und seien f,g:[a,b] > R differenzierbar auf (a,b)

mit Inn g(x)=c0 und g’ #0 und stetig auf (a, )

=il mi—(——)zhm 4 ( ) falls der rechte Grenzwert existiert.
x—b g(x) x—b g (x)
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§10 Taylor-Formeln und Taylor-Reihen

Sei I c R offenes Intervall, ne N ;
C"(I)= R-VR der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf / (stetig differenzierbar =
n-mal differenzierbar und die n-te Ableitung ist stetig);
B (I ) = R—VR der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf 7 ;
L Das Taylor-Polynom
Sei feC"(I), x, el

(k
T.(f.x,)= Z f (x") (x—x, F heifit das Taylor-Polynom n-ten Grades von f
k=0

mit Entmcklungspunkt Xg!

II. Das Rest-Glied
R,(f.x,)=f-T,(f,x,) ist das n-te Rest-Glied von f in x, .

(1) Rest-Glied-Abschitzung
Sei feC"(l), x, el = Vxel ist
1 : 5 S
|Rn(fsx()xx) = mosggLf( )(xo - B t(x o xo))—f( )(xo)lx T x0|
I11. Die Tavlor—Reihc

I(f,xp)= 3 %)

= M
IV.  Anwendung der Taylor-Sitze: Reihen-Entwicklung des Logarithmus
i k-1
In(l+x)=> g:—lé)—«—xk Vx| <
k=1
V. Schiémilchsche Restglied-Darstellung
Sei I =(x,—£,x,+€), p>0;sei feC™(I);
= Vxelx#x, 3& e(x,,x)v (x,x,), so dass:

» (f xo) f('”l)(cf) [x £ Jn—pn (x_ : )n“

p-n

()

X —X, )k heifit Taylor-Reihe von f in x,.

VI.  Satz zu Potenzreihen
Sei f:1— R und f(x)= i a,(x—x,) eine Potenzreihe;

n=0
= T(f,x,)=f auf I c R (offenes Intervall)
VII.  Analytische Funktionen
Sei I c R ein offenes Intervall (endlich oder ®); f € C*(7) heiBt analytische
Funktion, wenn es zu jedem x, € / ein £ > 0 gibt, so dass:

fx)=7(f.x,) Vx e (x, - & x, + &)
Mit anderen Worten:
[_analytisch <> f lokal in eine Potenzreihe entwickelbar

C“’(I)x{feC“’(]]f analytisch}s Sl 13
(i)  Sei C®(I) einR-VR und f =T(f,x,) auf (x, —&,.x, +& ) fir i=12;
= fi+ 5 =T(f, + f3.x,) auf (x, —&,x, + &) mit &£ = Min(g,, &,)
of =T(of .x,) auf (x, —&,,x, + £ ) mit @ € R
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IX.

(ii)  Analytische Funktionen sind:

(1) Polynome auf R

(2) Sin, cos,exp auf R

(3) log auf (0,0)= R,

(4) f analytisch < f" analytisch

(5) f,.f, analytischauf I < f,- f, analytisch
Binomische Reihe
Seia@eR;

= Vx € (- 11) ist:

Hierbei ist:

Fiir @ € N bricht die Reihe ab.
Cauchysche Restglied-Abschétzung

Fir p=1 ist:

R, (F,3,)) =L ("::(e:)( o ] P

X=X,
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§ 11 Das Riemann-Integral

L

IL

Die Treppenfunktion

Sei I =[a,h] mit —o0 <a < b <o ein geschlossenes Intervall;

Q: [a,b]——) R heift Treppenfunktion

<> 3 Unterteilung a=x, <¥ xi <xperdyni Sodags:
o(x, ,.x,)=c, = konst. Vi=Yin

Die Funktionswerte @(x, ) sind beliebig.

(1) Die Menge T[a,b] aller Treppenfunktionen auf [a,b] ist ein UVR des R-VRs
aller Funktionen auf [a,b] 5

(1) In einer T nfunktion
Sei @ € T'|a,b] definiert bzgl. der Unterteilung a = x, <x, <...<x, =b und
sei @(x, ,.x,)=c, fir k=1,...,n

— l’]{D(x)cil‘fx = ch (xk — X )

Diese Definition ist unabhingig von der Wahl der Unterteilung.
(i)  Rechnen mit Integralen i{iber Treppenfunktionen
Seien @,y € T[a,b], A € R ; dann gilt:

(1) [lp+y)x = [odsx+ [y

@) [Agux = 2 [gdx

@ osy = |pdvs [y

Ober- und Unterintegral
Sei f: [a, b] — R eine beliebige, beschrinkte Funktion; dann heiflen

(1) bj fx)ax = inf{}qxix[areT[a,b],qu f} Oberintegral von f und

(2) I.f(x)dx = sup{ Iﬁadx|¢ = T[a,b],q; < f} Unterintegral von .

(i) Seien f ,g:[a,b]w»R beschrinkt;
M) [(f+8)<[f+[g baw. [.(£+g)2 [.f+ [.g (Subadditivitit)

@ [W)=4]r bzw. [.(4f)=4[.f VA0

@) [#)=4].7 bzw.  [.(H)=4["f YA<0
(i)  Sei f:[a,b]— R stetig; dann gilt:

Ve>0 do.y e T[a,b] mit

M) olx)< f(x)<splx)  ¥x
@) [plx)- [olx)<e Vx
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IlI.  Integrierbarkeit stetiger Funktionen

Sei f:[a.b] > R stetig; dannist f auf [a,b] integrierbar.
IV.  Integrierbarkeit monotoner Funktionen

Sek J [a,b]—) R eine monotone Funktion; dann ist / integrierbar.
V. Rechenregeln in der Integration

Seien f,g :[a,b]—; R integrierbar, A€ R ;

= f+g und Af sind integrierbar und es gilt:

(1) [(f +gdx = [fadx+ [gdx

@) [agax = 4 fids
@) fsg = [faxs< g

b
Die integrierbaren Funktionen {f :[a,b] > R} bilden also einen R-VR und [-dx ein

monotones Funktional.
VI.  Integrierbarkeit von Produkten und Potenzen
Seien f,,f :I— R definiert durch

/) f(x)=0
fi(x)= { falls
0 £(x)<0 und durch

0 flx)=0
£ lx)= { falls

- fx) f(x)<o0.

Seien f,g: 1= [a,b]—) R integrierbar; dann gilt:
(1) f.,f. sind integrierbar
(2) Vpe[Lo)ist|f]” :[a,5] > R integrierbar
(3) f-g:[a.b]> R ist integrierbar

VII.  Allgemeiner Mittelwertsatz der Integralrechnung
Seien f,@: [a,b] —> R stetigund ¢ 20
= ife [a,b], so dass gilt:

[l = 7(6) ol

(i) Gewdhnlicher Mittelwertsatz der Integralrechnung
Sei-f: [a,b]—> R stetig;
= il e [a, b] mit:

[/ = 7(€)-6-a)

VIII. Die Riemannsche Summe
Sei f :[a,b] — R mit der Unterteilung a = x, < x, <...<x, = b; weiter sei

£, € [x,,_l,xk] beliebig mit £ =1,...,n;
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IX.

XL

XII.

Dann heif3t Zn: f (c_',‘) (xk - xH) Riemannsche Summe von f zur Unterteilung (xk )::,

k=1

mit den Stiitzstellen (£, ).

(i) Feinheit einer Unterteilung
Die Feinheit der Unterteilung a = x, < x, <...<x, = b ist definiert als

e A}{ng(‘xk = Xk )
(i)  Approximierbarkeit von Integralen durch Riemannsche Summen
Sei f:[a.b] > R integrierbar;
= Ve >0 36 >0, so dass fiir jede Unterteilung a =x, <x, <...<x, =b
der Feinheit <& und jede Wahl der Stiitzstellen &, € [x, ,,x, ] gilt:

Jrekte=3 76 Ko -5, ) <. b

das Integral einer integrierbaren Funktion ldsst sich beliebig genau
durch Riemannsche Summen approximieren.

Berechnete Integrale
(1) Integral von cosx

a
Icos xdx =sina
0

(i)  Integral von 1/x

[~dr=tna

I
Holdersche Ungleichung
r =14
ff(x)g(x)dxsﬂfﬂp “g”q fiir p,g >1 mit —+—=1

S
Minkowski-Ungleichung
I7 +al, <l71, +lel,  vp=1
Integral zusammengesetzter Strecken
Seien a <b <c und f: [a,c] — R eine Funktion; dann sind dquivalent:
(1) f ist integrierbar
(2) f istauf [a,b] und auf [b,c] integrierbar

G) (ke = [ 1ok + [ (ke
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§ 12 Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

L Stammfunktion
Sei I < R Intervall, f:] — R stetigund x, € /; flr jedes x € I sei

Fx)= [£()dr.
= F :I — R ist differenzierbar und es gilt: F'= f.

1 ] £(r)dt heiBt unbestimmtes Integral von f (als Funktion von x ).

(i)  Eine differenzierbare Funktion F : 7 — R heifit Stammfunktion, falls F'= 1.
(1) Das unbestimmte Integral ist eine Stammfunktion.
(2) Sei F :1— R Stammfunktion von f'; fiir G :/ — R sind dquivalent:
(a) G ist Stammfunktion von f

(b) G- F = const.
I1. Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
Sei f:I— R stetig, und sei F' Stammfunktion von f;

= Va,bel ist bj flx)dx = F(b)- F(a)

I11. Differentiationsvorschriften
(1) Sei se R,s #-1:

b s+l

J'dex:__ X j b

: s

(1) Sei se N, = a,b beliebig
(2) Sei s € Z,5 <=2, dann muss gelten: 0¢ {a, b]

(3) Sei s ¢ Z, so muss gelten: [a.b]e R]

b
(ii) j@ = Injx] ’, falls 0 ¢ Integrationsintervall
a X

(ii1) I sin xdx = —cos x
Icos xdx =sinx
(iv) I exp(x )dx = exp(x)

(v) I e =arcsinx fiir x| <1

v1-x?

= arctan x

j‘1+x2

=tanx

j cos’ x

(vi) _[ln xdx = x(Inx -1)
(vii) Iarctan xdx = xarctan x — -;— ln(I +x? )

Iarcsin xdx = xaresinx + /1 - x?
(viii) Substitutionsregel
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(ix)

(x)

(xi)

(xii)

(xiii)

Sei f:1— R stetigund ¢ [a,b]—) I R und sei @ stetig differenzierbar,
dann gilt:

b o(b)
[#@)-' () = [f(x)ax
a ola)
Sei ¢ [a b] —> R stetig differenzierbar mit tp(t) #0 Vte [a,b], dann gilt:
4
I el )df Infp(t)|

H;I Termzerle : Partialbruchzerle
ax +..+ax+a,
(x =5 )x—b,)(x—b
sich dieser zerlegen und neu zusammenfiigen:
a,x" +..+ax+a, A 4

(x=b )x- b)(x b)_x b, m+x—bm:
Alx-b,) (x=b)+..+4 (x~-bXx-b,,)
(x=b}(x~5,)

Daraus lassen sich 4,,..., 4, eindeutig bestimmen;

Sei ein Bruch gegeben der Form ) (m = n), dann lasst

m

“ ax"+..+ax+a,
-

;[ (x—b1Xx—b2)..(x—b ) ;" :
Partielle Integration

Seien f,geC' ([a,b));

= T e = 7)) - [ elelokis

Sei f e C'([a,b]); fiir k € R sei F(k)= If(x)sin(kx)dx
= lim F(k)=0

Trapez-Regel
Sei f e C*([0.1]); dann existiert ein & € [0,1], so dass gilt:

[tk = 200+ 105 €)
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§ 13 Uneigentliche Integrale der I"-Funktion

L Fall 1
R
Sei f:[a,0)—> R iiber jedem Intervall [a, R] integrierbar; angenommen Ileim I £ (x)dx

existiert; dann setzt man

0 R
jf(x)dx = lim j Sl .
Man Sprlcht von einem onvergenten uneigentlichem Integral.

(i) Beispiel: Im =—— flir s>1

s—1
II. ¢
Sei f: [a, b] — R iiber jedem Teilintervall [a + s,b] integrierbar (0 <& <b—a);

b
angenommen linol I F (x)dx existiert; dann setzt man
&>

= a+&

If(x)dx lim [ /(.

e a+s

Man spncht von einem konvergenten uneigentlichem Integral.

(i)  Beispiel: j— s et
n

M.  Fall3
Sei f:(a,b)—> R mit —w<a<b<ow auf jedem endlichen Teilintervall

[@. B] < (a,b) integrierbar; sei ¢ e (a,b) beliebig; angenommen, die beiden
R c

Grenzwerte }emg I f(x)dx und }!;in J f(x)dx existieren; dann setzt man
€ R

J (e =tim [£(c)e + imn [ £ ().

Man spricht von einem konvergenten uneigentlichem Integral.
Bemerkung: Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von c.

+1 dx_
(1) Beispiel: I ﬁ =
1__' 2

(i)  Beispiel: =
1+ x?

IV.  Integral-V 1chs-Kr1tenum von Reihen
Sei [l,oo) ~—» R, monoton fallend und integrierbar; dquivalent sind

(1) i £(n) ist konvergent.
n=1

(2) Oj‘ ¥ & (x)dx ist konvergent.

1
V. Logarithmische Konvexitit
Sei / < R Intervall; F: 7 — R ist logarithmisch konvex, wenn gilt:
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VL

VIL

(1) logF :1 - R ist konvex <
) x,yel0<i<l: In(F(Ax +(1-A)y)) < Aln F(x)+(1- 2)In F(»)
Die Gamma-Funktion

[(x)= [re™dr Vx>0

(i)

(i)
(iif)
(iv)

)

(vi)

0

Funktionalgleichung von I': T'(x +1) = xI'(x) Vx>0

(n+1)=n!

I': R, — R; ist logarithmisch konvex

Fir F: R, — R, sind dquivalent:

() F=T

(2) Flx+1)=xF(x)

(3) F ist logarithmisch konvex

I'(x) kann folgendermaBen in verschiedenen Formen dargestellt werden:

(n I)n
8y r(x)_gggx(x+1) - e V0<x<l1

Y50

: nln*
R H EE x(x+1).(x+n)

Prohabilistisches Integral
J‘e"zdx = \/; = l“(%]

Die Funktion F, = |sin” xdx

Sei F, = Isin’" xdx ¥Yne N,;dann ist

(@

m-—1

1 A
I, =-—cosxsin™" x+ Lo V22

m
Wallissche Formel

(40)
Sl

4v-1)
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