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§ 1 Der Kiirper der reellen Zahlen

Auf R sind 2 Verkniipfungen gegeben:
RxR -> R

(><,y> »-> X+y

RXR -> R

(XJ) H X ° Y

Axiome der Addition:

(i) X + (Y + Z) =

(ii) X + Y =

(iii) 3 0 E R : x + 0

(iv) Vxe R El (-x)eR:

Axiome der Multiplikation

<0 »-(y~2) =

(ii) X -y =

(iii) 31@1e,1¢o;

(X+y)+Z
y+X
= x

x + (-x)

(x-y)-z
;V'x
l~x=x

(iv) `v’xeR, x¢0 Elx"eR:
Distributiv-Gesetz
x~(y+z)=x-y+x~z
Kégpgr-Definitionen

Vx,y,zeR
Vx,yeR
\7'xeR

=0

Vx,y,zeR
Vx,yeR
\7’xeR

x~x'=l

Vx,y,zeR

(Assoziativ-Gesetz)
(Kommutativ-Gesetz)

(Existenz der 0)

(Existenz des Negativen)

(Assoziativ-Gesetz)

(Kommutativ-Gesetz)

(Existenz des neutralen
Elements) »

(Existenz des Inversen)

Eine Menge M mit zwei Verkniipfungen ,, + “ und ,, 0 “, die den Axiomen I - HI

geniigen, heiBt ein Kiigger.
Die Menge R der reellen Zahlen bildet einen Kiirper.
Anordnungs-Axiome
(A 1) Fiir jedes x e R gilt genau eine der drei Bedingungen:

x>0, x=0, x<0
(A2) Sindx>0undy>0,sofolgt: x+y>0
(A3) Sindx>0undy>O,s0folgt: x~y>0
Ein Kiirper mit der Relation ,, > “, so dass Al-3 erfullt sind, heilit Qggrdneter
@112-
Bezeichnungen
N := {nat12rlicheZahIen} = {1,2,3,...}

Z ¢= {ganzeZahlen} = {.._,-2,-1,o,1,2,___}

I7Q := {rati0naIeZahlen} = {- e R`p,q e Z;q > 0; p,q teilediemd
‘I

Sei xeR.Da.nnist
x x 2 0

[x|= falls

-x x<0
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VI.

VII.

V

IX.

III.

der_ von x.
Dreiecks-Ungleichgg
Vx, y e R gilt:

F+WSM+M

V+H2M~M
Archimedisches Axiom

Vx, y > 0 El n E N :

n ~ y > x

Bemoullische Ungleichung
Sei x 2 -1, dann gilt:

(14-xy' 2l+n~x VneN
Summen und Pmduktg
Seien am,am,,...,an e R (m < n)

(i) ia, := am + am +  + an heiBt Summe (von m bis n) iiber a,

(ii) Ha, = am -am,  an heiBt Produkt (von m bis n) fiber a

(iii) FIU Summen der folgenden Form gilt:

'" 1

' = - +1;, fam )

(iv) Fiir Produkte der folgenden Form gilt:
rn

m!:=Hi=l~2~...‘m
I1:

m! heiBt Fakultit von m oder m-Fakultiit.
lnsbesondere gilt:
0!= 1

(v) Weiter heiBt

in = a'" a e R,m e N
i=l

In-te Potenz von a.
(vi) Binomialkoeflizienten

Man nennt
71 n!

=i V , k N 0
lk) (n_k)~kz " E UH
Binomialkoeflizient

(vii) Binomischer Satz

(a + b)" = i(;]a*b"* Va,b E R, Vn e N
k=0

(viii) Summenformel Hit die endliche geometrische Reihe
Vx <5 R, x ¢ l und

Vn e N0 = NU{0} gilt:
n _ n+l

2x*=-‘”H, l-x
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§ 2 Folgen

Eine Folge (reeller Zahlen) ist eine Abbildung
N->R
nr-aa".

Man schreibt (an ) = (an )n€N= (a, ,az ,...,an).

Etwas allgemeiner: (an )" = (ann ,a,,0+l...)am,

I. Konvergenz/ Divgggenz
Eine Folge (an) heiI3t£; gegen a e R , in Zeichen

lim an = a : <:> Va > 0 El N = N(5) e N(= nat12rlicheZahIen), so dass gilt

|a,, - a| < s Vn 2 N

Eine Folge (an) heiI5t divergent, Wenn sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.
3

(i) lim L = O
Mm n

"’ 3

(ii) lim 2/Z =1

II.  §i2Q\
(i) Jede konvergente Folge ist heschlinkt.

(Vorsichtf Umkehrung dieses Satzes gilt nichtl)
(ii) Eindeutiglgeit des Grenzwertes

Seien (an) eine Folge, a,a' Grenzwerte von dieser Folge. Dann gilt:
3 3

lim an =a und lim an =a' :> a = a'

(iii) Summen konvgrggter Folgen
Angenommen:

limania, limb" lb
Dann konvergiext auch die Fol ge (an + bn) und es ist

EI

lim(a,, + bn )=a + 11 =1ima" + limb".`, we naw Mm

Dasselbe gilt auch iii: Differenzen konvergenter Folgen.
(iv) Produkte konvergenter Folgen

(a) Angenommen: ie §f21>» lb
Dann konvergiert auch die Folge (an ~bn) und es ist

£§1;(a" ~b");a~b =§3_;a,, iggbn.

(1 £1

Dasselbe gilt auch Hir Quotienten von Folgen der Form lim 4 =
b Zn

b ¢ 0.
(b) Angenommen:

lim an ia und /1 e R

Dann konvergiert auch die Folge

4

mi



lim/1-an -3/7.~lima” = /1-a.
,ww 3 ,He 3

(V) Seien  an =a ,  bn =b

Angenommen: an S bn Vn(2 no)

Dann gilt: a S b

(vmichff Gilt an < bn vn(; 710), dam ist a 5 b, aber nicht a < b 1).

Cauchy-Folgen
Eine Folge (un) heiBtCauch1-Folgg(C-Folge), weim gilt:

Vs > 0 BN = N(5) e N (= nut12rIicheZahIen) , so dass:

Ian-aml<£ Vm,n2N
(i) Sei (an) eine konvergente Folge

2 (an) ist eine Cauchy-Folge

(ii) Vollstéindigkeits-Axiom
In den reellen Zahlen R konvergiert jede Cauchy-Folge.

IV Teilfolgen
Sei (an ),_EN eine Folge und nl < nz <  eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen

Dann heiI5t die Folge (am LN = (ani ,ani  eine Teilfolge von (an  
3

(i) Angenommen: lim an = a
3

:> lim an* =a

Hir jede Teilfolge Qank )keN von (an )nEN.

V H§uhm 
a e R heiBt Hiiufungspunkt der Folge (an ) , wenn gilt:

EI eine Teilfolge (ant ) mit lim an* ia.
Satz von Qlzano-Weierstmb
Jede beschriinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
Monogonie
(an) heiBt monoton wachsend Gazw. streng monoton wachsend), wenn

an S ani. <\>zw~ fl, < an >.

Analog: (Streng) Qonot@ fallend.
Eine Folge heiBt monoton, wenn sie entweder monoton wachsend oder fallend ist.
(i) Ist eine Folge monoton und beschriinkt, so ist sie konvergent.
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§ 3 Reihen

Sei (an )nEN eine Folge. Dann heiBt iak unendliche Reihe; sn := iak heilit gi
/<=1 k=l

Partialsumme von i ak _ Die Folge (sn )"€NheiBt Folge der Partialsimimen von i ak

I. Konvergen;1| M

Die Reihe i ak heiBt konvgrggnt, falls die Folge der Partialsummen (sn )"€N

konvergiert/iz]
w ,.

Zak =1ims" =1im2ak
ki! n~>w n->m k=]

Die Reihe 5; ak heiiit divgrgeng, falls sie nicht konvergent ist.
1¢=1

II. Geometrische Reihen
Q, ,, _ nu

Ex* heiiit (unendliche) geometrische Reihe; es gilt: Zxk = E?
k 0 k-0 W

III. Summen von Reihen

Seien ink und Zbk konvergente Reihen und 2. e R.
k 1 /c I

an fn tn

(i) Die Reihe Z (ak i bk ) = Z ak i Z bk konvergiert.
k=l 1¢=1 hz;

(ii) il Zak = 1-ink konvergiert.

IV. C3llOhV;;il€SKonveigenzkriterium iiir Reihen
Fiir eine Folge (an )”€N sind folgende Aussagen équivalent:

(i) ia" konvergiert

(ii)  > 0 EIN e N(= nat12rIicheZahlen) :

iZa,C‘<.s' Vn2m2N
/c=m

V. Satz der Nullfolgg

Ist iak konvergent, so gilt: lim an io
k=l

VI. Leibniz-Kriterium Hir alternierende Reihen
Sei (an) monoton fallend mit an 2 O Vn . Dann sind éiquivalent:

(i) i (- 1)" an konvergiert (,,altemierende Reihe“)
'0

n 3

(ii) lim an = 0

VII. Satz zur absoluten Konvergenz

5: an heiBt absolut konvergejt, wenn Z |a,,| konvergent ist.
n=0 n=0

6



Ist eine Folge il an absolut konvergent, so ist sie auch normal konvergent.
n=0

(Vorsichtf Die Umkehrung gilt nicht!)
VIII. Maioranten-Kriterimn

Sei ic” konvergent mit cn 2 0 Vn .

=0

Sei Ea" )"EN eine Folge mit lan] S cn Vn; so gilt:

il an ist absolut konvergent; iz cn ist Maj orante von iz an _

IX. gn;otienten~Kriterium no no

Sei ian eine Reihe mit an at 0 Vn 2 no und 39: 0 < G) < I, so dass:
n=0

l-[i'@-\ < (9 Vn 2 no
an

Dann ist il an absolut konvergent. (Achtungl ® muss echt kleiner I seinl)

X. Wmzel-éliterilml

Sei ia” eine Reihe und EI®: 0 < ® < 1, so dass:
»=0

'Q/[cm < G) Vn Z no

Dann ist ia” absolut konvergent.
n=0

XI. Umordnungssgtz

Sei iz an eine Reihe, iam) eine umgeordnete Reihe von Zan .

n=0 n=0 n=0

Ist Zan absolut konvergent, dann ist Z a,(,,) konvergent und Zum) = Zan
0 -0 0 0n= nv n= n=

XII. Cauchy-Produkt von Reilgn

Seien ia" und Eb" absolut konvergent. Fiirjedes n e N sei cn = Za"_kbk
n=0 v|=0 l!=0

Dann ist Z cn absolut konvergent und es gilt:
Il 0

so an on 
XIII. Exgnential-Funktion

eXP(x) = Qfi
Vx, y e R";;ilt; exp(x + y) = exp(x)-exp(y)

(i) exp(- x) = gig) Vx 6 R

on <=»<p<1>>=;§

7
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§ 4 Punktmengen

Sei (an )"eN eine Folge. Die Menge {a,,ln e N } heiBt die der Folge (an )"EN unterliegende

Menge.
I. Abzihlbarkeit

Eine nichtleere Menge M heiI5tabz§h1bar, Wenn es eine suijektive Abbildung
f : N (= nat12rlicheZahlen) -> M gibt. Eine nicht abzéihlbare Menge heifit

ilberabzihlbar.
Die Mengen N(= nat12rlicheZahlen),Z, Q sind abziihlbar; R und die irrationalen
Zahlen sind iiberabzéihlbar.

II. B-adische Bniche
Ein b-adischer Bruch ist eine Reihe der Form

B=iia,,b'" mitl20,a,eNmit0$a,<b
n=~l

(i) Jeder b-adische Bruch ist eine konvergente Reihe, stellt also eine reelle Zahl
dar.

(ii) Sei b 2 2,b e N,b fest;

Jede reelle Zahl liisst sich als b-adischer Bruch schreiben.
(iii) Jede reelle Zahl liisst sich beliebig genau durch rationale Zahlen

approximieren.
III.  t

DCR heiBtg§§hoben/\mtenbesch1§nkt,wer1n Elke R: xik/ x2 k ‘v’xeD
D heiBt beschriinkt, wenn D nach oben und unten beschxiinkt ist. Dann gilt:

Dbeschriinkt c> E|keRmit|x|$k ‘v’xeD

(i) Sgp;eJ_num von D = supD = kleinste obere Schranke von D
(ii) Iniimum von D = infD = grollte untere Schranke von D
Jede nichtleere nach oben bzw. unten beschrinkte Menge besitzt ein Supremum bzw.
Iniimum.
(iii) Falls supD e D (bzw. infD e D), so heiBt supD (bzw. infD) Maximum von D

(bzw. Minimum von D). Man schreibt MaxD (bzw. MinD).

8
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§ 5 Stetige Funktionen

Sei DcR;meistens D=(a,b), -©oSa<b$<>o;
Eine reelle Funktion auf D ist eine Abbildung f 1 D -> R , D heiBt Deiinitionsbeleich vonf
l`f = {(x,y)e D >< R|y = f(x)} heil3t der'§ von [_

1. Funktions-Axiome
SeiDcR,f,g:D->R,1eR
(i) D->R

f+g:
xv->f(r)+g(x)

(ii) D->R
f~g1

xHf(»)-g(><)
(iii) D->1e

1-f:
xr->/1-f(x)

(iv) sei D'= {x E D|g(x) ¢ o}

D'->R

L
8

,CHE
g(f)

(V) Seif:D->R undg:E->R mirf(/_>)CE
D->R

g°ff
xHg(f(x))

II. Stetiglgeit
Sei f:D->R, aeD.[@iBtstetigina,wermiiirjedeFo1ge(xn)<:D mit

lim xn = a gilt: lim f(x,,)= f (a)

fheiBt stetig, wennfstetig ist in jedem a e D .

Seienfg:D -> R stetig in a e D und le R;
(i) f+g:D->Rstetigina
(ii) )f:D->R stetig ina
(iii) f»g:D->R stetigina

(iv) Ist g(a)¢ 0 => QD'-> R stetig in a (D'= {x E D|g(x)¢ o})

(V) Seif:D->R,g:E->Rmitf(D)CE,fgstetigina
I: g°f:D->Riststetigina

(vi) Q-Definition von Stetiggeit

Aquivalent sind iiir f :D -> R und a e D

(a) fist stetig in a

(b) Vs>0 3§>O,sodassgilt: |f(x)-f(a]<a VxeD mit

|x-a|<6

9



(vii) Zwischenwertsatz
sei f[a,b]-> R smug mir f(a)< 0 und f(b)> o

:> 3pe[a,b] mit f(p)=0
(viii) Beschxinktheit

f :D -> R heiBt beschriinkt, falls HM e R , so dass gilt: |f(xl S M

Vx e D
(a) Sei f 1 [a,b] -> R stetig

2 f ist beschriinkt und nimmt Maximum und Minimum an.

(Achtungf Satz gilt nicht fiir ogizne, halbgfkne oder unendlicheI 
(ix) Gleichmiliige Stetiglgeit

f :D -> R heiBt g1eichm§Big stetig auf D:

<:> Vs > 0 36 > 0, so dass gi1t:|f(x)-f(x']< s Vx,x'e D mit

{x - x‘[ < 6

(a) Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktionfist auf diesem
Intervall gleichmEiBig stetig.

10



§ 6 Funktionenfolgen und Reihen von Funktionenfolgen

Seien L, :D -> R Fimktionen Vn e N

I, Punktweise Konvergenz.
Die Folge (fn) konv§_rg;'ert munktweise) gegen f :D -> R , wenn Vx e D gilt:

lim f,(x);f(x), d.h. wenn gin;

Vx e D und Vs > 0 HN = N (x, 6) e N (=natiirliche Zahlen), so dass:

|f,(x)-f(x)<s \7’nZN

II. Gleichméliige Konverggnz
Die Folge (L) konvergjert gleichmiliig auf D gegen f : D -> R , werm gilt:

Vs>0 E|N=N(s),sodass: |jf,(x)-f(x]<s Vn2N und VxeD
(i) Konvergiert ( gleichmiiliig, so konvergieit ( auch punktweise.

(ii) Sei L, : D -> R stetig Vn Z l und konvergiere gleichméiliig gegen f : D -> R

:> fist stetig
(iii) Seien (fn), (g,,) gleichmiiliig konvergente Funktionenfolgen auf D C R und

h :D -> R eine beschriinkte Funktion:
(a) (L, + g,) konvergiert gleichm5iBig auf D

(b) (h - L) konvergiert gleichm€iBigauf D

(c) (jf, ~g,,) konvergiert g1eicl1miil3ig auf D, falls

f = jf, und g =  g,, beschriinkt sind

III. Sggre_@mnsnorm
Fiir f : D -> R deiiniert man die Supremumsnorm durch

Ilfll == llflll, = S“Plf(>fX E R U {°°}

(i) Ist fbeschriinkt auf D <:>  f < an

(ii) ||f"=0 <:> f§0 aufD

(iii) IWII = I/1| ° l|f|| W 6 R

<iV> Ilf + gl! S Ilfll + ilgll

(V) Fur eine Folge (j,, ): D -+ R sind iiquivalent:

(a) (fn) konvergiert gleichméiliig gegen f : D--> R auf D

<b> livlli/2 - fII = 0

IV. Konvergenz von Reihen von Funktionenfolgen
Sei fn :D -> R (Vn e N ) eine Funktionenfolge;

E jf, konvergiert gleichméiliig (bzw. punktweise) auf D:
n=0

<:> Die Folge der Partialsummen  fb) konvergiert gleichmiiBig (bzw.
k=0 nsN

punktweise) auf D

1 I



V.

VI.

VII.

VIII.

Konverzenz-Kriterium von Weierstxali
en

Sei jf! :D -> R eine Funktionenfolge und sei  ji, < oo

:> iz fn konvergiert absolut gleichmiiliig auf D gegen eine Funktion f : D -> R
nd)

Potenzreihen

Die formale Summe i an (x - xo )" heiBt I-‘otenzreihe von (dem Entwicldungspunkt)
xo A M

(i) Sei ia" (x ~ xoy' eine Potenzreihe, die in x = x, konvergiert; sei ¢ e R mit
n=0

0 < ¢ < |x1 - xo|

:> E an (x - xo )" konvergiert auf [xo - ¢, xo + qw] absolut und gleichméiBig
Il=0

(ii) Sei R := sup<{|x, - xo* e Rii an (x -xo )" konvergiert in x, e R } e R+ U {oo}

n=0

3 5: an (x - xo )" konvergiert im Intervall (xo - R,xo + R) und divergiert Vx
n=0

mit |x-xo| > R ;

das Intervall (xo - R, xo + R) heiBt Konvergenzintervall von il an (x - xo )" , R
11:0

heiBt Konverge_g__zzgL';§.

Hiuiimggpunkte
Sei (an) eine Folge. Die Héufungggunkte von (an) sind die Grenzwerte konvergenter

Teilfolgen. oo (bzw. - oo) heiBt guneigentlichery Hiiufungspunkt von (un) falls eine

Teilfolge von (an) existiert, die uneigentlich gegen oo (bzw. - oo)k0IlV€1’gi€1'I(=

bestimmte Divergenz)_

(i) Jede Folge (an) hat wenigstens einen (eigentlichen oder uneigentlichen)

Héiuiimgspunkt.
(ii) Lim sup! Lim inf einer Folge ,

lim sup(a,, ) := sup{Hdufungspunkte(a,,  e R U {- <>o,oo}

lim inf(an ) r= inf{Hdufi1ngspunk1e(a,,  e R U {- oo,oo}

Formel von H§@n_;__ard

Fiir den Konvergenzradius R der Potenzreihe Z an (x ~ xo )" gilt:
n=0

I
R :=

Inn supwizl  

12
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§ 7 Die elementaren Funktionen

I. Umkehrfimktion
Sei f 1 M -> N eine QQ`ve Abbildung, d.h. es existiert genau ein m e M mit

f (m) = n . Dann ist die Umkehrabbildung

f 4 2 N -> M
definiert, niimlich

f'1(n)=m c> f(m)=n
II. Monotonie von Funktionen

f : [a,b] -> R heilit monoton wachsend (bzw. strens; monoton wachsend), wenn gilt:

Fiir x, x'e [a,b], x < x' ist f (x) S f(x') (bzw. f(x) < f(x') ).

f : [a,b] -> R heilit monoton ihllend (bzw. strenz monoton fallend), wenn gilt:

Fflr x,x‘e [a,b],x < x' ist f(x) 2 f(x') (bzw. f(x) > f(x')).
(i) Sei f : [a,b] -> R stetig, streng monoton wachsend (bzw. streng monoton

fallend) und A := f(a), B := f(b)

=> f 1 [a,b]-> [A,B] (bzw. f 1 [a,b]-> [B,A]) ist bijektiv Lmd die

Umkehrfunktion f"‘ 1 [/1, B] -> [a,b] (bzw, f" 1[B,/1]-)[H,bb ist ebenfalls

stetig und streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend)

HI. gebraische und transzendente Funktionen
(i) Eine Funktion f : D -> R heiBt alggbraisch, wenn es auf D Polynome

p0,...,p" ¢ 0 gibt, so dass gilt:

p0(x)+ p1(x)f(><)+~-~+ p"(x)f”(x)f 0

Fiir n = 1 sind das gerade die rationalen Funktionen:

p0<x>+p,<»>f<x>=<> Q f<»>=-@
P 1 (x )

(ii) Eine Funktion f :D -> R heiBt tmnszendent, wenn sie nicht algebraisch ist.

IV. Die Exponentialfunktion (und ihre Umkehrfunktion)

(i) Die Exponentialfunktion exp: R -> R+ * ist stetig, streng monoton wachsend

und bijektiv.
(ii) Der Logajthmus

R+* -> R

ln :

x H ln x

ist die Umkehrfunktion von exp. Sie ist ebenfalls stetig, streng monoton
wachsend und bijektiv.

(iii) Rechenrcgein der Eicponentialfxmktion

Seien a > 0,x e R und sei a’ := exp(x ~ Ina) .Dadurch ist eine Funktion

definiert:
R -> R

expn :

x H a’
Es gilt:

(a) exp" (x+y)= exp" (x)~expa(y) <:> a“’ = a” -ay

(b) expa (n)= a" Vn e N

I3



5
(c)expa(£)=1/2; c;> a” =qx/a” Vp,qeZ,qZ2

q

Vx,y e R,Va,b > 0 ist

(d)  = my

(e) a’ -b’ = (ab)'

1 ‘ _,li gg W
G

(iv) Grenzwerte der E;r_@nentiaI-Fgl5__tigQ
Vk e N gilt:

l1Il'\% = oo
I-V00 x

k

limi = o
x~>uu ex

Va > 0 gilt:

limg = 0
x~»w xa

li1nx“ lnx = 0
x>0

V. Die komglexen Zahlen
i := ~/3
C:={x+iy|x,yeR}=R2
Beziiglich der Operationen
(x + 1)/)+ (x'+1y') = (x + x')+ i(y + y’)

(X + iy)~ (x'+W') = (x>f'-yy')+ i(>fy'+x'y)
wird C zu einem Kérper, dem Kgzpg der komglcxen Zahlen.
Redteil: Re Z := x Im Z == y
(i) KomglexeK< `

Die Abbildung
C -> C

z=x+iy->z=x-iy
heiI3t kggglexe Kon|@`on. Es gilt Vz,z, ,zz e C 1

(a)21+22 :;i+Z
(b) 5122 :Zi 'Zz

(c) z = z
(d) |2120 bzw.|z|=0<:>z=0

(6) |Z1+Z2|$|z1|+|z2|  
(D 'zlzll =|Z1|"Z2|

(ii) Konvergenz komplexer Zahlenfolgen
Eine Folge (zn )"EN komplexer Zahlen heiBt konverggt gegen z e C

<:> Vs > 0 EIN e N (=natijrliche Zah1en): |z,, - z| < s Vn 2 N

lim zn = z

14



(iii)

(iv)

(V)

(Vi)

(vii)

(viii)

Weiterhin sind iiquivalent:

(a) lim zn = z

(b) lim Re(zn ) = Re(z) /\ lim Im(zn ) = lm(z)

bzw.:
(a) lim Zn = z

tb) lim; = Z

Cauchy-Fol& komglexer Zahlen
Eine Folge (Zn) komplexer Zahlen heilit Cauchy-Folge:

<3 Vs > 0 EIN e N (=natiirliche Zahlen)|Zn - zn| < s Vn 2 m 2 N

Es sind ziquivalent:
(a) (Zn) ist Cauchy~Folge

(b) Re (Zn) und Im (Zn) sind Cauchy-Folgen

Waiter gilt: In C konvergiert jede Cauchy-Folgg
Rechenregein Hi: Grenzwene komplexer Enhleni

Seien (Zn ), (Z'n) konvergente Folgen komplexer Zahlen. Dann gilt:

(a) lim(zn + z'n ) = lim Zn + limz'n

(b) 1im(znz'n ) = lim Zn -limz'n

(c) Ist lim Zn '¢ 0 , so ist Z'n ¢ 0 Vn > no und es gilt:

hm _ =-»~
I ‘ I

n imzn
, zn lim zn

z l

Folze von Partialsmmnen komplexer Zahlen-Reihen

Eine Reihe il zn komplexer Zahlen heilit konvergent, wenn die Folge (sn) der
nz()

Partialsummen sn = iz” konvergent ist.
I1-=0

Absolute Konvergenz komplexer Zahlen-Reihen

Eine Reihe komplexer Zahlen heilit absolut konvergent, werm 2|zn| konvergent ist.
u=0

Ist il zn absolut konvergent, dann ist i Zn auch normal konvergent.
u=0 u=0

Ma|'orxnten~Kritez-imn

Sei izcn konvergent mit cn e R+ Vn und sei (Zn) eine Folge komplexer Zahlen mit
n=0

|zn| < cn Vn 2 no

2 Z zn konvergiert absolut
n=0

G _ K . _

Sei Z zn eine Reihe komplexer Zahlen mit zn sf 0 Vn 2 no

n=0

Annahrne: HG e R mit 0 < G) < 1, so dass gilt:

15



zi{$® Vnzno
zn

ua

:> Zz" konvergiert absolut
0n:

(ix)  gLM
Sei KCC, jf, :K->C Funktionenmit neN
Die Folge (L) konvergiert gleichméiBig gegen f :K -> C

¢> vg>o 3N=N(g)@N; }g(x)-f(x]<g vxex
(X)  

Sei (an) eine Folge komplexer Zahlen und zo e C

Die Potenzreihc E an (z - zo )" konvergiert HH ein zl e C , z, ¢ zo .

/1:0

Sei ¢eR mit 0<qo<|z1-z0|

K(z,,¢):= {zeC]|z-z0|S¢}

: iz an |z - z°| konvergiert absolut und gleichmiil3ig auf K (zo ,¢)
n=0

Sei R := sup (z - zo )1 E an (Z - zo )" konvergent ; R hei3tKmv `g§und es
n=0

gilt:

R _l
lim sup@

(xi) Produkte von komplexen Zahien-Reihnn

Seien Z ak , Zbk absolut konvergent in C; setze cn := Z a,,_,(b,(

k=0 k=0 1:10
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§ 8 Die trigonometrischen Funktionen

R -> R

sin:
ou Z|2+l

x H sin(x):= Eg(-1)”E
heiBt nund ist eine unaerade Funktion :> sin(- x) = -sin(x)

R -> R

U:

x I-> c0s(x) := ;(-1)" £35

heiI5t s-Funktion und ist sine gerade Funktion :> cos(- x) = cos(x)
I. Konverxzenz und von Sinus- und Cosinus-Reihen

Die Reihen von sin und cos konvergieren auf ganz R.
II. Stetiekeit der sin- und der cos-Funktion

sin x und cosx sind auf ganz R stetig.
III. Eulexsche Formel

exp(ix)= c0sx+ isinx Vx e R

(i) cosx=é(e"‘ +e'”‘)

.. . I L, _H
(11) sinx - Zi (e e )

(iii) cosz x+ sinz x =l
IV. Additionstheoreme der sin- und der cos-Fimktion

(i) cos(x + y) = cosxcos y - sin xsin y

(ii) sin(x + y) = sin xcos y + sin ycosx
V. Nullstellen der trigonometrischen Funktionen

cosx hat im Intervall {0,2] genau eine Nullstelle.

Definition: g ist die eindeutig bestimmte Nullstelle vom cos in [O,2

VI. Perioden der sin- :md der cos-Funktion
Vx e R gilt:
(i) cos(x + Zn) = cosx bzw.

sin(x + 21) = sin x

(ii) cos x = sin(% - x) bzw.

. Il'-Slllx = cos(E+x)

(iii) sinx = 0 <:> x = kfr, k e Z bzw.

cosx=0 © x=§+k7l', keZ

I7



Die Tangens-Funktion (und die Cotangens-Funktion)

D = R-{§+f¢z} -> R

tan:

xl#-> w=tanx
COSX

heiBt Tggens-Fummm

D'= R - {”z} -> R

cot:
cos x

x \-> cot x = -f-
sm x

heiI3t Cotangens-Funktion.
(i) Stetigkeit vom Tangens und vom Cotangené

tan Lmd cot sind stetig auf D bzw. D ‘_

(ii) Additionstheorem vom Tangens
Vx,yeD mit x+yeD gilt:

ta,,(x + y) = ¥,
1 - tan x tan y

28



§ 9 Differenzierbarkeit von Funktionen

Sei D C R Vereinjgnmg von offenen Intervallen (awbo)

f : D -> R heilit differenzierbar in xo e D

<:> f' (xo ) = lim f@i@ existiert
X910 x _  

<:> V Folgen (xo ) C D mit lgilxn ixo gilt:  f'(xo)
rl 0

f'(xo)heiBtAbleiungveaf inxo oder ` ` ' _von f in xo.

f differenzierbar <2 f differenzierbar in xo Vxo e D

f
Man schreibt: f ' (xo)= %

I. Geometrische Bedeutrmg der Differenzierbarkeit (Diiferenzenqwtient) Q ist die vonf durch (x, f und (xo, f(xo 
x - xo

Man nennt diesen Ausdruck auch Diff tient.

II. Rechts» und linksseitige Differenzierbarkeit

sei D=[a,b], f:D->R;

fheiBt mmsseiug <1iff@¢_;t_mr,' falls lim existiert.
Xiu x - a

fheim linxsseiug diffemziefhm, fails un3l@_§’) exisrim
Xi x 1

III. 'Punktweise Agproximierbsrkeit diierenzierbarer Funktiomn

Aquivalent sind Hit f 1 D -> R und xo e D:

(i) fist differenzierbar in xo

(ii) Bc e R und eine in xo stetige Funktion go :D -> R , so dass gilt:

f(x)= f(xo)+‘7(x’xo)+¢(xXx'xo)
(ii) besagt: f ist in xo e D dmvh cinelincamFm1kti0n néimlich

durch: L(x) = f(xo)+ c(x - xo)

IV. Ahhiigigkeit von Diiferenzierbarkcit und Stetigkeit

Sei f : D -> R differenzierbar in xo

:> fist stetig in xo

V. R em Hit Ableitgxgen
Seienfg: D -> R differenzierbar in xo und 2. e R

(i) f + g und if sind differenzierbar in xo und es gilt:

(f+ gY(x0)= f'(x0)+ g'(>f0)

(2fT(x0)= 1f'(».»)

(ii)  Q
(f - g) ist differenzierbar in xo und es gilt:

(f ' g)(x0): f(xo)g'(x0)+ f‘(x0)g(x0)

(iii) @QilQl;*£§2§_|
Sei weiterhin g ¢ 0;

I9



2 L :D -> R ist differenzierbar in xo und es gilt:8

(go oz f-<x0>g<»0>-f<x0>g-<x0>

sg Ellf gym)peziala : =1

1, Lx  
(g)(n) 32050)n1¢'°~

Ist f :D -> R differenzierbar in jedem Punkt x e D, so ist durch
D -> R

f ':

x H f' (x)
eine neue Funktion deiiniert, die f'Q12 ‘Damit erhiilt man

(i) (f + g)'= f'+g'
(ii) (ifY=1(f')=2f'
(iii) (f~g)'= f'g+fg'

(iv)  :Qi
g g

Ist f ' differenzierbar, so heiBt f" die zweite Ableittmg von f _

Ist f" differenzierbar, so heiBt f"' die dritte Ableitung von f usw.
f heiBt unendlich oft differenzierbar, wenn f beliebig oit differenzierbar ist. Eli.
Besitzt eine Flmktion f : (a,b) -> R ein lshhsEx1nmu|n,so besitzt sie ein£ 
bhsimlln oder ein Aquivalent sind:
(1) f hat in xo e (a,b) ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum)
(2) Els > 0, so dass x E (a,b) mit |x-xo| < 5 gilt:

f(x0)2f(») Cvzw. f(x0)Sf(x)>
Man bezeichnet ein lokales Extremum auch alsnlives
(i) f : (a,b)-> R sei in xo e (a,b) differenzierbar und besitzt in xo ein lokales

Extremum

3 f' (xo ) = 0
(Vorsichtf Die Umkehrung gilt nichtf)

(ii) Satz von Rake'
sei f I[(1,b]~> R auf [a,1>] swag und aifferenziefbaf auf (a, 11). Weiierhin sei
f(<1)=f(b)» f1==1>-

=> 35 E[t1,b] mit f'(5)= 0

(iii)  @
Sei f : [a,b] -> R stetig auf [a,b] und ditferenzierbar auf [a,b]

:> E|§ e (a,b) mit f'(f)=L 
* U
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V

IX.

X.

XI.

(iv) Sei f : (a,b) -> R ((a,b) sei ein endliches oder unendliches Intervall) in

xo e (a,b) zweimal differenzierbar, f '(x0 )= 0 und f"(x0)< 0 (bzw.

f"<x0 ) > 0 >i

:> f hat in xo ein isoliertes lokales Maximum ( bzw. isoliertes lokales

Minimum)
I I I _ _

Sei I (endliches oder unendliches) lntervall: fv : I -> R Vu e N0

Q fu heiBt`f6§i ' '

v=0

<:> Fiir jedes x e I existiert ein endliches lntervall (anbx ) C I mit x e (apbx ), so

dass il fU(x) auf (awbx) gleichmiiliig konvergent ist.
u=0

(i) Sei fl, :I -> R differenzierbar Vu e N0 und E f,,(x) konvergiere in einem
|)=0

Punkt xo e I _ Weiter konvergiere Z _fu‘(x) lokal gleichmiifmig auf I
u=0

:> Q fu (x) konvergiert lokal gleichm5Big auf I , sie ist auf I
|)=0

differenzierbar und es gilt:

[in@U;i@w>
I): U=

(ii) _J©<1_'=___P0f¢__f12f<=ih¢ 2Hk(X~x0)k 
0lr: ` und es gilt:

(Zak(x`x0)k =Zkak(x`x0)(H
k=0 k=0

` ` ` in Haag aufUnricehrR|nI\:tionm»

Sei I C R ein lntervall und f :I -> R streng monoton. Weiterhin sei 1* = f(I ) und

ga = f" : I* -> R die Umkehrfunktion von f.
Sei f nun in x G I differenzierbar und f '(x) ¢ 0 ;

~ Z; 2 _l*
””@lfw fum ¢
Sei f : [a,b] -> R stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b). Sei weiterhin f'(x)Z 0

(bzw. f'(x)> 0/ f`(x)S 0/ f'(x)< 0) Vx e (a,b)
:> f ist monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend/ monoton fallend/

streng monoton fallend)S_ 
Seien f :I -> R, g :J -> R mit f (I)C J zwei Funktionen. Seien weiterhin f in

x e I differenzierbar und g in y = f(x) e J differenzierbar.

:> g 0 f :I -> R ist in x differenzierbar und es gilt:

(3 ° fI(x)= g'(f(x))~f'(x)
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XII.
Sei I c: R ein (endliches oder unendliches) Intervall. Aquivalent sind:

(1) f:I->R heil3t 
(2) Vx,,x2 el mit x1<x2 und V/1eR mit 0<,1,<l ist

f(b\ +(1°’1)x2)5~/1f(x1)+(1"1')f(x2)
f :I -> R heiBt~ _\; <:> -f ist konvex

(i) Sei f : (a,b) -> R zweimal differenzierbar. iiquivalent sind:

(1) f ist konvex

(2) f"(x)20 Vxe(a,b)

(ii) Hilfssatz: Seien p,q e(1,oo) mit L + L =l
P ‘I

l L

23 Vx,yeR+ gilt: x"-y"$f~+-X
I’ 9

XIII. DieNo!m

XIV.

XV.

Sei V ein C - oder ein R - Vektorraum. Eine§qg_@ auf V ist eine Abbildung

V -> R*

V °-> llvll

mit

(1) |\v||=0 »=> v=0

(2) H/1vI| V/'L e R bzw. C

(3) HW +"2 5|I"1“+|\"2 
‘v’v,v1,vZ e V

Seien f, g :[a,b] -> R stetig (-oo < a < b < oo) und differenzierbar auf (a,b),

sei g' stetig und at 0 auf (a,b)

3; (a    
2 6 ’ ' g(b)-g(f1)=@

(i) I. Keg vonDeLf 
Sei a < b S oo und seien f, g : {a,b) -> R differenzierbar auf (a,b)

mir 1in2f(x)= lin2g(x)= o und g' ¢ o und swag auf (a,b)

:> 1im@;lim@ , falls der rechte Grenzwert existien
I->b  x~>b g (X)

(ii)  r

Sei a < b S oo und seien f, g : [a,b] -> R differenzierbar auf (a,b)

mit 1in:g(x) = oo und g’ ¢ 0 und stetig auf (11, b)

f(x) 3 f '(x):> lim--:lim-f , falls der rechte Grenzwert existiert.
X->1» g(x) X->b g (X)
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§10 Taylor-Formeln und Taylor-Reihen

Sei I C R offenes Intervall, n e N ;

C " (I) = R - VR der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I (stetig differenzierbar
n-mal differenzierbar und die n-te Ableitung ist stetig);

C °" (I) = R - VR der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf 1 ;

I. Das Taylor-Pol§ 
seifEC"(1),xoe1 ~  ~ ¢-AR% R,RA ,  

7' f(h)(xo)
Tn (f, xo ) = Zvbf _ xo )* heiBt das rgyiof-P01_@m n-tm Gm¢1§ von f

k=0 ~

mit Entwicklungspunkt xo.

II. Das Rest-Glied
R"(f,xo)= f-Tn(f,xo)istdas1r-teRest-Gliedvon fin xo.

(i) Rest-Glied-Abschitzlg
Sei feC"(I), xoel : Vxel ist\,
|R»(f,x0)(x1S &5uPif<")(x0 + t(x _ xo ))" f(")(x0 mx " xo|n" 0<1<l

III. Die Taylor-Reihe

“ f (H (X ) /<T(f , xo) := - xo) heilit Taylor-Reihc von f in xo _

k=0 '

IV. Anwendung der Tavlor-Séxze: Reihen-Entwicklunfz des Logarithmus
U, rf-1

ln(1+ x) = E%Lxk V|x| <5

V. Schlémilchsche Re§_tg,ged-Darstellggg

Sei I =(xo -s,xo +e), p > 0; sei f e C"+‘(I);

=> VxeI,x¢xo 3§e(xo,x)\/ (x,xo),so dass:

f(»+1)(§) x _ 5 """' I

R.<f,x.>=_-ff f (X-xm,, ,. (X xo)

\-f VI. Satz zu Potenzreihen

Sei f : I -> R und f (x) = ian (x - xo )" eine Potenzreihe;
0n=

:> T(f , xo ) = f auf I C R (offenes Intervall)

VII. Analygsche Funktionen
Sei I C R ein offenes Intervall (endlich oder ao); f e C °° (I) heifit analytische

Funktion, wenn es zujedem xo e I ein 3 > 0 gibt, so dass:

f(x)=T(f»xo) Vx€(xo"5>xo+5)
Mit anderen Worten:

L analgisch c> _f lokal in eine Pgtenzreihe entwickelbar

C“’(I)= if e C°°(I1f analytisch}S C°°(I)

(i) Sei C"(I) ein R-VRund f= T(/‘;,xo) auf (xo -e,,xo +e,) Eir i= l,2;
:> A+fZ=T(L+§,x,) auf(xo-s,xo+s) mits=Min(s,,a2)

a¢=T(af,xo) auf(xo-s,,xo+s1)mitaeR
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(ii) Analytische Funktionen sind:
(1) Polynome auf R

(2) Sin, cos,exp auf R

(3) log auf (o,w) = R+

(4) f analytisch <=:> f' analytisch

(5) jQ, JQ analytisch auf I <:> ji - L analytisch
VIII. Binoni$heReihc

Sei a e R ; --
_ _ V' ., Q <1 A: Vxe(-I,1)1st.  (1+x) =Z x  

Q » ~ ” I

Hierbei ist: (a) =f4 
n I-2... - n

Fiir a e N bricht die Reihe ab.
IX. Cauchysche Restglied-Abschd__t;c__ung'

Fiir p =l ist:

(rn-l) _ "1="<f,x0 <~0>~+‘
n. x - xo
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§ 11 Das Riemann-Integral

I- & 
Sei I = [a,b] mit - oo < a < b < oo ein geschlossenes Intervall;

¢ = [a,b]-» R heiI5t T 'on

<`3> El Unterteilung a = xo < x, <  < xn = b, so dass:

ap(x,_l ,xl ) = cl = konst. \`/i = I ,.,., n

Die Funmionswene ¢(x,) sind beliebig.

(i)

(ii)

Die Menge T[a, 17] aller Treppenfunktionen auf [a,b] ist ein UVR des R-VRS

aller Funktionen auf [a,b] .

Integill einer Tgpgniilnktion
Sei ¢ e T[a,b] definiert bzgl. der Unterteilung a = xo < xl <  < xn = b und

sei go(xk_,,xk)=c,( Iiir k=1,.,., n

\_' 3  5: gck (xx ‘x/<-1)

Diese Definition ist unabhiingig von der Wahl der Unterteilung.
(iii) Reckmen mit Integralen iiber Tregpenfunktionen

Seien ¢,1// e T[a,b], /1 e R; dann gilt:

(1) ](¢>+<//)d>f=l]¢dx+iv/fix

<2)[]1¢»1>f=1']¢dx

(3)¢S1// => 'iff/fdfélivffix

II. Ober- und Unterintggrgl
Sei f : [a,b] -> R eine beliebige, beschriinkte Funktion; dann heiBen

‘V (1) if-f(x)dx;=ir1f{i[¢dx}¢eT[a,b],¢2f  nf und

(2) [.f(x)d» == Sup{]°¢1d>v|¢ E T[a,1>1<» S f  v<>n f.
(i) seien f, g:[a,b]->R beschrankt;

(1) j°‘(f+g); j‘f+ fg bZw_ [,(f+g)z [.f+ j.g (subaddirivixar)

(2) j‘(,1f)=,1]"f bzw. j,(;,f)=1[.f V120

(3) _f’(,2f)=2.j'.f bzw. f.(2/)=,1f'f v/1<o

(ii) sei f:[a,b]->R stetig;danngi1t:

Vs>0 3qu,|//eT[a,b] mit

(1) ¢>(x) S f(x) S v/(X) Vx

(2) _[|,/(x)- [¢(x);£ Vx
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III.

IV.

V.

VI.

VII.

V

In¢¢gr@ei: steiiger F@@
sei f;[a,b]~> R smug; dann ist f auf [a,b] integrierbar.
Integrierbarkeit monotoner Funktionen
Sei f : [a,b]-> R eine monotone Funktion; dann ist f integrierbar.
Recheggeln in der Int5g@`on
Seien f, g :[a,b]-> R integrierbar, 2. e R;
2 f + g und ,lf sind integrierbar und es gilt:

b b lr

<1> I(f+ gldx = ffdx+ Igdx
a u a

<2> iffdx = Alfdx

b b

<3> fsg => jifdri jgdx

b

Die integrierbaren Funktionen {f : [a,b] -> R} bilden also einen R-VR und dx ein

monotones Funktional. H

Integtierbarkeit von Produkten und Potenzen
Seien f+ , f_ : I -> R definiert durch

f(X) f(x) 2 0

f+ (x) ;= falls

0 f(x) < 0 und durch

0 f(x) 2 0

f_ (x) := falls

-f(x) f (x)< 0-
seien f, g 1 1 = [a, 11] -> R integrierbar; dann gin;

(l) f+ , fv sind integrierbar

(2) Vp e [l,oo) ist If |p :[a,b] -> R integrierbar

(3) f ~ g :[a,b] -> R ist integrierbar

Aéllgemeiuer Mittelwertsatz der Integralrechnung
Seien f,¢ : [a,b]-> R stetig und qw 2 0

:> Ehf e [a,b], so dass gilt:

lf<x>¢»<x>dx=f<¢>]</»<x>dx

(i) Gewiilmlicher Mittelwertsatz der lnteamlrechnung
Sei f :[a,b]-> R stetig;

:> 35 e [a,b] mit:

lf<»w=f<f:>-<1»-a>

Die Riemzmnsclw Summe
Sei f :[a,b]-> R mit der Unterteilung a = xo < x, <  < xn

gh 6 [xH ,xk] beliebig mir k = l,...,n;
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Dann heifit iz f(§)»(xk - xH) Riemannschc Summg von f zur Unterteilung (xk X:
k=l

mit den Stiitzstellen (Q  
(i) Feinheit einer Unterteillng

Die Feinheit der Untcrteilung a = xo < xl <  < xn = b ist definiert als

fl 7: A{gx(xk ° xk-1  
(ii) Agproximierbarkeit von Integralen durch Riemannsche Summen

Sei f : [a,b] -> R integrierbar;

:> Vs>0 El5>0, so dass iiirjede Unterteilung a=x0 <x, <...<x" =b

der Feinheit S 6 und jede Wahl der Stiitzstellen 5k e [x,c_1,xk] gilt:

b /1 ' Xxk _xk-l 5 5> d~h~
,, k=1

das Integral einer integrierbaren Funktion liisst sich beliebig genau
durch Riemannsche Summen approximieren.

Berechnete Int_gg;;le
(i) lntegrgl von cosx

_[cos xdx = sin a
O

(ii) Integgal von l/x
n

[idx = ln a
I x

Héldexsche Ungleichung

” _ 1 1

_ff(x)g(x)dx5|lfl|p~||g||q fiir p,q>l mit;-+21-=l

MiDk0WSki-UQQ€iUhlmg

Ilf + gil, S ||f!l,, + llgllp VP 2 1

lnteg|;;l zusammengesetzter Strecken
Seien a < b < c und f : [a,c] -> R eine Funktion; dann sind iiquivalent:

(l) f ist integrierbar

(2) f ist auf [a,b] Lmd auf [b,c] imegriefbaf
c b c

<3> [f(x>d»<= ff(><>dx+ If(x)dx



§ 12 Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

I. Stammfunktion
Sei I C R Intervall, f : I -> R stetig und xo e I ; Rirjedes x e I sei

F(x) = iff(r)dz.

:> F :I -> R ist differenzierbar und es gilt: F ' = f.

(i) _ff(t)a'l heiBt unbestimmgg Iggggml von f (als Funktion von x).

(ii) Eine differenzierbare Funktion F :I -> R heilit Stammfumktig, falls F ' = f
(1) Das unbestimmte Integral ist eine Stammfimktion.
(2) Sei F :I -+ R Stammfunktion von f; hir G 11 -> R sind éiquivalentz

(a) G ist Stammfunktion von f
(b) G - F = const.

II. Fundamentalsatz der Differential- und Inteeralrechnung
Sei f :I -> R stetig, und sei F Stammfunktion von f ;

=> Va,b 6 1 ist []f(x)dx = F(b)- F(a)
a

III. Differentiationsvorschriiien
(i) Sei seR,s¢-1:

b S+]

_'.x‘dx = LI b

U s +1 ”

(I) Sei se N0 :> a,b beliebig

(2) Sei s e Z ,s S -2 , dann muss gelten: 0 Q {a,b]

(3) Sei s e Z , so muss geltenz [a,b]e R;
b

(ii) @ =1nJx|| Q , falls o ¢II11l€gI‘atiOI1SiI1tC1'Val1
K; x

(iii) 'sin xdx = ~c0s x

'cos xdx = sin x

(iv) 'exp(x)dx = exp(x)

(v)  = arcsin x Hit |xI < I
. /1 __ xz = arctanx

~ l + x

~ dx--5- = tanx
' cos x

(vi) In xdx = x(Inx -1)

(vii) Tarctan xdx = xarctan x - %1r1(I + x2 )

arcsinxdx = xarcsinx+\/l~x2

min 
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Sei f :I -> R stetig und ¢ : [a,b]-> I C R und sei qw stetig differenzierbar,
dann gilt:

D ¢(b)

jf(¢»(f))-¢'(f)df = If(x)d>f
H W)

(ix) Sei ¢» : [a,b] -> R stetig differenzierbar mit ¢(t) ¢ 0 Vt e [a,b], dann gilt:

]l§(§$df=m»¢<f1| 2

(x) Hilfsmethode zur Termzerleggz Partialbruchzerlegung

Sei ein Bruch gegeben der Form ( m 2 n), dann léisst

sich dieser zerlegen und neu zusammeniiigen:
anx"+...+a,x+a0 _ A, + + Am _

(x-b1)(x-b2),_(x-bm)`x-b,  x-bm”
A,(x-b2)..(x~bm)+...+Am(x-b,Xx-bm)

(X -bi)-~(>< - bm)

Daraus Iassen sich A,,...,Am eindeutig bestimmen;

d ax”+...+alx+a0 d A d A-Ll-dx= #dx  4'-'-dx
:> I (x-b,)(x-b2)...(x-bm) jx-bl + +;[ x-bm

(xi) Panielle Integrgtiog
Seien f,g e C‘ ([a,bD;

=» I(f(x)g'(x))d» = f(»)g(xl 2 - jf'(x)g(x)dx

(xii) Sei f e C'([a,bD; Hit k e R sei F(k) = 3'f(x)sin(lcx)dx

;> gfm F(/¢)= o

(xiii) Trapgz-Regel
Sei f e C 2([0,lD; dann existiert ein 5 e [0,l], so dass gilt:

yfuw = §<f<<>>+ fu>>»gf~<-fn
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§ 13 Uneigentliche Integrale der 1" -Funktion

I. Fall I

R

Sei f :[a,<=o)-> R iiberjedem Intervall [a,R] integrierbar; angenommen 'lim If(x)dx
a

existiert; dann setzt man
no R

jflxldx = 331; fflxw,
Man spricht von einem konvergentg Lneigentlichem lntegxggl.

(i) Beispiel:  = L mf S >1
I x s -1

Il. @;
Sei f : [a,b] -> R Liber jedem Teilintervall [a + s,b] integrierbar (0 < 6 < b - a);

b

angenommen lil? If(x)dx existiert; dann setzt man
~» a+:

b IJ

lf(x)d>f =g1;g,» jf(x)d><-

Man spricht von einem konvergenten imeigentlichem Integral.
l

(i) Beispiel:  = »L fllr s <1
Ox l-s

III. Fall 3

Sei f : (a,b) -> R mit - oo 5 u < b S oo aufjedem endlichen Teilintervall
[a, H] C (a, b) integrierbar; sei c e (a,b) beliebig; angenommen, die beiden

R c

Grenzwerte  _,.f(x)dx und lzim If(x)dx existieren; damn setzt man
L' R

lf(f)w< =;g1; ]'f(x)dx + gg; Ill-f(x)d’< »

Man spricht von einem konvergenten uneigentlichem Integral.
Bemerkung: Diese Definition ist unabhiingig von der Wahl von c.

+I dx
(i) Beispiel: -- = rr

_'ix/l - x2

(ii) Beispiel: ji = ff
_wi + x

IV. Integral-Vergleichs-Kriterium von Reihen
Sei f : [1,w) -+ R+ monoton fallend und integrierbar; éiquivalent sind

(1) if(n) ist konvergent.
n=l

(2) _[f(x)dx ist konvergem.

V. Lo `jsche Konvexitit
Sei I C R lntervall; F :I -> R; ist logarithmisch konvex, werm gilt:
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(1) l0gF:I->R ist konvex cb
(2) x, y Q 1,0 < A <1; ln(F(lx + (1 - ,1)y))5 ,un F(x)+ (1 - ,1)ln F(y)
Die Gamma-Funktion

1"(x) = j.t"'e"dt Vx > 0
0

(i) Funktionalgleichung von 1” : l`(x +1)= x1`(x) Vx > 0

(ii) I`(n + 1) = n!

(iii) I` : R; -> R; ist logarithmisch konvex

(iv) Fiir F : R; -> R; sind iiquivalent:

(1) F = 1"

(2) F(x + 1) = xF(x)
(3) F ist logarithmisch konvex

(v) 1`(x) kann folgendermaBen in verschiedenen Formen dargestellt werden

_ . (n-Un’
‘U ”(”)‘5f2x(x+1;*_,(x+n_1) "°<"<‘

_ n!n‘  VX>0

(vi) Pmlmbilistisches Intggg

Teqzafvc = \/;l'_ = 
Die Furllrtion Fm = [Sw xdx

Sei Fm = Isin" xdx Vne N0 ; dannist

1 . _ m 1
Im = --cosxs1n"' ‘x+-~1m_2 Vm 2 2.

m m
(i) Wallissche Fonnel

°° (4v)’LH-T2 ,H (40-1) k
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