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Dies ist eine Vorlesungszusammenfassung, gedacht zur Vorlesungsbegleitung und als
Gedéchtnisstiitze, nicht jedoch als etwas, das fiir sich selbst stehen konnte (wie etwa ein
Lehrbuch). Der Besuch der Vorlesung ist durch die Lektiire in keinem Fall zu ersetzen, es
gibt dort noch viel mehr an miindlichen Erklarungen, Erlauterungen und veranschaulichen-
den Skizzen, die fiir Verstandnis und Einordnung des présentierten Stoffes unabdingbar
sind.



1 Logische Grundlagen

1.1. Aussagen: Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist.
Beispiele:

(1) Der Mond ist ein griiner Kéase. (f)

(2) 2 ist eine Primzahl. (w)

(3) Gehen sie geradeaus und dann hinten links! (keine Aussage)

Wir werden uns auf mathematische Aussagen konzentrieren.

Aussagen bezeichnen wir im folgenden mit A, B, C, ...

1.2. Verkniipfung von Aussagen: Wir erkldren die logische Verkniipfung von Aussagen
durch sogenannte Wahrheitstafeln.

Alw w f f

A A B (logisches “und”) Blw f w f
ANBlw f [ f

Alw w f f

AV B (logisches “oder”) Blw f w f
AV B ‘ w w w f

Achtung: Das logische “oder” ist nicht exklusiv, dh es ist zugelassen, dass beide Aussagen

A und B wahr sind. ) ;
. w
Neg(:bthn _‘A TA‘W

Man sagt: “non A” oder “nicht A”.

Alw w f f
Implikation A = B Blw f w f
A= B ‘ w f w w

Man sagt: “wenn A, dann B”, “A impliziert B”, “aus A folgt B”.
Bemerkung: Aus Falschem folgt Beliebiges (ex falso quodlibet).
Beispiel: Aus 1 = 2 folgt: ich bin der Papst. (w)

) Alw w f f
Aquivalenz A & B Blw f w f
A& B ‘ w f f w
Man sagt: “A ist aquivalent zu B”, “A ist gleichbedeutend mit B”, “A genau dann, wenn
B”, “ A dann und nur dann, wenn B”.




1.3. Regeln: — bindet stérker als A/V; A/V bindet starker als = /<.

-(m4) & A (doppelte Negation)
(A& B) & [(A= B)A(B=A)] (Aquivalenz bedeutet zwei Implikationen)
-(AANB) & (—~AV-B) (Negation von “und”)
-(AVB) & (mAAN-B) (Negation von “oder”)
(A= B) & (-AVB) (Umformulierung der Implikation)
(A= B) & (AAN-B) (Negation der Implikation)
(A= B) & (-B= -4) (Kontraposition ).

Beispiele: Wenn ich nicht der Papst bin, dann ist 1 # 2. (w)

Sei A: “es regnet” und B: “die Straflie ist nass”. Dann ist A = B wahr (“wenn es regnet,
ist die Strafle nass”) und gleichbedeutend (dquivalent) zu =B =# A (“wenn die Strafle
trocken (dh nicht nass) ist, dann regnet es nicht”.

Kommutativitat: ANB<< BANAund AV B<< BV A.
Assoziativitit: AN(BANC) < (AANB)AC und AV (BVC) < (AV B)VC. Deshalb

kann man hier die Klammern weglassen.

Distributivitat: AN (BVC) < (AANB)V(AAC)
und AV (BAC) < (AVB)A(AVO).

Tertium non datur: AV —A (“ein Drittes gibt es nicht”).

1.4. Quantoren: Eine Aussageform A(x), A(z,y), ... ist ein Satz, der eine oder mehrere
Variablen x, y, ... enthalt und der nach dem Ersetzen dieser Variablen durch konkrete
Objekte eine Aussage ist.

Beispiel: z ist eine Primzahl.

Der Allquantor
Vo A(z)

bedeutet: fiir alle Objekte « ist die Aussage A(x) wahr.

Der Ezistenzquantor
dz : A(x)

bedeutet: es gibt (mindestens) ein Objekt z, fiir das die Aussage A(x) wahr ist.

Negation von Quantoren:

(Vo : Ax)) © (3r: —-A(z)) und —(3z: A(x)) & (Vo : 2A(z)).

In den allermeisten Féllen werden Quantoren eingeschrankt und beziehen sich dann nur
auf gewisse Objekte, z.B. Vo mit A(x): B(z). Negation ist dann 3z mit A(x): ~B(x).
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Beispiel: Alle Primzahlen sind ungerade. (f)

Setzen wir A(z): “z ist Primzahl” und B(z): “x ist ungerade”, so haben wir die Aussage
Vz mit A(z): B(x). Deren Negation ist 3z mit A(x): =B(z), also “Es gibt eine Primzahl,
die nicht ungerade ist” (w).

Achtung: Bei All- und Existenzquantor kommt es i.a. auf die Reihenfolge an. Betrachtet
man fiir x verheiratete Méanner und fiir y verheiratete Frauen und die Aussageform A(x,y):
“r ist verheiratet mit y”, so ist Vo Jy : A(z,y) wahr, aber JzVy : A(x,y) ist offensichtlich
falsch.



2 Mengen und Relationen

2.1. Der Begriff der Menge: Wir verwenden die folgende naive “Definition”:

“Eine Menge ist die Zusammenfassung wohlbestimmter, wohlunterschiedener
Objekte der Anschauung oder des Denkens zu einem neuen Ganzen.”

Diese Objekte heilen Elemente der Menge.
x € M bedeutet: x ist Element der Menge M, dh = gehort zu M.
x & M bedeutet: z gehort nicht zu M, dh x ¢ M = —=(x € M).

“r € M” ist also eine Aussageform, dh fiir jede Menge M und jedes x gilt entweder x € M
oder z & M.

Schreibweisen: Ist A(z) eine Aussageform, so kann man schreiben
M = {z: A(x)} = Menge aller z, fiir die A(x) gilt,
also z.B. N ={z:2 € N}, P = {x: x ist Primzahl}. Haufig schreibt man auch, wenn die
Menge M gegeben ist, {x € M : A(x)} fir {z: 2z € M A A(x)}.
Eine andere Moglichkeit ist die Aufzdhlung, etwa M = {1,2,3,9}.

2.2. Beziehungen zwischen Mengen: Seien M;, M; Mengen.

Definition: M; C M, & Vo : (x € My = © € M) (bzw. Vo € M, : x € M,).
“My ist Teilmenge von M;”. Gelegentlich schreibe ich auch C statt C. Gleichheit ist bei
“C” nicht ausgeschlossen, dh es gilt M C M fiir jede Menge M.

Fir My, C My und M, # M, schreibe ich der Deutlichkeit halber M, ; M.

Gleichheit von Mengen: M; = M, bedeutet, dass M; und M, dieselben Elemente
enthalten, also Vx : (x € My < = € Ms). Nach 1.3 bedeutet M; = M, also M; C M, und
My C M.

Beispiele: Wir schreiben N fiir die Menge der natiirlichen Zahlen, also N = {1,2,3,...}.
{r € N: z ist gerade Primzahl } = {2},
{r € N: z ist Primzahl Az > 2} C {x € N : z ist ungerade }.

2.3. Operationen mit Mengen: Seien M;, Ms, M3 und ) Mengen.
(a) Durchschnitt My 0 My :={x 1z € My ANx € My}.

(b) Vereinigung My U My :={x:x € My V x € My}.

Regeln fiir Durchschnitt und Vereinigung: Wegen 1.3 gelten:
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Kommutativitat:
My My = My My, My U My = My U M.
Assoziativitat:
Min (Myn M) = (My N My) N My, M, U (Mo U Ms) = (M, U M) U M.
Distributivitat:
MU (My N My) = (My UM, N (M UDM;), M, N (MU M) = (M, N M) U (M, N Ms).
AuBerdem ist My C My U My, My C My U My, My 0\ My C My, My (0 My C M.
(c) Differenz My \ My :={x € My : x & My} (“M; ohne My”).
Beispiel: {x € N: z ist Primzahl } \ {x € N: z ist ungerade } = {2}.
de Morgansche Regeln: Wegen 1.3 (Negation von “und” /”oder”) gilt auch
Q\ (MiUM;) = (Q\M)N(Q\ M),  Q\ (M NM)=(Q\M)U(Q\ M)

Ende Mo
17.10.11

2.4. Die leere Menge: Die leere Menge () enthalt keine Elemente, dh Vz : z & ().
Regeln: MUD =M, M\O=M, MNQ=0, M\ M =0, ) C M fir jede Menge M.

2.5. Die Potenzmenge: Ist M eine Menge, so heifit die Menge aller Teilmengen von M
Pot(M) :={N : N C M}
die Potenzmenge von M (wir schreiben auch B(M)).

Bemerkung: Fiir jede Menge M gilt: M € Pot(M), O € Pot(M), aber auch ¢ C Pot(M)
(vgl. 2.4).

Beispiel: Fiir M = {1,2} ist Pot(M) = {0, {1}, {2},{1,2} }.
2.6. Das kartesische Produkt: Sei n € N. Seien M, M, ..., M, Mengen. Die Menge

der geordneten n-Tupel (x1,29,...,2,) mit z; € M; fir alle j € {1,2,...,n} heiBt das
kartesische Produkt My x My x ... x M, der Mengen My, M,, ..., M,. Also

My x My x ... x M, ={(z1,22,...,2,) : Vj €{1,2,...,n} 1 x; € M;}.

Wir schreiben M™, falls My = My = ... = M, = M gilt.
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Beispiele:
(1) My ={0,1}, My ={1,2,3}, My x M, ={(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(1,3)}.
(2) M = {0,1}, M3 = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (0,1,1),(1,0,0), (1,0,1),(1,1,0), (1,1,1)}.

Besonders wichtig ist natiirlich der Fall n = 2, in dem M; x M, die Menge aller geordneten
Paare (xq1,r2) mit 7 € My, xo € M, ist.

2.7. Relationen: Seien X, Y Mengen. Eine Relation R ist eine Teilmenge R C X x Y
(R setzt gewisse x € X mit gewissen y € Y durch (z,y) € R “in Beziehung”, manchmal
schreibt man auch xRy statt (z,y) € R).

Beispiele: Fiir jede Menge X sind

ldy = {(z,2):ze X} C X xX
Tmyx = {(NV,M): NC M C X} CPot(X) x Pot(X)
Relationen, namlich die Gleichheit in X bzw. die Teilmengenbeziehung oder Inklusion in

Pot(X). Beachte, dass man normalerweise x = y statt (z,y) € Idx und N C M statt
(N, M) € Tmy schreibt.

2.8. Ordnungsrelationen: Sei X # () eine Menge. Eine Relation R C X x X heifit
Ordnungsrelation oder Ordnung auf X, falls R die folgenden Eigenschaften hat:

R ist refleriv = Vx e X : (z,x) € R,
R ist transitiv <= Vr,y,z € X : (z,y) € RA(y,2) € R= (x,2) € R,
R ist antisymmetrisch < Vz,y € X : (z,y) € RA(y,z) € R= 1z =uy.

Beispiele: (1) Tmy ist eine Ordnung auf Pot(X).

(2) Die Elemente A, B, C sollen in dieser Reihenfolge “Schere, Stein, Papier” entsprechen.
Wir setzen X := {A, B,C} und definieren

R:={(z,y) € X x X : z schligt y }.

Dann ist R zwar antisymmetrisch, aber R ist nicht reflexiv und nicht transitiv, also keine
Ordnung auf X.
2.9. Aquivalenzrelationen: Eine Relation R C X x X heiBt Aquivalenzrelation in X,

falls R reflexiv, transitiv und symmetrisch ist, dh es soll gelten

Ve,ye X : (z,y) € R= (y,x) € R.



Beispiel: (1) Fiir X # () ist Tmy nicht symmetrisch, denn () C X, aber nicht X C ). Also
ist Tmy in diesem Fall keine Aquivalenzrelation.

(2) Idy ist eine Aquivalenzrelation.

(3) Sei Z die Menge der ganzen Zahlen und
R:={(x,y) € Z X Z : x — y ist gerade},

S0 ist R eine Aquivalenzrelation in Z.

Ist R eine Aquivalenzrelation in X, so heifit fiir jedes z € X die Menge
[2]r={y € X : (z,y) € R}

die Aquivalenzklasse von x bzgl. R und jedes y € [z]r heifit ein Reprasentant der Klasse
[z]R.

Es gilt fiir alle 2,y € X dann z € [z|g (R ist reflexiv) und

lrNyr #0= [zl =Wlr,  [lr=Wlr+ (2,y) R,
da R symmetrisch und transitiv ist.

Somit: Jede Aquivalenzrelation in X zerlegt X in Aquivalenzklassen, von denen je zwei
verschiedene einen leeren Durchschnitt haben. Man stelle sich das so vor, dass durch eine
Aquivalenzrelation mehrere Elemente zu neuen Objekten (den Aquivalenzklassen) zusam-
mengefasst werden, etwa “Baume” zu “Waldern”.

Fiir die Menge der Aquivalenzklassen schreibt man

X/R:={N:3xe X : N =g} ={[z]r:zv€ X} (“X faktorisiert nach R”).

Im Beispiel (3) wird Z durch R zerlegt in die zwei Klassen “gerade ganze Zahlen” und
“ungerade ganze Zahlen”, und es ist Z/R = {[0]r, [1]r}.

Im Beispiel (2) gilt [z]z = {z} fiir jedes z € X, dh jede Aquivalenzklasse enthilt nur ein
Element.

Aquivalenzrelationen schreibt man héufig ~ und dann z ~ y statt (z,7) €~.



3 Funktionen

3.1. Zum Begriff der Funktion: Seien X, Y Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung)
f X — Y ordnet jedem x € X genau ein y € Y zu. Fiir das einem gegebenen x € X
zugeordnete y € Y schreiben wir f(x).

Schreibweise f: X — Y,z — f(x) (“f von X nach Y, x wird abgebildet auf f(x)”).
Beispiel: f:N— N z— 2.2 -1, dannist etwa f(1)=2-1—-1=1, f(2)=2-2—-1=3
etc.

Die Menge {(z, f(z)) : © € X} C X x Y heifit Graph von f. Man kann diesen mit der
Funktion f identifizieren. Eine Funktion von X nach Y ist also eine Relation R C X x Y,
welche die folgende Eigenschaften hat:

Vee XJyeY:(x,y) €ER
Ve € XVy,yo €Y 1 (z,91) € RA(2,92) € R = 11 = yo.

Fiir eine Funktion f : X — Y heifit X Definitionsbereich und Y Wertebereich von f. Fir
A C X heifit
flA) ={f(z):z € A} Bild von A unter f,

und fir B C Y heifit
fH(B):={r e X: f(x) € B} Urbild von B unter f.

Insbesondere heifit f(X) = {f(z) : * € X} Bild von f (Menge aller y € Y, die von f
getroffen werden).

Im Beispiel oben ist
f(N) = {z € N: z ist ungerade }

und etwa

f1({1,2,3,4,5}) = f*({1,3,5}) = {1,2,3}.

3.2. Definition: Sei f : X — Y eine Funktion.
(a) f heiBt surjektiv, falls f(X) =Y gilt, dh falls jedes y € Y von f getroffen wird.

(b) f heiBt injektiv, falls gilt V1,29 € X : 21 # 29 = f(21) # f(x2), dh falls es zu jedem
Element im Bild von f genau ein Urbild gibt.

(c) f heiBt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiele: (1) Die Funktion f: N — N ist injektiv und nicht surjektiv.

(2) Die Funktion g : N — {0, 1}, x — { 0, = ist gerade

‘ . ket bt insektiv.
1,z ist ungerade ist surjektiv und nicht injektiv



3.3. Komposition: Sind f: X — Y, g:Y — Z Funktionen, so definiert

gof: X =12, x—yg(f(x))

eine Funktion g o f (“g nach f7), die Hintereinanderausfiihrung oder Komposition von f
und g.

Satz: Sind f: X —Y,g:Y — Z, h: Z — W Funktionen, so gilt
ho(gof)=(hog)of,

dh die Hintereinanderausfithrung von Funktionen ist assoziativ. ]
Ende Di

18.10.11
3.4. Die Umkehrabbildung: Ist f : X — Y eine bijektive Funktion, so definiert

Y =X, yw—uz falls f(x) =y
eine Funktion f~! die Umkehrabbildung (oder Umkehrfunktion) von f.

Beachte: Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem y ein solches x. Da f injektiv ist, ist dieses
x eindeutig bestimmt. Somit ist f~! tatsdchlich eine Funktion.

Beispiel: Ist ) # X eine Menge, so heifit die Funktion X — X, x — =z, die Identitdit auf
X, geschrieben Idx oder idx. Die Funktion idy ist bijektiv und es ist (idy)™! = idx.
Bemerkung: Ist f: X — Y bijektiv, so gilt f~'o f =idx und fo f~! =idy.

Denn: Fiir jedes * € X gilt f~'(f(z)) = z nach Definition von f~!. Fir y € Y und
vi=f"(y) ist f(x) =y (vgl. 3.4), alsoy = f(x) = f(/7 ().

3.5. Satz: Sind f: X — Y und g : Y — X Funktionen mit go f =idx und f o g = idy,
so ist f bijektiv und es gilt g = f~1.

Beweis. Die Funktion go f ist injektiv, also ist f injektiv. Die Funktion f o g ist surjektiv,
also ist f surjektiv. Gezeigt: f ist bijektiv. Nach 3.4 existiert die Umkehrabbildung f~! :
Y — X. Noch zu zeigen: Vy € Y : g(y) = f~'(y). Sei y € Y. Setze z := g(y). Dann gilt
f(z) = f(g9(y)) = y nach Voraussetzung und demnach z = f~!(y) nach 3.4. O

Bemerkung: Durch Vertauschen der Rollen von f und ¢ folgt auch f = ¢g~! und insbeson-

dere (f~1)~1 = f.

3.6. Satz: Sind f: X — Y und g : Y — Z bijektive Funktionen, so ist go f : X — Z
bijektiv, und es gilt:
(gof)y ' =flog':Z— X,

Das ist klar. Die Formel heifit “Hemd-Jacken-Regel”.
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4 Die reellen Zahlen

Grundmenge der Analysis ist die Menge R der reellen Zahlen. Wir fithren diese Menge
durch 15 Aziome ein, dh durch grundlegende Eigenschaften, aus denen sich alle weiteren
Rechenregeln herleiten lassen. Wir nehmen dann R als mit diesen Axiomen gegeben an.
Eine explizite Konstruktion (die natiirlich méglich ist!), fithren wir hier nicht durch.

4.1. Korperaxiome: Es gibt Verknipfungen + : R xR — R (“plus”, wir schreiben a +b)
und - : R x R — R (“mal”, wir schreiben ab oder a - b) mit

Va,b,ce R:(a+b)+c=a+ (b+c) (Al) (ab)c = a(bc) (A5)
VeRVaeR:a+0=a (A2) Jd1eR\{0}VaeR:a-1=a (A6)
Vaec RI—aeR:a+(—a)=0 (A3) Va e R\ {0}Fa ' €R:a-a =1 (A7)
Va,beR:a+b=b+a (A4) ab=ba (AS)
Va,b,c e R:a(b+c) =ab+ac (A9)

Dabei sind (A1) und (A5) die Assoziativgesetze, (A4) und (A8) die Kommutativgesetze,
und (A9) ist das Distributivgesetz.
Schreibweisen: Fiir a,b € R setzen wir a — b := a + (—b) und, falls b # 0 ist, % := ab™".

Bemerkung: Aus (Al) — (A9) lassen sich alle Rechenregeln bzgl. “+” und “-” herleiten
(insbesondere z.B. “Bruchrechnung”). Diese werden von nun an als bekannt vorausgesetzt.

Beispiele: (1) Die Null in (A2) ist eindeutig, ebenso die Eins in (A6).

Beweis. Ist 0 € Rmit Va € R:a+0 = a, so folgt wegen (A2) und (44): 0 = 0+0
0+0=0.

Ol

(2) Die Elemente a in (A3) und a™! in (A7) sind eindeutig bestimmt. AuBlerdem gilt fiir
jedes a € R: —(—a) = a und, falls a # 0 ist, (a™!)™! = a.

(B)VaeR:a-0=0

Beweis. Sei a € R. Nach (A2) und (A9) gilt a-0=a-(0+0) =a-0+a-0. Setzen wir
b:=a-0,s0folgt 0=0+(—b)=(b+b)+(=b)=b+(b+(-b) =b+0=0. O

(4) Va e R: —a=(—1) - a.

Beweis. Es gilt (nach (A6), (A9), und (3)): a+a-(-1)=a-1+a-(-1)=a-(1+(-1)) =
a-0=0,also —a=a-(-1)=(-1)-a. O

(5) Va € R: a* = (—a)?, wobei a® := a - a.
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Beweis. Es ist, nach (4), (45), (A8) und (2): (—a)?

I
0N
Q
~—
0
—_
~—
IS
I
—~
+
S
~—
~—
IS
I
=
[\o}
Ll

4.2. Anordnungsaxiome: In R ist eine Ordnung “<” gegeben mit folgenden Eigen-
schaften:

(A10) Va,beR:a <boderb<a,

( ) Va,b,ceR:a<bundb<c=a<c,
(A12) Va,beR:a<bundb<a=a=0h,
(A13) Va,b,ceR:a<b=a+c<b+cg,

( ) Va,b,ceR:a<bund 0 <c= ac< bc.

Wegen (A10) ist “<” reflexiv, (A11) ist Transitivitat, (A12) ist Antisymmetrie. (A10)
bedeutet auBerdem, dass die Ordnung “total” ist (dh dass man je zwei Elemente vergleichen
kann, was z.B. bei Tmy nicht der Fall ist, wenn X mindestens zwei Elemente enthéilt).

(A13) und (Al4) bedeuten, dass die Ordnung mit den Verkniipfungen “+” und *“.”
vertraglich ist.

Schreibweisen: b > a < a<bja<b:a<bunda#b;b>a:<a<b

Bemerkung: Aus (A1) — (A14) lassen sich alle Rechenregeln fiir Ungleichungen herleiten.
Diese setzen wir von nun an als bekannt voraus.

Beispiele: (1) Va € R: a® > 0.
Beweis. Sei a € R. Fall 1, a > 0: Dann gilt a-a > 0+ a nach (A14) und somit a® > 0 nach
4.1(3).

Fall 2, @ < 0: Dann gilt nach (A13): 0 =a+ (—a) < 0+ (—a) = —a. Somit ist (—a)? > 0
nach Fall 1. Nach 4.1(5) ist dann a? = (—a)? > 0. O

(2) Aus a < b und ¢ < 0 folgt ac > be.
Beweis. ¢ < 0 = —c > 0 (siche Beweis von (1)). Nach (A14) ist dann a(—c) < b(—c).

Beachtet man a(—c) = —ac und b(—c) = —bc und addiert ac + be zu der Ungleichung
((A13)!), so erhélt man be < ac. O
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Intervalle: Seien a,b € R mit a < b. Wir setzen:

[a,b] = {re€R:a<x<0b} abgeschlossenes Intervall,
(a,b) = {xeR:a<z<b} offenes Intervall,
la,b) = {r€R:a<z<b} halboffenes Intervall,
(a,b] == {x€R:a<x<0b} halboffenes Intervall,
[a,00) = {x€R:a <z},
(a,00) {reR:a <z},
(—00,a] = {xeR:z<al,
(—o00,a) = {xreR:z<a}l.

Weiter: [a,a] := {a} und (—o0,00) :=R.

a ,a>

a4 a<0 der Betrag von a.

4.3. Der Betrag: Fiir a € R heifit |a| := {

Beispiele: |1| =1,dal=1-12>0 (vgl. 4.2(2)), | -2 = —(-2)=2,da2=1+1>
1+0=12>0 und somit —2 < 0.

Beachte: Es gilt |a| = | — ] fiir alle a € R, also auch |a — b| = |b — al fir alle a,b € R.
Anschaulich ist |a — b| der Abstand von a und b auf der Zahlengeraden.

Ende Do
Regeln: Seien a, b, c € R. Dann gilt: 20.10.11

1) [a] > 0;
2) |la| =0 < a=0;
3) lab] = |a] - |0;

(
(2)
(3)
(4) +a < |a|] und <|a| <c¢ & (a<cund —agc));
(5) la+ 0| < |a| + |b| Dreiecksungleichung;

(6)

6) |la| — |b]| < |a — b| umgekehrte Dreiecksungleichunyg.

Beweis. (1)-(4) sind leicht. Zu (5): Falls a+b > 0 ist, so gilt [a+b] = a+b < |a|+ |b| nach
(4). Falls a +b < 0 ist, so ist |a + b = —(a + b) = —a + (=b) < |a| + |b] nach (4).

Zu (6): Nach (5) ist |a| =|a—b+0b| < |a—b|+ |b| und |b| = |b—a+a| < |a—b| + |a|. Es
folgt |a] — |b| < |a — b und |b| — |a| < |a — b|. Nach (4) gilt somit ||a| — [b|| < |a —b]. O

4.4. Supremum und Infimum: Sei M C R mit M # 0.
M heilt nach oben [unten| beschrinkt < Fy € RVx € M 1 x <~ [x > 7.
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In diesem Fall heifit  eine obere Schranke (OS) [untere Schranke (US)] von M.

Eine obere Schranke [untere Schranke| v von M mit v € M heiit Mazimum [Minimum)]
von M und wird mit max M [min M| bezeichnet.

Wegen (A12) sind max M und min M im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

Beispiele: Jede endliche nichtleere Menge M C R ist nach oben und nach unten beschrankt
und besitzt Maximum und Minimum. Fiir jedes a € R gilt |a| = max{a, —a}.

[1,2] ist nach oben und nach unten beschrankt, es ist 1 = min M und 2 = max M.

(1,00) ist nach unten, aber nicht nach oben beschréankt und hat kein Minimum.
Definition: Ist v obere Schranke [untere Schranke] von M mit v < 74 [y > 4] fiir jede obere
Schranke [untere Schranke| 4 von M, so heifit v Supremum [Infimum| von M (kleinste

obere Schranke von M [grofite untere Schranke von M]) und wird mit sup M [inf M|
bezeichnet.

Nach (A12) sind Supremum und Infimum im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Ein Maximum ist immer auch Supremum, und es gilt sup M = max M genau
dann, wenn sup M € M ist (entsprechend fiir min und inf).

Beispiele: (1) M = [1,2). M ist nach unten und nach oben beschréankt. Esist 1 = min M =
inf M, M hat kein Maximum, und es ist sup M = 2.

Beweis. 2 ist obere Schranke von M. Zeige: es gibt keine echt kleinere obere Schranke. Sei
7 < 2. Zeige: 7 ist nicht obere Schranke von M. Falls ¥ < 1 ist, so gilt ¥ < 1 € M, also ist
7 keine obere Schranke von M. Falls ¥ > 1 ist, so ist 7 < 77“ € M und 7 ist keine obere
Schranke von M. O

(2) M = (1,00): Esist 1 =inf M ¢ M und sup M existiert nicht.

4.5. Das Vollstandigkeitsaxiom:

(A15) Jede nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von R hat ein Supremum.

Folgerung: Jede nichtleere nach unten beschrankte Teilmenge von R hat ein Infimum.

Beweis. Sei M C R mit M # (). Setze —M :={—x:xz € M}.
Vorbemerkung: Dann gilt v ist untere Schranke von M < —v ist obere Schranke von —M.

Da M # () untere Schranken hat, ist —M # () nach oben beschrankt, hat also ein Supremum
s := sup(—M). Nach der Vorbemerkung ist —s untere Schranke von M, und fiir jede untere
Schranke 4 von M ist —7 eine obere Schranke von —M, also s < —7, dh ¥ < —s. Somit
ist —s groBte untere Schranke von M, dh —s = inf M. [
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Definition: Eine Menge () # M C R heifit beschrankt, falls M nach oben und nach unten
beschrankt ist.

Bemerkung: M beschrinkt < 3y > 0Ve € M : |z < 7.

4.6. Satz: Sei ) # B C A C R. Dann gilt:
(1) A beschrénkt = inf A < sup A.

(2) A nach oben [nach unten| beschrankt = B nach oben [nach unten| beschrankt und
sup B < sup A [inf B > inf A].
(3) Sei A nach oben [nach unten] beschrankt und ~ eine obere Schranke [untere Schranke]

von A. Dann gilt:

vy=supA & Ve>0dreA:x>~v—¢
[y=infA & Ve>0dxrcA:x<y+el.

Beweis. (1) und (2) sind leicht.
Zu (3): “=":Sei v =sup A und ¢ > 0. Dann ist 7 — ¢ keine obere Schranke von A.

“<” (Kontraposition): Sei v # sup A =: 4. Dann v > 4, da 7 obere Schranke von A
ist, und € := v —~ > 0. Fiir jedes x € A gilt dann x < ¥ = 7 — . Wir haben gezeigt:
e>WereAd:z<y—edh~(Ve>0dz €Az >vy—¢). O

4.7. Natiirliche Zahlen: Idee ist N={1,1+1,1+1+1,...}.
Definition: A C R heiit Induktionsmenge (IM), falls 1 € Aund Ve € A:z+ 1€ A.

Beispiele: R, [1,00), {1} U [2,00) sind Induktionsmengen, {1} U (2, 00) ist keine Induk-
tionsmenge.

Definition: N := {z € R : fiir jede Induktionsmenge A C R gilt: x € A} heifit Menge der
natirlichen Zahlen.

Einschub: Sind () # X eine Menge und A C Pot(X), so setzt man
UA = {zeX:34c Az A} und falls A #0,

mA = {reX:VAe Az e A}

Man schreibt auch (JA = U A NA = m A.

AeA AeA

Bemerkung: Es ist somit N =(1{A CR: A ist Induktionsmenge }.
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Satz: (1) N ist eine Induktionsmenge (somit ist N die kleinste Induktionsmenge).
(2) N ist nicht nach oben beschrinkt.

(3) Fiir jedes x € R gibt es n € N mit n > x.

(4) Fiir jedes b € R mit b > 0 gibt es n € N mit = < b.

Beweis. (1) Esist 1 € N, da 1 € A fiir jede Induktionsmenge A. Sei z € N. Zu zeigen:
x+1 € N. Sei dazu A C R eine Induktionsmenge. Dann gilt t e NC Aund alsoz+1€ A
(da A eine Induktionsmenge ist).

(2) Annahme: N ist nach oben beschrénkt. Dann existiert v := sup N. Nach 4.6(3) (fiir
e =1) finden wir n € Nmit n >~ — 1. Dann gilt n+1 >~ und n + 1 € N, dh + ist nicht
obere Schranke von N, Widerspruch.

(3) folgt sofort aus (2).

(4) Sei b > 0. Nach (3) gibt es n € N mit n > § > 0. Es folgt - < b. O
4.8. Vollstandige Induktion:

Satz: Ist A C N und ist A eine Induktionsmenge, dann ist A = N.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt A C N. Da A Induktionsmenge ist, gilt N C A. ]

Beweisverfahren durch Induktion

Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Es gelte

Dann ist fiir jedes n € N die Aussage A(n) wahr, dh es gilt Yn € N : A(n).

Beweis. Setze A:={n € N: A(n)}. Nach (I A) gilt 1 € A. Sei n € A. Dann gilt A(n) und
nach (15) ist auch A(n + 1) wahr, dh n+ 1 € A. Somit ist A eine Induktionsmenge und
A = N folgt aus dem Satz. ]

Beispiel: Fiir alle n € N gilt n > 1.
(n)
=:A(n

Beweis durch Induktion nach n. Induktionsanfang (I A): Es gilt 1 > 1, dh A(1) ist wahr.

Induktionsschluss (1.5): Sei n € N. Es gelte A(n), dh es gelte n > 1 (Induktionsvorausset-
zung (IV)). Dannist n +1 > 1+ 1 nach (/V) und 14+ 1 > 1+ 0 = 1 nach 4.2 und 4.1,
alson+1>1und A(n + 1) ist wahr. O
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Wir setzen die natiirlichen Zahlen ab jetzt als bekannt voraus.

Definition durch Rekursion (bzw. durch Induktion)

Es sei G(1) definiert, und fiir jedes n € N sei G(n + 1) definiert unter der Voraussetzung,
dass G(1), G(2), ..., G(n) schon definiert sind.

Dann hat man G(n) fiir jedes n € N definiert.

Beispiele: (1) Fakultdt: 1! := 1 und rekursiv (n+1)! := (n+ 1) - n! fiir jedes n € N, sowie
0l:=1. Dannist nl=n-(n—1)-...-2-1 fiir jedes n € N.

(2) Summenzeichen ) : Seien aq,as,... € R. Setze Z;Zl a; := a; und fir jedes n € N:
Z;;Lll aj = (D 51 a;) + apy1. Dannist Y57 a; = a1 +az + ... + a, fiir jedes n € N. Die
leere Summe ist 22:1 a; := 0.

(3) Produktzeichen []: Seien ay,as,... € R. Setze [];

j=1@; = ar und fir jedes n € N:

H?ill aj = ([Tj_, a;) - @ny1. Dann ist [[_, aj = a1 -az - ... - a, fiir jedes n € N. Das leere
: 0
Produkt ist [[;_, a; := 1.
(4) Potenzen: Setze fir a € R: a® := 1, a' := a und a" := a" - a fiir jedes n € N. Dann
gilt a" =ga-a-... q flir jedesn € N.
—

n Faktoren

4.9. Ganze und rationale Zahlen:
Definition: Ny := NU {0}, Z := NgoU {—n : n € N} Menge der ganzen Zahlen und
Q= {§ :p € Z,q € N} Menge der rationalen Zahlen.

Bemerkung: Die Axiome (Al) — (A14) gelten auch in Q. Hingegen hat die nach
oben beschrinkte Menge M := {z € Q : z? < 2} kein Supremum in Q, dh das
Vollsténdigkeitsaxiom (A15) gilt in Q nicht!

Bemerkung: Jede nichtleere nach unten beschrankte Teilmenge von Z hat ein Minimum.

Satz: Sind z,y € R mit z < y, so gibt es eine rationale Zahl r € Q mit =z < r < y.
ImFally —x > 1gibteseinpeZ mit x <p <y.

Beweis. Fiir den Zusatz setze p := min{m € Z : m > x}. Dann gilt x < pund p — 1 < z,
alsop <z +1<uy.

Zum Beweis des allgemeinen Falles wihlt man zunéchst ¢ € N so, dass y —x > 1/¢. Dann
ist gy — gxr > 1 und wir finden nach dem Zusatz ein p € Z mit qr < p < qy. Es folgt
x<plqg<uy. ]
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4.10. Binomialkoeffizienten: Fiir n, k € Ny mit £ < n setzt man

(“n tber k7).

Etwa: (g) =1= (Z) fiir alle n € Ny, (;L) = % = 6.

n n n _(n+1
k k—1) k)
Beweis. Es gilt

n N n B n! n+1—k+ n! ﬁ
k k—1) Eln—k'n+1—-k (k—Dln+1-Fk)k

(n+1—-k+kn!  /m+1
Hin+1—k)! ko)

Lemma: Fir 1 < k <n gilt

4.11. Potenzen: Fiir a € R und n € Ny haben wir a” in 4.8(4) definiert. Fiir a # 0 und
n € N setzt man a™" := 2

an’

Es gelten die bekannten Rechenregeln, also etwa (a™)" = ™" und a™ - a™ = ™.
(1) Fiir alle a,b € R und alle n € N gilt:

n—1
a"—b"=(a—0b) Z a" R

k=0
[Ubungsaufgabe]
(2) Binomialsatz: Fiir alle a,b € R und n € Ny gilt:

(a+b)" = zn: (Z) akpnh,

k=0

Etwa (mita=b=1): Y7 (}) = 2"
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Beweis durch Induktion nach n. IA n = 0 ist klar.
IS: Sei n € Nmit (a+b)" =Y,_, (7)a"d" . Dann gilt

(a+b)"" = (a+b)(a+b)"=(a+ b) <Z) akpn—F

_ ~ (n k+1pn—k ~ (n akprti-k
> (o 0@

k=0
n+1 n n
G=k+1) = Z( 1)an’”1 T4 ( > afprtik
= N T k=0
_ o ntl - n Epn+l—k | pn+l
= a +ZK’€ >+ k)] R b
k=1
n+1
_ Z (n + 1) akprtik
N
O
Ende Di
(3) Bernoullische Ungleichung (BU): Sei # > —1. Dann gilt fiir alle n € N: 25.10.11
(14+2)" > 1+ nax.
Beweis durch Induktion nachn. IAn=1: (1+z)!=14+2>1+1-x.
IS: Sei n € Nmit (1 +2)" > 14 nz (IV). Dann gilt:
142" =14+2)"1+2)> 1 +nz)(l+2)=14+nz+x+n2°>1+ (n+ 1)
UJ

(4) Folgerung: Sei a € R.
Ist a > 1, so gibt es zu jedem K > 0 ein n € N mit a" > K.
Ist a € (0,1), so gibt es zu jedem € > 0 ein n € N mit a" < ¢.

Beweis. Ist @ > 1, so finden wir zu K > 0 ein n € N mit n > a% und mit (BU) fiir

1
r=a—1 gilt dann
=(1+z2)">14nr=14+nle—1)>1+K > K.

Ist a € (0,1), soist a=! > 1 und wir finden zu ¢ > 0 ein n € N mit a™™ > !, dh mit
a" < e. 0]
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(5) Fiir alle z,y > 0 und n € N gilt:

n

r<y<=a2" <y"

[Ubungsaufgabe]

4.12. Wurzeln: Sei n € N.
Satz: Zu jedem a € R mit a > 0 gibt es genau ein b € R mit b > 0 und 0" = a.

Bezeichnung: b = {/a, “n-te Wurzel aus a”.

Bemerkung: Also existiert etwa die reelle Zahl V2 (bekannt: V2 ¢ Q). Wir ziehen hier
nur Wurzeln aus Zahlen > 0!

Folgerung: Fir alle a,b > 0 gilt:
a<be Ya< V.

Beweis des Satzes. Der Fall a = 0 ist klar. Sei also a > 0. Setze M := {z > 0: 2" < a}.
Dann ist M nichtleer, und a + 1 ist obere Schranke von M: Sei > 0 mit 2" < a. Dann
ist x < a+ 1, da die Annahme = > a + 1 mithilfe von BU zum Widerspruch

>(1+a)">14+na>na>a

fiihrt.

Also existiert b := sup M. Dabei ist b > 0, denn z := (1 + %)_1 € M wegen
1 1\" 1 1
—:(1+—) >1+—_1+ > -
xn na na a

Vorbemerkung: Fiir § € (0,0) gilt:

bn +52nbn—1
b — 52mpn L.

(b+ )"
(b—20d)"

IV IA

[Es ist

n

— n knk<n n—1 n < pn 2nnfl
(b+0)" b+z<)5b b" + 6b Z(k)_b +62"b

<§pn—1 k=1
N——
<on

und die andere Ungleichung zeigt man dhnlich.|

Wir behaupten 0" = a.
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Annahme: b" < a [b" > a]. Dann ist ¢ := a — 0" > 0 [¢ := 0" — a > 0] und wir finden
6 € (0,b) mit § < 5=r. Unter Verwendung der Vorbemerkung ist dann

b+ 02" <V e =a

bt — 02" > b — & = al,

(b+ )"

<
[(b=0)" >

also b+ 6 € M und somit b+ 6 < b [also b— J obere Schranke von M und somit b— 9 > b]:
Widerspruch! ]

4.13. Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel: Sei n €
N. Sind aq,as,...,a, > 0, so gilt

1
Jay -ag ..o a, < —(ag +as+ ...+ ay).

S

Bemerkung: Die Ungleichung gilt auch fir ay,as,...,a, > 0.

Beweis durch Induktion nach n. 1A n = 1: Es gilt a; < a;.

IS Sein € N. Wir setzen a := %(al—l—ag—I—. ..+ay). Dannist a > 0. Es gelte a" > a;-as-. . .-a,
(IV). Dann ist
dn+1 a'n+1

a

~ ~\ n+1
An41 ap41 — @ Up41 — @A
=1 1)< (14+ —— .
i +nt )(n—l—l)&_( +(n—|—1)d)

Zusammen erhalten wir

~Mn
A1 Qg .. Oy Al LA Apy] =

und nach BU

-\ n+l
a1 -G oo Q- Qpry < d”+1<1+ﬁ)
B ((n—i—l)d—iranﬂ—d)”+1
n+1
_ (a1+a2+...+an+an+1)”“
n+1
Das war zu zeigen. O
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5 Die komplexen Zahlen

5.1. Konstruktion: Auf R? erkliren wir zwei Verkniipfungen “+” und “+” durch

(w1, 01) + (22,92) = (21 + 22,91 +¥2) und
(1, 01) * (T2,y2) = (122 — Y1Y2, Toy1 + T1Y2).

Man kann nun nachrechnen, dass die Kérperaxiome (A1) — (A9) fiir diese Verkniipfungen
gelten (wobei “x” die Rolle der Multiplikation {ibernimmt):

(A1) — (A4) sind leicht. (A5) muss man nur hinschreiben (etwas aufwendiger), (1,0)
ist das neutrale Element bzgl. “«”. Das zu (z,y) # (0,0) bzgl. “x+” inverse Element ist
<any2, — Y > (A8) ist klar, (A9) schreibt man sofort hin.

22+y2
Es gilt (21,0) 4+ (29,0) = (21 + 22,0) und (21,0) * (22,0) = (z122,0), dh man kann das
Paar (x,0) mit der reellen Zahl x identifizieren. Somit sind die reellen Zahlen (R,+,-) in
unserem Modell (R?, +, %) der “komplexen Zahlen” enthalten.
Weiter ist (0,1) % (0,1) = (—1,0), dh (0,1) ist eine “Zahl”, deren Quadrat = —1 ist. Man
setzt nun i := (0, 1) und schreibt = + iy statt (z,y). Es ist dann

C:={x+iy:z,y € R} die Menge der komplexen Zahlen.

Fir z =z + 1y € C mit 2,y € R heiit x der Realteil von z (geschrieben Re z) und y heifit
der Imagindrteil von z (geschrieben Im z). Komplexe Zahlen z mit Rez = 0 heiflen rein
imaginar und komplexe Zahlen mit Im z = 0 heiflen reell.

Also: Man kann mit komplexen Zahlen wie gewohnt rechnen und muss nur i? = —1
berticksichtigen, etwa

(21 + iy1) (w9 + iy2) = 2109 + i(Y122 + T190) + 2Y1y2 = (21202 — Y1y2) + i(22y1 + 1Y),

Wy ”

vergleiche die Definition von “x” oben.

5.2. Konjugation und Betrag: Zu einer komplexen Zahl z = x + iy heifit z := x — iy
die konjugiert kompleze Zahl. Es gilt dann 2z -z = 2% +y? > 0 und |2| := V22 = /22 + o2
heifit Betrag der komplexen Zahl z.

Rechenregeln: Fiir alle w, z € C gilt:
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max{|Re z|,|Im z|} < |z] < |Rez| + [Im 2| [denn max{|z|, |y|} < /22 +y? < |z| + |y fir
z,y € R],

|z w| = |z| - Jw| [denn |zw]? = 2wzw = 2zww = |z]*|w|?],
|z + w| < |z] + |w| (Dreiecksungleichung) und ||z| — |w|| < |z — w|. [Es ist ndmlich
lz4+w)? = (z4+w)(Z+W)
= ZZ+ww+ 2w+ wz
= 2"+ |wf*+ 2w+ (20)
———

=2Re (zw)<2|2m|
< el wl? + 22| fw] = (2] + [wl])?,

woraus die Dreiecksungleichung durch Wurzelziehen folgt. |

Eine komplexe Zahl ist Null genau dann, wenn Real- und Imaginarteil beide Null sind. Ist
x + 1y # 0, so ist das multiplikativ Inverse gegeben durch

1 T — 1y z

1
2 x4iy (+iy)(z—iy) |zF

5.3. Zur anschaulichen Vorstellung: Man stellt sich komplexe Zahlen gerne in der
Ebene vor, also = + iy als den Punkt (z,y) € R2.

Addition: Addition mit a + ib bedeutet eine Verschiebung.

Multiplikation: Multiplikation mit ¢ bedeutet eine Drehung um 90° nach links, Multiplika-
tion mit a + ib bedeutet also eine Drehstreckung.

Dreiecksungleichung:

Im

ztw

—e
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5.4. Polynome: Ein Polynom p (oder p(z)) mit komplexen Koeffizienten ist ein formaler
Ausdruck p(z) = a,2" + 12" + ...+ a22® + a1z + ap mit n € Ny und a; € C fiir alle
j €{0,1,...,n}. Das Polynom heiit reell, wenn alle Koeffizienten a; reell sind.

Das Polynom heifit vom Grad n, falls a,, # 0 gilt, und zusatzlich normiert, falls a,, = 1 ist.

Falls a,, = 0 ist, so ist auch p(z) = a,_12"" '+ ...+ a2 + a1z + ag, dh fithrende Nullkoef-
fizienten kann man weglassen.

Es gilt insbesondere
p(z) hat den Grad 0 <= p(z) = ap und ag # 0.

Das Nullpolynom p(z) = 0 hat keinen Grad.

Die Menge aller Polynome mit komplexen Koeffizienten (in der “freien Variablen” z) be-
zeichnen wir mit Clz].

Horner-Schema: Bei der Berechnung von p(2) = a,z" + ...+ a1z + ao fiir ein gegebenes
z € C geht man 6konomischerweise so vor:

p(z)=((..(((an 2+ an_1) 24+ an2) -2+ ay3)...)-2+ay)-z+ ao.

Definition: Ein z; € C mit p(z) = 0 heifit Nullstelle des Polynoms p.

5.5. Polynomdivision: Seien p,q € C[z] \ {0} Polynome vom Grad n bzw. k < n. Dann
gibt es eindeutig bestimmte Polynome m € Clz] \ {0} und r € C[z] mit Gradm =n — k
und 7 = 0 oder Gradr < k und p = mq + r (Division mit Rest).

Beweis. Fiir p(z) = a,2" + ... und q(z) = bpz* + ... setze ¢, = a,/by. Dann ist
p1(2) :== p(2) — cp_r2" *q(2) entweder = 0 (dann ist man fertig) oder hat Grad ny <n—1.
Ist n; < k, so ist man fertig, ansonsten wiederhole man den obigen Schritt mit p; statt p.
Das Verfahren endet nach endlich vielen Schritten. O

Satz: Ist p € C[z] Polynom vom Grad n > 1 und ist zg Nullstelle von p, so gibt es ein
Polynom ¢ € C[z] vom Grad n — 1 mit

p(2) = q(2) - (2 = 20).
Dabei heifit z — zg Linearfaktor.
Beweis. Wir dividieren p(z) durch das Polynom z — zy (das den Grad 1 hat) und erhalten

p(z) = q(2)(z — 20) + 7(2), wobei Gradqg = n — 1 und r = 0 oder r(z) = rg # 0. Wegen
p(z0) = 0ist r(z9) = 0, also r = 0. O
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Definition: Die Vielfachheit (Vth) einer Nullstelle zy von p gibt an, wie oft man p(z)
durch den Linearfaktor z — zy dividieren kann.

Folgerung: Ein Polynom vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

5.6. Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat mindestens
eine Nullstelle in C. (ohne Beweis)

Folgerung: Ist p(z) normiertes Polynom vom Grad n > 1, so gibt es z1, 23, ..., 2, € C mit
p(z)=(z—2z1) - (z—22) ... (2= zp).
Eine feste Nullstelle zy von p(z) kommt dabei in z1, 2, .. ., 2, so oft vor, wie ihre Vielfach-

heit angibt.

Beispiele: (1) p(z) = z® + 22 + z + 1. Eine Nullstelle ist 29 = —1, dann ist z — 2o = 2 + 1.
Durch Polynomdivision findet man (23+2242+1) : (24+1) = 22+1 = 22 —i? = (2—1)(2+1).
Also ist p(z) = (z + 1)(z — i)(z + ©), die Nullstellen sind —1, i und —i und haben jeweils
die Vielfachheit 1.

(2) p(z) = 22 — 22 +1 = (2 — 1)%. Einzige Nullstelle ist 1 (mit Vielfachheit 2).
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6 Folgen und Konvergenz

6.1. Definition: Eine reelle [kompleze] Zahlenfolge ist eine Abbildung N — R, n +— a,
[bzw. N — C, n — ay,).

Wir schreiben (ay)nen, (a,)52; oder kurz (a,) oder auch (ay, as,as,...).
Beispiele: (1) a, = + fiir alle n € N, also (a,) = (1,3, 3,...).

(2) a, = (=1)" fiir alle n € N, also (a,,) = (—1,1,—-1,1,—1,...).

(3) a, =" fiir alle n € N, also (a,) = (i, -1, —i,1,4,—1,—i,1,...).

Der Begriff der Konvergenz ist fiir die Analysis von zentraler Bedeutung.

6.2. Konvergenz: Sei (a,) eine Zahlenfolge und a € R [bzw. a € C|. Wir sagen, dass (a,,)
gegen a konvergiert und schreiben lim,, .., a,, = a, falls gilt:
Ve>03 ny €NVn>ng:la,—al<e.
—~—
= o(¢)
Das bedeutet: “die a,, kommen a beliebig nahe” oder “der Abstand |a, — a| wird beliebig
klein”.
Die Zahl a heifit dann Limes oder Grenzwert der Folge (ay,).

Eine Folge (a,) heifit konvergent, falls es ein a € R [bzw. a € C] so gibt, dass (a,) gegen a
konvergiert. Eine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent.

Beispiele: (1) lim, .. + = 0: Sei ¢ > 0. Nach 4.7(4) finden wir ein ng € N mit nio < €.
Fiir jedes n > ng gilt dann:

1
1o

~—0

n

1
=—-< < €.
n

1 ’
Wir haben lim,,_,~, % = 0 nachgewiesen.

Schreibweisen: Statt lim,, . a, = a schreibt man auch lima, = a, a, — a (n — 00)
oder a,, — a.

(2) Fiir jede Zahlenfolge (a,) und jedes a gilt:
lima, =a < lim|a, —a| =0.
Insbesondere ist fiir a = 0:

lima, =0 <= lim|a,| =0.
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(3) Die Folge (an)nen := ((—1)")nen ist divergent: Sei a € R. Setze

o 1/2, falls a € {1, -1}
STV 12 min{[l—a|,| - 1—a|}, fallsag{1,—1}

Dann gilt |a,, — a| > ¢ fir unendlich viele n € N. Folglich konvergiert (a,) nicht gegen a.
Da a beliebig war, ist (a,) divergent.

(4) Fiir b € C gilt:
lim " =0 < |b| < L.

Denn fiir [b] > 1 gilt [0"] = [b|™ > 1 fiir alle n € N und (b") konvergiert nicht gegen Null.
Fiir [b] < 1 sei € > 0. Nach 4.11(4) finden wir ein ng € N mit |b|™ < e. Fiir n > ng gilt
dann 0 < [0 = |b|™ < |b|™ < e. Also ist lim,, b" = 0.

(5) Zu jedem r € R gibt es eine Folge (¢,) mit ¢, — r und ¢, € Q fiir alle n € N. Denn
nach 4.9 finden wir zu jedem n € Nein ¢, € (r —1/n,r+ 1/n) N Q. Wegen |¢, —r| < 1/n
fiir alle n € N folgt dann ¢, — 7.

Umformulierung: Sei a € R [oder a € C] und € > 0. Dann heifit

Ucda) ={x €R: |z —a| <e} [bzw. U.a):={2€C:|z—al <e}
die e-Umgebung von a in R [bzw. in C].
Die e-Umgebung von a € R in R ist das Intervall (a —¢,a + ).

Wir sagen, dass eine Eigenschaft “fir fast alle (ffa) n € N g¢ilt”, falls sie fiir alle bis auf
endlich viele n € N gilt.

Beispiel: Fiir fast alle n € N gilt n > 5.
Sind eine Folge (a,) und eine Zahl a gegeben, so gilt:

lim a, = a <= fir jedes ¢ > 0 gilt: a,, € U.(a) fiir fast alle n € N.

Bei Konvergenzfragen kommt es also auf endlich viele Folgenglieder nicht an.

Fiir p € Z bezeichnet man auch (a,);2, als Folge.

Bemerkungen: (a) Der Grenzwert einer Zahlenfolge ist eindeutig bestimmt.
(b) Eine konvergente Folge (a,) ist beschrdnkt, dh die Menge {a,, : n € N} ist beschrankt.

(c) Ist (z,) eine komplexe Zahlenfolge, so ist (z,) genau dann konvergent, wenn die reellen
Zahlenfolgen (Re z,) und (Im z,) konvergent sind. Genauer gilt fiir z, € C:

Z, — 29 <= Rez, — Rezy und Im z,, — Im 2,
Das liegt an der Abschitzung (vgl. 5.2)

max{|Re z, — Re 2|, [Im 2z, — Im 29|} < |z, — 20| < |Re 2z, — Re 29| + |Im 2, — Im 2.
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Konvergiert etwa (z,) gegen zy € C, so zeigt die linke Ungleichung, dass Rez, — Rez
und Im z, — Im 2. Konvergiert hingegen (Re z,,) gegen a € R und (Im z,,) gegen b € R, so
setze 2o := a + b, und die rechte Ungleichung zeigt z, — 2.

(d) Zur Beruhigung: Ist (a,) eine reelle Zahlenfolge und a € C mit a,, — a, so gilt a € R.
Wire ndmlich a € C \ R, so hétte man fiir jedes n € N:

la, —a| > |Ima, —Ima| = |Ima| =1 >0,
im Widerspruch zu |a,, —a| — 0.

Wir beschranken uns deshalb weitgehend auf reelle Zahlenfolgen. Ende Do
03.11.11

~—~ —~ —~
(N}
— — N Y~ — W
S
3
!
IS
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3
!
B

(
bn, # 0 fiir fast alle n und es gilt = — 7.

Beweis. (1) ist leicht. Fiir (2) verwendet man ||a,| — |a|| < |a, — a| (vgl. 4.3(6)) und (1).

Zu (3): Sonst wére a > b, und mit € := (a — b)/2 ist a, > a —e > b+ > b, fiir fast alle
n, Widerspruch.

Zu (4): Ist € > 0, so gilt fiir fast alle n: a,,b, € U.(a), also a —e < a, < ¢, < b, <a+e.
Zu (5): Sei € > 0. Dann |a,, — a| < £/2 und |b, — b| < £/2 fiir fast alle n. Also
lan + b, — (a+b)| <la, —a|l +|b, — b <e/24+¢/2=¢
fir fast alle n. Bei (a, - b,) verwendet man
|anb, — ab|l = |(anb, — anb) + (a,b — ab)| < |a,||b, — b| + |b||an, — a
und die Tatsache, dass die konvergente Folge (a,) beschrankt ist, dh es gibt M > 0 mit
la,| < M fiir alle n € N. Die Behauptung folgt aus (1) und (5) fir “+”.

Die Aussage iiber (3*) muss man nur fiir a, = 1 zeigen. Sei dazu b # 0 und ¢ := |b]/2.
Dann ist 6 > 0 und wir finden ng € N mit |b, — b| < ¢ fiir alle n > ng. Fir n > ngy gilt

dann auch
’bn’ = ‘b_(b_bn)’ > ’b‘ - ‘b_bn’ >20—-0=0

und

woraus die Behauptung folgt. [
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6.4. Monotone Folgen: Eine reelle Folge (a,,) heifit

monoton wachsend, falls Vn € N:a, < a,1,
monoton fallend, falls Vn € N:a, > api1,
streng monoton wachsend, falls Vn € N: a, < a,y1,

streng monoton fallend, falls Vn € N:a, > a,..

Satz: Ist eine monoton wachsende [bzw. fallende] reelle Folge (a,) beschriankt, so kon-
vergiert sie, und zwar gegen sup{a, : n € N} [bzw. inf{a, : n € N}|.

Beweis. Sei (a,) monoton wachsend und s := sup{a, : n € N}. Zu e > 0 finden wir ny € N
mit a,, > s —¢e. Fiir n > ng gilt dann s — ¢ < a,, < a,, < s, also auch |a, — s| < e. O]

6.5. Beispiele: (1) a,, >0 fir allen € N, a,, - a und p € N = ¢/a, — Va.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass fiir alle y > z > 0 gilt ¢y — Vo < ¢y — 2. [Es ist
namlich nach dem binomischen Satz (V/y —z+ V) =y —z+ ... +x > y]
>0

Wir erhalten somit |¢/a, — ¢/a| < {/|a, — a| fiir jedes n € N. Setzen wir b, := |a, — al, so
gilt b, — 0 und es reicht zu zeigen, dass ¥/b, — 0. Zu € > 0 finden wir ng mit b, < P fiir
alle n > ng. Es gilt dann 0 < ¥/b,, < ¢ fiir alle n > ny. O

(2) /n — 1: Setze a, := {/n — 1. Dann ist a,, > 0 fiir alle n, und fiir n > 2 gilt:

n = (1+an)”=zn: (Z)afi > (Z)aiz @afw

k=0

also 0 < q,, < ﬂ/\/n — 1. Es folgt a,, — 0.

Fiir ¢ > 0 gilt /c — 1: Fir ¢ > 1ist 1 < /¢ < /n fiir fast alle n, und fiir ¢ € (0, 1) ist
1//n < /e <1 fiir fast alle n. Wende nun 6.3(4) an.

(3) Konvergiert die Folge (a,) so gilt a,+1 — a, — 0. Denn es gilt auch a,y; — 0, und
an+1 — a, — 0 folgt aus Satz 6.3(5).

Es gilt aber auch z.B. v/n +1 — y/n — 0. Fiir jedes n € N ist namlich

ViTTo i Wt I-vWntItyn) _ (nth-n _ 1

= <

NCES TN SVt Le Vi

woraus /n + 1 — y/n — 0 folgt, obwohl (y/n),en nicht konvergiert.
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(4) Sei z € C und s, := Y ,_,2" fiir jedes n € N. Die Folge (s,) konvergiert genau
dann, wenn |z| < 1 ist. In diesem Falle gilt lims, = (1 — 2)~!. Fiir |z| > 1 ist namlich
|Sp11— S| = |2|"™ > 1, und (s,,) konvergiert nicht (verwende (3) und Bemerkung 6.2(c)).
Fir 2] < 1ist s, = 1_13_71 :1 nach Ubungsaufgabe und also s, — (1 — z)~! nach Beispiel
6.2(4).

6.6. Die Eulersche Zahl e: Setze fiir jedes n € N: a,, := (1 + 1)" und b, := (1 + )"

Die Folge (a,)nen konvergiert, den Limes bezeichnet man als Fulersche Zahl e.
Ende Mo

07.11.11
Beweis. Wir gehen in vier Schritten vor.

(1) Vn € N:a, <b, [klar].

(1) Vn € N: a, < apqq und b, > bypq [su].

(i1i) M := {a, : n € N} ist nach oben beschrénkt [z.B. ist by = 4 obere Schranke von M].
(1) lim,,_, a, = sup M [nach Satz 6.4].

zu (i7): Sei n € N. Dann gilt:

n+1\" n+2\""" n+1 (n+2)n\"
fIn = finst ( n ) (n—l—l) n+2 ((n+1)2

und nach BU:

" n n n+1
- ) >1- " >1- - .
( (n—|—1)2> - (n+1)2 — (n+2)n n+2

Somit ist a,, < a,y1 gezeigt. AuBlerdem gilt:

n+1 n+2 2\ nt+l
bnzan@(nJrl) Z<n+2) @(M) 2n+27

n n+1 (n+2)n n+1

sowie nach BU:

1 ntl 1 1 2
I S RN U e e S IR S L
(n+2)n (n+2)n n+1)?2 n+1l

also ist auch b,, > b, gezeigt. ]

Bemerkung: Es gilt auch lim,, ., b, = ¢ und e ~ 2.718. Wir haben aus dem Beweis z.B.
die Abschétzung 2 =a; < e < by = 4.
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6.7. Intervallschachtelung: Eine Intervallschachtelung ist eine Folge (I,)neny von
abgeschlossenen Intervallen I,, = [ay,,b,], wobei a, < b,, mit I,,; C I, fir alle n € N
und b, — a,, — 0.

Beispiel: Nach 6.6 definiert I,, := [(1+ 1), (1 + 1)"™] eine Intervallschachtelung, fiir die
Npen In = {e} gilt.

Satz: Ist (I,) eine Intervallschachtelung, so gibt es genau eine Zahl r € R mit (), o In =
{r}. Es gilt max I,, — r und min I,, — 7.

Beweis. Setze a, := min I,, und b, := max I,,, so dass I, = [a,, b,] fir jedes n € N. Dann
ist (b,,) monoton fallend und beschrankt und (a,) ist monoton wachsend und beschrankt,
nach Satz 6.4 finden wir also a,b € R mit a,, — a und b, — b. Wegen b,, — a,, — 0 ist
b —a = 0 nach 6.3(5), und r := b = a ist die eindeutig bestimmte gesuchte Zahl. ]

6.8. Teilfolgen: Ist (a,) eine Folge und k£ : N — N eine Abbildung mit k(n) < k(n + 1)
fir alle n € N (dh (k(n)) ist eine streng monotone Folge natiirlicher Zahlen), so heifit die
Folge (ar@)) Teilfolge (TF) von (ay).

Eine Zahl b heiit Haufungswert (HW) der Folge (ay,), falls es eine Teilfolge von (a,) gibt,
die gegen b konvergiert.

Beispiel: (ay, a4, aq,...) ist Teilfolge von (a,), hier ist k(n) = 2n fiir alle n € N.
(a3, ay,ar,as, ...) ist hingegen keine Teilfolge von (a,).
Bemerkung: Eine Zahl b ist Haufungswert der Folge (a,) genau dann, wenn fiir jedes
e > 0 gilt, dass a, € U.(b) ist fiir unendlich viele k € N.

Beispiele: (1) Gilt a,, — a, so konvergiert jede Teilfolge von (a,) gegen a, dh a ist einziger
Héufungswert von (ay,).

(2) Die Folge ((—1)") hat genau die Haufungswerte 1 und —1: Wegen as,, — 1 und agy, 11 —
—1 sind 1 und —1 Héufungswerte. Ist b € R\ {1, -1} und € := min{|1 —b|,| —1—b|}/2, so
ist £ > 0 und in U.(b) liegen keine Folgenglieder. Somit ist b kein Haufungswert von (a,,).

Satz (Bolzano-Weierstraf}): Jede beschriankte Zahlenfolge hat eine konvergente Teil-
folge, dh jede beschriankte Zahlenfolge hat einen Haufungswert.

Beweis. Ist (¢p)men beschriankt, so finden wir Iy := [ay,by], das alle ¢, enthdlt. Setze
k(1) := 1, so dass cia) € I1. Ist I, = [ay, b,] konstruiert und k(n) gefunden, so definiere
Iy1 := [any1, buya] als linke Hélfte von 1, falls diese unendlich viele der ¢, enthélt, sonst

als die rechte Hélfte von I,,. Dann findet man k(n +1) > k(n) mit cypi1) € Ingr. Offenbar
ist () eine Intervallschachtelung. Wéhlen wir » € R geméf Satz 6.7, so gilt cppy — 7
wegen 6.3(4). O
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Bemerkung: Der Satz gilt auch fiir komplexe Zahlenfolgen.

6.9. Cauchyfolgen: Sei (a,) eine konvergente Zahlenfolge. Dann gilt:
(C) Ve >03dng € NVn,m > ng : |a, — an| < e.

Beweis. Es gelte a,, — a. Sei € > 0. Dann finden wir ny € N mit Vn > ng : |a, — a|] < /2.
Seien nun n, m > ny. Dann gilt:

|y — am| = |an —a+ (a — ap)| < |a, —a|+ |a —an| <e/2+e/2 =c¢.
O]
Definition: Eine Folge (a,), fiir welche die Eigenschaft (C') gilt, heiit Cauchyfolge (CF).

Bemerkung: Jede Cauchyfolge (a,) ist beschrankt.

Beweis. Wahle ng mit VYn,m > mng : |a, — an| < 1 und setze M :=
max{|ai|, |as|, ..., |an|} + 1. Ist nun n € N, so gilt |a,| < M, falls n < ngy. Fiir n > ng ist

|| < |an — an +|ano| <M.
—_——

<1

Folgerung: In R und in C gilt, dass jede Cauchyfolge konvergiert.

Diese Eigenschaft heifit Vollstandigkeit. Der Vorteil ist, dass man so Konvergenz zeigen
kann, ohne den Grenzwert kennen zu miissen.

Beweis. Da eine Cauchyfolge beschrankt ist, hat sie nach Bolzano-Weierstrafl eine kon-

vergente Teilfolge. Die Eigenschaft (C) impliziert dann Konvergenz der gesamten Folge
(Ubung!). O

6.10. Rechnen mit oco: Sei (a,) eine reelle Folge.

a, 00 <= VK eRdngeNVn>ng:a,>K,
a, — —00 <= VK eRIngeNVn>ng:a, < K.

Achtung: Man redet hier nicht von “Konvergenz” und auch nicht von “Grenzwert” , denn
+o0o € R, dh oo und —oo sind keine Zahlen. Man sagt jedoch etwa “die Folge a, geht
gegen unendlich” und schreibt auch lim,, a,, = oco.
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Bemerkung: (a) Gilt a,, — oo, so folgt |a,| — oo und 1/a, — 0. [Der erste Teil ist
klar. Es gelte |a,| — 00. Zu € > 0 finden wir ng mit Vn > ng : |a,| > 1/e. Es gilt dann
Vn >ng:|1/an| <e]

(b) Ist die reelle Folge (a,) nicht nach oben [unten| beschrankt, so gibt es eine Teilfolge
(akny) von (an) mit agpy — 0o [bzw. mit aj@m) — —oo].

(c) Fiir jede monoton wachsende [monoton fallende| Folge (a,,) gibt es a € RU {oo} [bzw.
a € RU{—o0}| mit a, — a.

Konventionen: Fiir alle a € R gilt —oo < a < oo.

Man setzt fiir a € R: a+00 = 00, a—00 = —00, sowie fiir a > 0: a-00 = 00, a-(—00) = —00
und fiir a < 0: a- 00 = —00, a- (—00) = 0.
AuBerdem setzt man oo 4+ 00 = 0o, —00 — 00 = —00 und 0o - 00 = 00, 00 - (—00) = —00,

(—00) - (=00) = oo.
Achtung: Die Ausdriicke 0 - 0o, 0 - (—00) und oo — oo sind nicht definiert!

Regeln: Seien (a,), (b,) reelle Folgen mit a,, — a und b, — b, wobei a,b € RU {00, —c0}.
Dann gilt:

Gy, +b, — a-+0b, falls a4+ b definiert ist,
an - b, — a-b, falls a-b definiert ist.
Definition: Sei ) # M C R eine Menge.

sup M = oo <= M ist nicht nach oben beschrankt,
inf M = —o0 :<= M ist nicht nach unten beschrankt.

Bemerkung: Manchmal findet man auch sup ) := —oo und inf () := oo.

Bemerkung: Man hat also fir () # M C R:

supM =00 <— VK >0dreM:z> K,
infM =—-00 <— VK >03xreM:z<—-K.

Beispiele: supN = oo, inf Z = —oc0c.

6.11. Limes superior und Limes inferior: Sei (a,) eine reelle Folge. Ist (a,) nach oben
beschrankt, so ist die durch b, := sup{as : k > n} definierte Folge (b,) monoton fallend
und wir definieren

limsup a,, := lim b, = lim sup{a; : k > n}.

n—oo
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Ist (a,) nach unten beschrankt, so ist die durch ¢, := inf{ay : k > n} definierte Folge (c,)
monoton wachsend und wir definieren

liminf a, := lim ¢, = lim inf{ay : k > n}.
n—oo n—oo n—oo
Ist (a,) nicht nach oben [unten| beschrinkt, setzen wir limsup,_ . a, := oo [bzw.

liminf, .. a, := —o0].

Schreib- und Sprechweisen: Man schreibt auch kurz lim sup,, a,, oder lim sup a,,, sowie
lim,,_a,, lim,a,, lima, und spricht vom “oberen Limes”, entsprechend fiir liminf mit
lim (“unterer Limes”).

Bemerkung: (a) Es gibt stets Teilfolgen (ay(,)) und (aim)) von (a,) mit

ap(n) — limsupa, (n — 00), ainy — liminf a, (n — o0).

m—00 m—00

(b) Ist (a,) beschrankt, so ist limsupa, der gréfite und liminfa, ist der kleinste
Héaufungswert von (a,).

Beispiele: (1) Fiir a,, := (—n)" ist limsup a, = oo und liminfa, = —oo. Die Folge hat
keine Haufungswerte.

(2) Fiir a,, :== (—1)" ist limsupa,, = 1 und liminf a,, = —1.

(3) Ist a,, > 0 fiir alle n € N, so gilt lima,, = 0 genau dann, wenn lim sup a,, = 0 ist.

(4) Gilt a,, — a € RU {00, —o0}, so ist limsup a,, = liminf a, = a.

6.12. Abzahlbare Mengen: Die leere Menge () ist endlich. Eine Menge M # () heifit
endlich, falls es n € N und eine bijektive Abbildung ¢ : {1,2,...,n} — M gibt.

Eine Menge, die nicht endlich ist, heifit unendlich.

Bemerkung: M # () ist endlich genau dann, wenn es n € N und eine surjektive Abbil-
dung ¢ : {1,...,n} — M gibt.

Ist M unendlich, so gibt es eine injektive Abbildung ¢ : N — M.

Definition: Eine unendliche Menge M heifit abzdhlbar (unendlich), falls es eine surjektive
Abbildung ¢ : N — M gibt, andernfalls heifit M dberabzdhlbar.

Ist M abziéhlbar unendlich, so gibt es also eine Abbildung ¢ : N — M derart, dass
M = {p(n) :n € N}.

Satz: Ist M abzahlbar, so gibt es auch eine bijektive Abbildung ¢ : N — M.

Beweis (nicht in der Vorlesung). Wahle zu jedem m € M ein v(m) € N mit p(v(m)) =m
(etwa v(m) := min = ({m})). Setze T := {v(m) : m € M }. Dann ist ¢ : T — M bijektiv
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und 7 ist unendliche Teilmenge von N. Wir konstruieren rekursiv eine bijektive Abbildung
7: N — T wie folgt: 7(1) :=min7 und 7(n+1) := min(7\ {r(1),7(2),...,7(n)}) fir alle
n € N. Dann ist die Abbildung ¢ := ¢ o7 : N — M bijektiv. ]

Bemerkung: Wir haben insbesondere gezeigt, dass jede unendliche Teilmenge einer
abzahlbaren Menge abzahlbar ist.

Beispiele: (1) Z ist abzdhlbar: (0,1,—1,2,—-2,...).

(2) Sind M und N abzéhlbare Mengen, so ist M x N abzéhlbar: Fir M = {m,ms, ...},
N = {ny,na,...} schreibe

M x N = {(m1,n1), (mg,n1), (n2, m1), (ng, m1), (ng, mz), (n1, ms), ...}

(3) Q ist abzéhlbar, denn Z x N ist nach (1) und (2) abz&hlbar und die Abbildung Z x N —
Q, (a,b) — a/b ist surjektiv.

(4) Ist (Mp)nen eine Folge abzéhlbarer Mengen, so ist | J,cy M, abzéhlbar: Ist ndmlich
M, = {myy : k € N} fiir jedes n € N, so wihlen wir eine surjektive Abbildung ¢ : N —
N x N nach (2) und haben (J, .y M, = {myq : | € N}. Ende Do

(5) Pot(N) ist {iberabzahlbar. 10.11.11
Sei ¢ : N — Pot(N) eine Abbildung. Wir zeigen, dass ¢ nicht surjektiv ist. Setzt man
namlich T:= {n € N:n & ¢(n)}, so gilt fir jedes n € N:

nel < né¢eph),

so dass T' # p(n) ist. Somit ist T & ¢(N), dh ¢ ist nicht surjektiv.
Zusammenhang mit dem Cantorschen Diagonalverfahren: Bezeichnet man die Menge aller
Abbildungen z : N — {0, 1} mit {0, 1}, so ist die Abbildung

{0, 13N — Pot(N), z—{neN:z(n) =1}

bijektiv. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch S +— xg, wobei

o(n) = 1, fallsne S
S0, fallsng S

ist. Wir interpretieren die Folge (zg(n)),en als “Kodierung” der Teilmenge S.

Fiir die Abbildung ¢ : N — Pot(N) schreibe man die Kodierungen (1), ,(2), - . - als Zeilen
untereinander. Die Menge T von oben erhélt man dann durch “Andern der Diagonalen”
namlich durch

zr(n) =1—2x,m)(n), nelN
Dann unterscheiden sich z7 und w,(,) mindestens an der Stelle n. Da dies fiir jedes n € N
gilt, kommt x7 nicht als Zeile vor, gehort also nicht zu den Kodierungen der Mengen im
Bild von ¢.
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Bemerkung: Allgemeiner kann man mit demselben Beweis zeigen, dass es fiir keine Menge
M # () eine surjektive Abbildung M — Pot(M) gibt, indem man T := {m € M : m ¢
©(m)} betrachtet.
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7 Reihen

7.1. Definition: Sei (a,),en eine Folge und sy := 27]:;1 ap = a; +as + ...+ ay fir jedes
N e N. Die Folge (sn)nyen heifit (unendliche) Reihe und wird mit )~ | a, bezeichnet. Die

Zahl sy heifit N-te Partialsumme oder N-te Teilsumme von Y~ a

Die Reihe > °
divergiert].

-1 Gy, heiflt konvergent [divergent], falls die Folge (sy)nen konvergiert [bzw.

Ist Zzozl a,, konvergent, so heifit limy_,o, sy der Rethenwert von Zzozl a, und wird eben-
falls mit »>° | a, bezeichnet.

Bemerkung: (a) Die Folge (a,) kann hier reell oder komplex sein. Ist (a,) komplex, so
heiit die Reihe Y>> Rea, Realteil der komplexen Reihe Y > a, und Y 7, Ima, heiBt
Imagindrteil von Y > | ay,.

n=1

Eine komplexe Reihe konvergiert genau dann, wenn ihr Realteil und ihr Imaginarteil beide
konvergieren. In diesem Fall ist

Z ZRean+zZIman,

n=1

also
e (Z an> = Z Rea, und Im (Z an> = Z Ima,,
n=1 n=1 n=1 n=1

vgl. mit 6.2.

N

(b) Ist p € Z, so verfihrt man fiir Folgen (a,);2, entsprechend, indem man sy =

fiir N > p setzt und (sy)%-, betrachtet. Ein chhtlger Fall ist hierbei p = 0.

Beispiele: (1) Die geometrische Reihe ) - 2", wobei z € C, konvergiert genau dann,
wenn |z| < 1. Fir |z| < 1ist ) 2 2" = (1 —z)! (Vgl 6.5(4)).

(2) >0, n(n+1) Fiir jedes n € N gilt: n(n+1) =1_ +1, also ist fiir jedes N € N:
1 1 1 1 1 1
=l . 1~ L1(N .
N 2 2 3 T TN TN N1 o W)
Somit ist > 7, n(n+1) konvergent und Y, n(n+1) = 1.
(3) Die harmonische Reihe Yy - +. Fiir jedes N € N ist
1+ Ly +1+ LI R .
SoN = —+... —t ..+ === — =Sy +=.
2 2 N 'N+1 2N, =V T ToN TN T )
o >on 2oy

Also ist (sy) divergent, denn sy — s € R wiirde soy — sy — s — s = 0 implizieren im
Widerspruch zu son — sy > 1/2 fiir alle N € N.
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7.2. Satz: Seien (a,) und (b,) Folgen und sy :=a; + ... +ayn, N € N,

(1) Monotoniekriterium: Sind alle a,, > 0 und ist die Folge (sy)nen beschrankt, so
konvergiert > 7 | ay.

00
n=p+1

[e’e] ] p
E Ay = E Ay — E (07
n=1 n=1

n=p+1

(2) Ist > 7 | a,, konvergent und p € N, so konvergiert a, und es gilt

(3) Ist 3", a, konvergent und definiert man ry := 3> o, a, fiir jedes N € N, so gilt
ry — 0 (N — 00).

(4) Ist > ° | a, konvergent, so folgt a, — 0.

(5) Sind > 7 a, und > 7 b, konvergent und o, € R (oder in C), so konvergiert
> (aa, + Bby,) und es gilt

n=1
Z(aan + Bb,) = aZan —1—5an.
n=1 n=1

n=1

Beweis. (1) folgt aus 6.4, angewandt auf die monton wachsende Folge (sy)yen-

2) Setzt man oy := Zg:p+1

(
(
(3) Wegen (2) gilt ry =D 07 @y — SN — D vy — 9 oo ap = 0.
(4) Es ist a,, = 8, — $p_1 — 0.

(5)

a, fir N > p+ 1,80 st o = Sy — Sp — Do Gy — Sp

5) folgt aus 6.3(5). O

7.3. Cauchykriterium und absolute Konvergenz: Sei (a,) eine Zahlenfolge und sy :=
a1+ as+ ...+ ay fir N € N. Dann gilt wegen 6.9:

Z a, konvergiert <= (sy)nen konvergiert <= (sy)nen ist Cauchyfolge
n=1

< Ve>03dng e NVN, M >ng: sy —sy| <e

= ‘v’5>03n0€NVN>MZnO:) Z an‘<8.

Cauchykriterium: Eine Reihe > °°  a,, konvergiert genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0

n=1
ein ng € N gibt mit
N
VN>M2n0:‘ Z a,| <e.
n=M+1
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Definition: Die Reihe Y > | a, heiBt absolut konvergent, falls >~  |a,| konvergiert (dh
also, falls die Reihe iiber die Absolutbetrige der a,, konvergiert).

Beispiel: Fiir |z| < 1 ist die Reihe ) - 2™ absolut konvergent (wegen |z"| = |z|" und
Beispiel 7.1(1)).

Satz: Ist >~ | a, absolut konvergent, so ist Y, a,, konvergent und es gilt die “Dreiecks-
ungleichung fiir Reihen”:
o0 o0
PILAEDBIA]
n=1 n=1

Beweis. Fiir N, M € N mit N > M ist nach Dreiecksungleichung und 7.2(3):

N N

] ST oal < S a3 Janl = 0 (M — o).

n=M+1 n=M+1 n=M

Damit konvergiert die Reihe nach dem Cauchykriterium. Die Abschétzung folgt aus |sy| <

ZnNzl |an). [

Beispiel: Die Reihe " | ( i)n ist konvergent, aber nicht absolut konvergent. Setzt man
ap = (=1)"/nund sy :=ay +...+ay fiir alle n, N € N, so stellt man fest, dass (son)nven
monoton fallend ist mit unterer Schranke s; = —1 und dass (S2y_1) yey monoton wachsend
ist mit oberer Schranke s, = —1/2. Nach 6.4 konvergieren beide Folgen, und zwar wegen

Son — Son_1 = asy — 0 gegen denselben Grenzwert. Somit konvergiert 220:1 (_:L)n. Ende Mo
14.11.11

7.4. Majoranten- und Minorantenkriterium: Seien (a,) und (b,) Folgen.

(1) Gilt |a,| < b, fir fast alle n € N und ist >~ b, konvergent, so ist Y~ a, absolut
konvergent.

2) Gilt a,, > b, > 0 fir fast alle n € N und ist —_, b, divergent, so ist auch _.a
n=1 n=1
divergent.

Beweis. Fiir (1) verwende 7.2(1). (2) folgt aus (1). O
Belsplel Die Reihe Z 1 12 +1) konvergiert, denn 0 < @ 4:1)2 < rCw 1 fiir allen € N und
> n(n —7y konvergiert nach 7.1(2). Somit konvergiert auch PR Welter ist Yoo, &

konvergent, fur jedes ¢ € N mit ¢ > 2.

Bemerkung: (a) Ist (a,) eine komplexe Folge, so ist Y - | a,, genau dann absolut konver-
gent, wenn beide Reihen > 7 Rea, und > 7 Ima, absolut konvergent sind. Ist >~ a
absolut konvergent, so schreibt man auch 7 |a,| < oc.
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(b) Fiir eine reelle Folge (a,) sei b, := max{a,,0} und ¢, := max{—a,,0}, so dass a, =
by, — ¢, und |a,| = by+c, fiir jedes n € N. Dannist ) | a, genau dann absolut konvergent,
wenn beide Reihen ) > b, und )", ¢, konvergieren. In diesem Falle ist >~ a, =

2211 bn — Ziil Cn.

7.5. Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen: Sei (b,) eine monoton fallende
Folge mit b, — 0. Setzt man a, := (—1)"b,, n € N, so konvergiert >  a

Beweis. Wie im Fall b, = 1/n im Beispiel in 7.3. O

Bemerkung: Beachte, dass aus den Voraussetzungen folgt: b, > 0 fiir alle n € N.

Bemerkung: Monotonie ist hier wichtig! Setzt man nur voraus, dass b, > 0 fiir allen € N
und b, — 0, so ist die Aussage i.a. falsch (Beispiele in den Ubungen).

7.6. Wurzelkriterium: Sei (a,) eine Folge und « := limsup y/|a,| € [0, 0o].

n—oo

(1) Ist w < 1,80 ist Y~ | @, absolut konvergent.

(2) Ist o > 1, so divergiert Y > | ay.

Bemerkung: Ist a = 1, so liefert das Wurzelkriterium keine Entscheidung. Denn Yot
ist divergent und a = limsup {/1/n = lim1/{/n = 1, hingegen ist S_°° | =5 konvergent

mit o = limsup {/1/n? =lim1/({/n)? =

Beweis. Ist a < 1, so wahlen wir § € («a, 1). Dann gilt {/|a,| < 3 fiir fast alle n € N, also
la,| < B" fiir fast alle n € N. Wegen § € (0, 1) konvergiert Y >°, 4", und die Behauptung
folgt aus 7.4(1).

Ist & > 1, so wahlen wir v € (1,«). Dann gilt {/|a,| > v > 1 fiir unendlich viele n,
also |a,| > 1 fiir unendlich viele n € N. Somit ist a, # 0, und nach 7.2(4) ist >~ a,
divergent. ]

Beispiel: Sei p € N. Wir untersuchen Konvergenz von » ° nPz" fir + € R mit dem
Wurzelkriterium. Hier ist a,, = nPz™ und

Van| = (/n)le] — Jz| (n — o).

Also ist > 7 nmPa™ fiir |z| < 1 absolut konvergent und fiir |z| > 1 divergent. Fir |z| = 1
gilt |a,| =n? — oo und > 7 nPa™ ist nach 7.2(4) divergent.
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7.7. Quotientenkriterium: Sei (a,) eine Folge mit a, # 0 fiir fast alle n € N und
¢y = |25 filr n mit a, # 0.

(1) Ist ¢, > 1 fiir fast alle n € N, so ist >~ | a, divergent.

(2) Ist limsupe, < 1, so ist Y, a, absolut konvergent.
Ist liminf ¢, > 1, so divergiert > 7 | a,.

Bemerkung: Konvergiert (¢,) gegen a, so ist fiir & < 1 die Reihe ) | a,, absolut kon-
vergent und fiir @ > 1ist >~ | a, divergent. Im Falle o = 1 ist keine allgemeine Aussage
moglich (man betrachte wieder a,, = £ bzw. a, = ).

Beweis. (1) Es sei ¢, > 1 fiir n > ng. Dann ist |a,| > |an—1| > ... > |a,,| > 0 fiir alle
n > ng, dh |a,| /4 0. Nach 7.2(4) divergiert Y >° | ay.

(2) Ist @ := limsup ¢, < 1, so wéhle 3 € («, 1). Es gilt dann ¢, < f fiir fast alle n € N, dh
wir finden ng mit ¢, < 3 fiir alle n > ng. Es folgt

lan| < Blan—1] < ... < B an,| = B (|an,|67°)

fiir alle n > ng. Wegen 8 € (0,1) konvergiert Y~ 3", und nach 7.4(1) ist >~ | a, absolut
konvergent.
Ist liminf ¢, > 1, so folgt ¢, > 1 fiir fast alle n und Y | a, divergiert nach (1). O

7.8. Die Exponentialreihe: Wir betrachten » ° %7: fiir z € C. Die Reihe konvergiert
fiir z = 0: Y0° ) % = 1. Setzt man fiir z # 0: a, := z"/nl, so gilt

L,

n+1

Qp+1
G,

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe also fiir jedes z € C absolut. Ins-
besondere ist die Reihe Y 7 %T,L fiir jedes x € R absolut konvergent.

Satz: Es gilt > >0 L =e.

n=0 n!

Beweis. Fir jedes n € N gilt:

SRIEDIES RS T

Fiir n — oo erhalten wir e < Y777 .
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Andererseits ist fir fixiertes m € N und n > m:

(=S (D) -2 (Y

woraus fir n — oo folgt: e > b,,. Fiir m — oo erhalten wir e > Z;O:o % O

Bemerkung: Allgemeiner gilt (1 + £)* — >7° fc—lf fir jedes x € R (— spéter).
Wir erhalten wegen n! > 277! fiir jedes n € N die Abschitzung

e<1+§:21_":1+§:2_k:3.
n=1 k=0

7.9. Umordnungen: Sei (a,) eine Folge und ¢ : N — N eine bijektive Abbildung. Setze
by = Gy fiir jedes n € N. Dann heifit (b,) [bzw. Y ° | b,] eine Umordnung von (a,,) [bzw.

von Y ay).

Beispiel: (aq, a4, a1, ag, ag, as, as, ar, . . .) ist eine Umordnung von (a,) (aber keine Teilfolge
von (ay)!).

Satz: Sei (b,,) eine Umordnung von (ay,).

(1) Ist (a,) konvergent, so konvergiert auch (b,,) und lim a,, = lim b,,.

(2) Ist >_ 7 | a,, absolut konvergent, so ist auch Y~ | b, absolut konvergent und > | a,, =
2 et b

Beweis. (1) Setze a := lima,. Sei ¢ > 0. Dann gilt |a,, — a| < ¢ fiir fast alle n € N, also
auch |aym) — al < € fiir fast alle n € N.

(2) Wegen der Bemerkung in 7.4 reicht es, den Fall a,, € R und a,, > 0 zu betrachten. Fiir
jedes N € N gilt

N max p({1,...,N}) N max o~ '({1,...,N})

She Y wowmd Yas Y on

n=1 k=1 n=1 k=1
Daraus folgt die Behauptung. ]
Riemannscher Umordnungssatz (ohne Beweis): Sei >~ | a, konvergent, aber nicht

absolut konvergent. Dann gibt es fiir jedes s € R eine Umordnung > >~ b, von » ~  a,
mit > 7 b, = s. Es gibt auerdem divergente Umordnungen von » > | a,,.

Beispiele hierzu gibt es in den Ubungen.
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7.10. Das Cauchyprodukt: Seien ) ° - a, und > ° b, Reihen. Setze fiir jedes n € Ny:

Cp = Z akbn,k = aobn + albn,1 + ...+ anflbl + ano-
k=0

Die Reihe 7 ¢, heifit das Cauchyprodukt der Reihen Y ja, und > 07 b,.

Satz: Sind die Reihen ) >  a, und > 7 b, absolut konvergent, so ist auch ihr
Cauchyprodukt Y ° ¢, absolut konvergent und es gilt

B () (24)

Beweis. Auch hier reicht es, den Fall a,,b, € R und a, > 0, b, > 0 zu betrachten. Es gilt
dann fiir jedes N € N:

woraus die Behauptung folgt. [
Ende Do

17.11.11
Beispiel: Sei € R mit |z| < 1. Dann konvergiert > 2™ absolut. Das Cauchyprodukt

von »_>° " mit sich selber ist

> (Z ) =Y e van
=0 \ k=0 n=0
Nach dem Satz konvergiert diese Reihe absolut und es gilt

Sl = (o) =

7.11. Die Exponentialfunktion: Da die Exponentialreihe nach 7.8 fiir jedes z € C
konvergiert, konnen wir durch

(e 9]

E:C—C, ZP—>E<Z)2:ZZ

n!

n

n=0
eine Funktion definieren, F heifit die komplexe Exponentialfunktion.
(0) Es gilt £(0) = 1.
(1) Fiir alle z,w € C gilt E(2)E(w) = E(z + w).
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[Cauchyprodukt fiir a,, = 2"/n! und b, = w™/n!; man hat dann

n= Y ah= Y Gt = 3 () st = CEE

nach dem binomischen Satz, und 7.10 gibt die Behauptung,|
(2) Fiir alle 2 € C gilt E(z) # 0 und E(z)~! = E(—=2), sowie E(2)" = E(nz) fiir alle n € Z.

[Es ist 1 = E(0) = E(z + (—z2)) = E(2)E(—=z), woraus E(z) # 0 und E(2)"! = E(—=2)
folgt. Der Rest folgt aus (1).]

1)
(3) Fiir alle z € R gilt E(z) € R und E(z) > 0; fiir x > 0 gilt E(z) > 1.
[Sei # € R. Dann ist E(z) € R klar und fiir z > 0 gilt

n

B(z)=Y % >1+2> 1.

n=0" "~
>0

Also ist fiir z < 0 nach (2): E(z) = E(—x)~' € (0,1).]
(4) Fir alle z,y € R gilt: x <y = E(z) < E(y).
[Ist < y, so gilt nach (1) und (3):

Ey)=Ey—=z)E(x) > E(x).

(y) = E(y —z) E(x) > E(x).]
>0 >0

(5) Es ist sup{E(x) : x € R} = oo und inf{E(z) : x € R} = 0.

[Fiir jedes K > 0 gilt E(K) > 1+ K > K (woraus die erste Behauptung folgt) und also
auch 0 < E(—K) = E(K)™! < 1/K, woraus die zweite Behauptung folgt.]

(6) Fiir alle z € C gilt E(z) = E(z).

[Dies folgt aus der Definition, sowie der Tatsache, dass w, — w fiir eine komplexe Folge
(w,) impliziert: w, — w.]
(

7) Fiir alle z,y € R gilt E(z +iy) = E(x)E(iy) und |E(iy)| = 1.
[Die erste Gleichung folgt aus (1). Mittels (6), (1) und (0) gilt fiir y € R:

— \/E(iy)E(iy) = /E(iy)E(—iy) = \/E(iy — iy) = 1]

(8) Fiir alle 7 € R gilt {/E(z) = (%)

[Bs gilt nach (2): B(2)" = ( £) — B(x))
(9) Fiir alle z € C gilt |E(2)| = E(Re 2).
[Nach (6), (1) und (8) ist:

=\/E(2)E(z) = /E(z + %) = VE(2Rez) = E(Rez).]
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Bemerkung und Definition: Wegen (2), (8) und 7.8 gilt fiir alle m € Z und alle n € N:

1 m
et = Bm), Ve=B(=), Vem=B(T) = (vo)".
n n
Man schreibt deshalb auch e* := E(z) fiir jedes z € C. Eine andere Bezeichnung ist
exp(z) := E(z).
Wir zeigen noch die folgenden Abschatzungen:
(10) Fiir alle h € C gilt |E(h) — 1| < |h|E(|h]).
(11) Fiir alle h € C\ {0} gilt |22 — 1] < |a|E(|h]).

Beweis. Es ist E(h) = 1+h+g—f+g—? +.... Also

" o |h |h|”*
h)—1|=lzm\§!hlz o =1n !Z = [R[E([A]),
n=1 ’ n=1 ’

womit (10) gezeigt ist. Fiir h # 0 haben wir

E(h) - h|" = |h|" !
O s> iy < S P < gy

n=1

7.12. Sinus und Cosinus: Wir definieren die Funktionen sin : C — C und cos : C — C
durch

sinz == —(e” —e™ ") und cos 2 1= 5(622 + e ).

(0) Es ist sin0 = 0 und cos 0 = 1. [folgt aus 7.11(0)]

(1) Reihendarstellungen: Fiir jedes z € C gilt:

) B e (_1)n22n+1 B 23 Z5
SInz = nzzom—z—g—i—g—,
B e (_1)nz2n B 2,2 24 26
Das folgt aus
‘ 2 Z3 Z4 Z5 ZG Z7 28
Bliz) = iz =g — g v g g e
2 23 Z4 25 6 Z7 28

. z
E(—ZZ) = 1—ZZ—5+Z§+4——25—6—+ZE+§+
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(2) Fiir alle z € R gilt sinz € R und cosz € R, sowie

e” =cosz +isinr  und (sinz)® + (cosz)? = 1.

[Aus (1) folgt sinx, cosx € R. Weiter ist

Ree” = 5(6“ +e*)=cosz und Ime” = §<em — ') =sinz.
i

Somit (cosz)? + (sinz)? = |e*®|*> = 1 nach 7.11(7).] Ende Mo
21.11.11
(3) Additionstheoreme: Fiir alle z,w € C gilt:
sin(z 4+ w) = sinzcosw + cos z sinw,
cos(z +w) = coszcosw — sin zsinw.

Das folgt sofort aus 7.11(1) (zur Ubung).

Wir zeigen noch die folgenden Abschatzungen:
(4) Fiir alle h € C gilt: |sinh| < |h|E(|h]).

(5) Fiir alle h € C gilt: |cosh — 1| < |h|E(|h]).

(6) Fiir alle h € C\ {0} gilt: |22 — 1] < |h|E(|h]).
(7) Fiir alle h € C\ {0} gilt: [<=2=1] < |n|E(|h]).

Beweis. Die Abschitzungen folgen aus (10) und (11) in 7.11, wenn man beachtet:

sinh = i(E(z'h) —1— (E(—ih) — 1)),

21
cosh—1 = %(E(z’h)—1+(E(—z‘h)—1)),
sin h E(ih) — E(—ih) 1 (E(ih) — 1 E(—ih) — 1
TR il _1:§(T_HT_1)’
cosh —1 i B(ih) — 1+ E(—ih)—1 i (E(ih)—1 E(—ih) —1
h ) ih :§< ih _1_( —ih _1))

]

7.13. Potenzreihen: Sei z; € C. Eine Potenzreihe (PR) um zo hat die Form >~ ja,(z —
20)", wobei (ay)nen, eine Folge in C ist. Die a,, heiflen Koeffizienten der Potenzreihe und
zo heiit Entwicklungspunkt.

Wir nennen eine Potenzreihe reell, falls zo € R und alle a,, reell sind. Betrachten wir
reelle Potenzreihen mit Entwicklungspunkt xg € R und wollen reelle Zahlen einsetzen, so
schreiben wir héufig ">, an(z — x0)™.
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Fragen: Fiir welche z € C konvergiert eine gegebene Potenzreihe? Fiir welche z € R
konvergiert eine reelle Potenzreihe?

Beispiele: Die Potenzreihen fiir exp, sin und cos konvergieren fiir jedes z € C.
Die geometrische Reihe Y7 /2™ ist fiir |z| < 1 absolut konvergent und fiir |z| > 1 divergent.

Alle diese Reihen haben als Entwicklungspunkt zg = 0.

Bemerkung: Jede Potenzreihe )"  a,(z — z9)™ konvergiert fiir z = 2y, dh im Entwick-
lungspunkt. Setzt man z = z; ein, erhalt man namlich ag-14+a; -0+ as -0+ ... = ap.

7.14. Der Konvergenzradius: Sei ), a,(z — )" eine Potenzreihe. Setzt man

1
R:= Formel von Cauchy-Hadamard
limsup,, .. V/|ax| ( Y )
mit den Konventionen % = oo und é = 0!, so gilt:

(a) Die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z — 2| < R.

(b) Die Potenzreihe divergiert fiir alle z € C mit |z — zo| > R.

Die Zahl R heifit Konvergenzradius (KR) der Potenzreihe.

Bemerkung: Im Falle R = 0 konvergiert die Potenzreihe also nur fiir z = 2, und divergiert
fir alle z € C\ {z}.

Im Fall R = oo ist die Potenzreihe fiir jedes z € C absolut konvergent.

Bemerkung: Im Fall R € (0,00) lasst sich fiir z € C mit |z — 29| = R keine allgemeine
Aussage treffen:

(a) Die geometrische Reihe ) > 2" hat Konvergenzradius R = 1, sie divergiert fiir jedes
z € Cmit |z| = 1.

(b) Die Potenzreihe Y o° | 27 hat Konvergenzradius R = 1, fiir jedes z € C mit |z| = 1 ist
sie absolut konvergent.

Folgerung: (a) Konvergiert die Potenzreihe fiir ein z; € C, so konvergiert sie absolut fiir
alle z € C mit |z — 29| < |21 — 20| und fiir den Konvergenzradius R gilt R > |21 — 29|

(b) Divergiert die Potenzreihe fiir ein z; € C, so divergiert sie fiir alle z € C mit |z — zy| >
|21 — 20| und fiir den Konvergenzradius R gilt R < |z; — 2.

Beispiele: (1) Die Potenzreihen fiir exp, sin, cos haben jeweils Konvergenzradius oc.

(2) Die geometrische Reihe )" ;2™ hat Konvergenzradius R = 1, ebenso die Potenzreihen
> oo onPz™ mit p € N. Die Potenzreihe Y2 n"z" hat Konvergenzradius R = 0.

1Beachte, dass a := limsup {/|a,| € [0, 0] und dass also diese Konventionen fiir 1/« € [0, o] sinnvoll
sind, vgl. 6.10.
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Beweis des Satzes. Wir haben fiir z € C\ {z}:
limsup {/|a,(z — 20)"| = (lim sup v/ |an|> |z — 2o

und die Behauptungen des Satzes folgen aus dem Wurzelkriterium 7.6. [

Bemerkung: Eine reelle Potenzreihe "~ a,(z — x)" mit Konvergenzradius R € (0, oo]
ist fiir x € (rg — R, 20 + R) absolut konvergent und fiir z € R\ [zg — R, xo + R] divergent.
Fir z = o £ R ist keine allgemeine Aussage moglich!

7.15. Satz: Sei > - an(z — z)" eine Potenzreihe mit a, # 0 fir fast alle n € N. Gilt
|“2£4] — «, wobei 0 < a < oo, so ist der Konvergenzradius R = 1/a.

Beweis. Das folgt aus dem Quotientenkriterium (Bemerkung in 7.7). O]
Beispiel: Fiir die Exponentialreihe ist a,, = 1/n!, also |2 | = —7 —0und R=1/0= oo
Auf die Potenzreihen fiir sin und cos aus 7.12 lisst sich der Satz nicht anwenden.
Bemerkung: Hier erlauben lim sup |***| und lim inf |****| i.a. keine Entscheidung!

2+(=D"\n
3

Beispiel: a,, = ( “)7 fiir alle n € No. Dann ist

Ant1

0 = { 3 ,n ungerade, and

1 ,n gerade.

_ { 3" . n ungerade,

an 371 n gerade.

also lim sup [*2+| = oo und liminf [*2#2| = 0, aber der Konvergenzradius ist R = 1.
n n

7.16. Gleichmiflige Konvergenz von Potenzreihen: Sei ) ° a,(z — )" eine reelle
Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0, oo] und

NE

fi(xo—R,zo+ R) = R,z f(z) =

an(x — x0)",

n=0
sowie fiir jedes N € Ny:
N
f:(zo—R,z0+ R) = Rz f(x Zanx—xo ,
n=0
Frage: Wie gut ist die Approximation, dh wie konvergiert fy fir N — oo gegen f. Ende Di

22.11.11
1.Antwort: Es gilt fiir jedes x € (zg — R,z + R): fn(x) — f(x) (N — o0), also

VSCG(IO—R 330+R>V€>OE|N0€NVN>NO ’fN( ) <I>|<€.
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Man sagt, “die Funktionenfolge (fn)nyen konvergiert punktweise auf (xg— R, xo+ R) gegen
die Funktion f”.

2. Antwort: Ist r € (0, R) und x € [xg — 7,2 + 7], so gilt

00 oo
[n@@) = f@) < ) lanllz —aol” < ) Jan|r™
n=N+1 n=N+1

Ist nun € > 0, so finden wir Ny € Nmit Y . |a,|r™ < ¢ fiir alle N > Ny. Es gilt dann
fir alle N > Ny und alle z € [zg — 7,29 + 7]:

[e.9]

(@) = f@)] < Y laalr" <e,

n=N-+1

dh wir haben gezeigt:
Ve > 03Ny € NYN > NoVa € [zg — 1,20+ 7] | fn(z) — f(2)] < e.

Man sagt hierzu: “die Funktionenfolge (fy)nyen konvergiert auf [xg — r, xo +r| gleichmdflig
gegen die Funktion f7.

Fazit:
(a) Es gilt fy — f punktweise auf (zg — R, zo + R).
(b) Fiir jedes r € (0, R) gilt fy — f gleichméBig auf [xg — r,xo + 7].

Beispiele: (1) Fiir jedes 7 > 0 konvergiert die durch fy(z) :== 3N % definierte Funk-

tionenfolge (fy) auf [—r,r] gleichméBig gegen exp. Entsprechendes gilt fiir die sin- und
cos-Reihen aus 7.12.

(2) Fir jedes r € (0,1) konvergiert die durch fy(x) := ZTJLO 2" definierte Funktionenfolge
(fn) auf [—r, 7] gleichméBig gegen die durch f(z) = > 2™ = 1= definierte Funktion f.
Auf [0,1) konvergiert (fx) punktweise gegen f, aber nicht gleichméafig!

7.17. R ist iiberabzahlbar: Die folgende Teilmenge C' von R ist namlich iiberabzahlbar:

C = {Zg—z tay, € {0,2} fir allen € N}.
n=1

Beweis. (i) Ist a, € {0,2} fiir alle n € N, so konvergiert > >0, %= da >°°° - eine kon-

n=1 3n> n=1 3n
vergente Majorante ist (es gilt dabei > 7, % = %Z;’io 3% =1).

(i) Wir wissen, dass die Menge {0, 1} aller Folgen (z,)nen in {0, 1} iiberabzihlbar ist
(vgl. mit Beispiel 6.12(5)).
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(iii) Die Abbildung
> 2z,
3n

n=1

A0, = M, () =

ist bijektiv: Surjektivitdt von ¢ ist klar. Zum Beweis der Injektivitét seien (z,), (y,) €
{0, 1} mit (z,) # (y). Dann finden wir ein minimales ng € N mit z,,, # yn,, also etwa
mit z,, = 0 und y,, = 1. Es gilt dann

Gll)) =D S5+ D Sr<at ) oo=at+1/3"

n=1 n=ngp+1 n=ng+1

und

Y((yn)) = a 3n0+ Z > a42/3m,

also P ((xn)) < ¥((yn))- ]

Hintergrund der Konstruktion von C' im Beweis ist die g-adische Entwicklung reeller
Zahlen, wobei g € N mit g > 2:

Fiir jedes x € [0, 1] gibt es eine Folge (a,)nen in {0,1,...,9 — 1} so, dass gilt:

o0
an

T = —.
gn

n=1
Man schreibt dies dann als
xz = 0.a1a%a;3 ...,

wobei aus dem Zusammenhang klar sein muss, was ¢ hier sein soll.

Gebrauchlich sind vor allem die Dezimaldarstellung (¢ = 10) und (meist im Zusammenhang
mit Computern) die Dualdarstellung (g = 2). Fiir die Menge C haben wir g = 3 genommen.

Die Folge (a,,) ist nicht fiir jedes = € [0, 1] eindeutig bestimmt, z.B. gilt

<. 2 =0
DTS 2_;3—

n=2

w I

(links steht 0.02222 ... und rechts steht 0.10000. .., wobei hier g = 3).

Bemerkung: C ist die Cantormenge, die man auch wie folgt erhélt: Setze Cy := [0, 1].
C entstehe aus Cj durch Entfernung des offenen mittleren Drittels (1/3,2/3). Cs entstehe
aus C durch Entfernen des mitteleren Drittels aus jedem verbliebenen Teilintervall, und
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ebenso entstehe ), aus C, fiir jedes n > 2. Man erhélt eine Folge Cy D C; D Cy D ...
und setzt C':= [, oy, Cn-

Die einem z € C' zugeordnete Folge (a,) in {0, 2} beschreibt fiir jedes n € N, ob z im n-ten
Schritt im linken Drittel a,, = 0 oder im rechten Drittel a,, = 2 des bisherigen Intervalls zu
finden ist, was man sich auch als dyadischen Baum vorstellen kann.
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8 Stetigkeit

8.1. Definition: Sei ) # D C R und f : D — R eine Funktion. Die Funktion f heifit
stetig in xo € D, falls fiir jede Folge (z,,) in D mit z,, — zo gilt f(x,) — f(x0).

Die Funktion f heifit stetig in/auf D, falls sie in jedem xy € D stetig ist.

8.2. Beispiele: (1) exp, sin und cos sind stetig in 0.

Beweis. Sei (z,,) eine Folge mit z,, — 0. Wir finden M € R mit |z,| < M fir alle n € N.
Nach 7.11(10), 7.12(4) und 7.12(5) gilt

|E(zn) = E(0)] ]

=1

| sinx, — gin( | < x| E(J2,]) < B(M) |z,] — 0.
=0

| cos z, — cos 0|
=1 J

(2) exp, sin und cos sind stetig auf R.

Beweis. Sei xy € R und (z,,) eine Folge mit x,, — (. Dann gilt nach 7.11, 7.12 und (1):

|E(2n) — E(zo)| = E(20)|E(zn — 20) = 1] =0,
—0
|sin(z,,) — sin(zg)| = |sin(x, — x¢) cos xg + cos(z, — o) sin xy — sin x|
< |coszol sin(z, — xo)| +[sin x| | cos(zn — x9) — 1] — 0,
0 —0
| cos(z,) — cos(zg)| = |cos(z, — xg) coszy — sin(x,, — o) sin g — cos x|

< |coszo|| cos(x, — o) — 1| + | sin || sin(x,, — zo)| — 0.

Ende Do

(3) Ist p € R[X] ein Polynom, dh p(X) = a,, X™ + @, 1 X™ ' + ... + a1 X + ay, so ist die 2411.11

Funktion R — R, = — p(z) stetig. Dies folgt aus 6.3, genauso wie der folgende Satz.

8.3. Satz: Seien f,g : D — R Funktionen, die in zq € D stetig sind. Dann sind auch
f+g,f-9: D — Rin x stetig. Ist g(x) # 0, so ist auchﬁ:D\{xED:g(x) =0} —-R
stetig in xg.
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Beachte: Ist g stetig in 2y und g(zo) # 0, so gibt es ein § > 0 mit
(o — 9,20 +0)N{x € D: g(x) =0} =10,
dh mit g(z) # 0 fir alle z € D mit |z — x| < d.

Beweis. Andernfalls findet man zu jedem n € N ein z, € D mit g(z,) = 0 und =z, €
(xo — 1/n,x0 + 1/n), dh mit |z, — xo| < 1/n. Wir haben also z,, — x¢ und wegen der
Stetigkeit von ¢ in g auch 0 = g(x,) — g(z¢) # 0 Widerspruch! O

Beispiel: Sind p € R[X] und ¢ € R[X]\ {0} reelle Polynome, so ist die rationale Funktion
g:R\{xER:q(m)zO}HR, T —
q

stetig.

8.4. Grenzwerte bei Funktionen: Sei ) # D C R und f : D — R eine Funktion. Seien
a,f € RU{oo,—oc0} derart, dass eine Folge (z,) in D \ {a} mit x, — « existiert. Wir
schreiben

lim f(x) = 0,

falls fiir jede Folge (z,) in D \ {a} mit z, — «a gilt: f(x,) — 0.
Beispiele: Aus den Abschétzungen in 7.11 und 7.12 folgt etwa:

lim, 0 E(x) =1, lim, .o F(z) =00, lim, ., o E(z) =0,

sinz __
T _1’

cosz—1 __ 0

llmxﬂo hmmg,o hmxﬂo

Bemerkung: (1) g ist in dieser Definition eindeutig bestimmt (das liegt daran, dass es

mindestens eine Folge (x,) in D\ {a} mit z,, — « gibt).

(2) Der eventuell vorhandene Funktionswert f(«) spielt keine Rolle.

Definition: Ist &« = 25 € R und gibt es eine Folge in D \ {x¢} mit 2, — xg, so heifit zq
ein Haufungspunkt von D. Fiir jedes x¢ € R und jede Menge D C R gilt:

xo ist Haufungspunkt von D <= V4§ > 0Us(xo) N (D \ {zo}) # 0.
Beispiele: 0 ist ein Haufungspunkt von (0,1) oder von {1/n : n € N}, aber 0 ist kein
Haufungspunkt von Z.

Bemerkung: Ist o € D kein Haufungspunkt von D, so gibt es ein § > 0 mit
Us(xg) N (D \ {xo}) =0, dh mit Us(zo) N D = {x0}.
Ein solches zg heifit isolierter Punkt von D.

Eine Funktion f : D — R ist in jedem isolierten Punkt xy von D stetig.
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Beweis. Ist (x,) eine Folge in D mit =, — =z, so folgt =, = z¢ fiir fast alle n, also
f(z,) = f(zo) fir fast alle n und somit f(z,) — f(xo). Also ist f in zq stetig. O

Satz: Die Funktion f : D — R ist stetig genau dann, wenn fiir jedes zqg € D, das
Héaufungspunkt von D ist, gilt: lim, .., f(z) = f(xo).
z? Lz el0,1)
Beispiel: Sei D =[0,1]U{2} und f: D = R, f(zx):=¢ 1/2 ,z=1
0 ,z=2
)

(i) zo € [0,1): Ist (z,) eine Folge in D mit x,, — xq, so gilt z,, € [0,1) fiir fast alle n, und
somit f(z,) = 22 — 2. Also ist f stetig in .

(ii) wp = 1: Ist (x,) eine Folge in D \ {1} mit x,, — 1, so gilt ebenfalls x,, € [0,1) fiir fast
alle n, also f(z,) = 2 — 1. Somit gilt lim,_; f(z) =1 # 5 = f(1) und f ist in 7o = 1
nicht stetig.

(ili) zo = 2 ist ein isolierter Punkt von D (man nehme etwa ¢ = 1/2). Also ist f in xy = 2
stetig.

8.5. e-0-Kriterium: Sei ) # D C R, f : D — R eine Funktion und 2y € D. Dann ist f in
xo stetig genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 so gibt, dass

fir alle z € D mit |z — x| < 6: |f(x) — f(z0)| < e.

Beweis. Es gelte “e-¢”. Sei (z,,) eine Folge in D mit z,, — 2o und € > 0. Dann finden
wir ein 6 > 0 mit |f(z) — f(zo)] < € fir alle x € D mit | — x9| < 6. Wegen z,, — x
gilt |z, — x| < § fiir fast alle n. Es folgt |f(z,) — f(zo)| < € fiir fast alle n. Damit ist

f(x,) — f(xo) gezeigt.
Wenn “e-0” nicht gilt, finden wir ein £ > 0 und zu jedem n € N ein z,, € D mit

20 — 20 < 1/n[=3] und | f(z,) — f(zo)] > <.

Es gilt dann z,, — xg, aber f(z,) 4 f(xo). Somit ist f in xy nicht stetig. O

8.6. Satz zur Komposition stetiger Funktionen: Seien D, D, C R, f: D; — R und
g : Dy — R Funktionen. Es sei f(D;) C Dy, o € Dy und yo := f(z0). Ist f stetig in z
und ¢ stetig in yg, so ist go f : D7 — R stetig in x,.

Beweis. Sei (x,,) eine Folge in Dy mit x, — xo. Da f in x, stetig ist, folgt v, := f(z,) —
f(zo) = yo. Da g stetig in yy ist, folgt

(g0 f)(@n) = g(f(zn)) = g(yn) — 9(yo) = g(f(20)) = (g © f) (o).
Also ist g o f in z( stetig. [

o4

Ende Mo
28.11.11



Beispiel: Sei p € N. Die Funktion g, : [0,00) — R, 2 + {/z ist stetig (nach 6.5(1)). Da
f 1z~ a? stetig ist, ist auch x — gy 0 f(z) = Va2 = |z| auf R stetig.

Die Funktion expo(f +sin) : R — R, z + exp(z? + sinx), ist auf R stetig.

o0

8.7. Stetigkeit von Potenzreihen: Sei ) " ja,(z — z¢)" eine reelle Potenzreihe mit
Konvergenzradius R, wobei 0 < R < oo. Dann ist die Funktion

f:(ro—R,xg+R) =R, z+ f(z):= Zan(as—xo)"
n=0

auf D := (xg — R,y + R) stetig.

Wir zeigen diesen Satz mithilfe des folgenden allgemeinen Satzes.

8.8. Gleichméafliger Limes stetiger Funktionen: Sei ) # D C R und (f,).en eine
Folge von stetigen Funktionen f,, : D — R. Die Folge (f,) konvergiere auf D gleichméBig
gegen eine Funktion f: D — R. Dann ist f in D stetig.

Beweis von Satz 8.7. Sei r € (0, R). Nach 7.16 konnen wir 8.8 anwenden auf D := [zg —
r, zo + r] und die Folge (fy)nen, wobei

N
fvilzo—rixzg+r] =R, x— fy(z) = Z%(SE — )",

n=0

Somit ist f stetig auf [xg — r,zo + r]. Da r € (0, R) beliebig war, ist f stetig auf (zo —
R, To + R) O]

Beweis von Satz 8.8. Sei xg € D und € > 0. Fiir jedes x € D und n € N ist dann

[f (@) = fzo)| < [f(2) = ful@)] + | ful2) = ful@o)| + [fn(z0) — f(20)]-

Zunéchst finden wir m € N so, dass fiir alle £ € D gilt: |f,,(Z) — f(Z)] < ¢/3. Da f,
in xy stetig ist, finden wir ein 6 > 0 so, dass fiir alle x € D mit |z — 29| < ¢ gilt:
|fm(z) — fi(z0)| < €/3. Fiir jedes x € D mit |z — xy| < ¢ folgt dann (setze T = = bzw
= xo):

[f (@) = flzo)| < [f(@) = fin(@)] + | fm(2) = fn(@0)| + | fin(20) — f(20)] <&,

womit Stetigkeit von f in x( gezeigt ist. ]

Wie zeigt man gleichméflige Konvergenz? Sei D C R mit D # (). Sei (f,)nen eine
Folge von Funktionen D — R und f: D — R.
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(a) Findet man eine Folge (a,) mit a,, > 0 und «,, — 0 so, dass
fiir fast alle n € N und alle z € D: |f,(z) — f(2)] < an,

so konvergiert (f,) auf D gleichméBig gegen f.
(b) Findet man eine Folge (¢,) mit ¢, > 0 und Y7, ¢, < 00 so, dass

fir alle n € N und alle z € D: |f,(z)| < ¢y,

so ist die Reihe > 7 | f,(z) fir jedes x € D absolut konvergent. Definiert man nun
g:D—=R, zw— g(x):= an(x),
n=1

so konvergiert die Funktionenfolge (ZnNzl fn)nen auf D gleichméBig gegen g. Man
sagt dazu: “die Reihe > 7 | f, konvergiert gleichméBig auf D”.

(c) Wenn es xg € D so gibt, dass (f,(xo)) nicht gegen f(x) konvergiert, so konvergiert
(fn) nicht punktweise gegen f, also auch nicht gleichmaflig gegen f.

(d) Sind alle f, stetig auf D, aber f ist nicht stetig auf D, so konvergiert (f,) nicht
gleichméBig gegen f (Kontraposition von Satz 8.8).

Beispiele: (1) Die durch f,(z) := % definierte Funktionenfolge konvergiert auf [0, 1]

gleichmaflig gegen die Nullfunktion (ngen (a) mit a, = -).

(2) Die Reihe z — > 07, COSTEQQD) konvergiert gleichméBig auf R (wegen (b) mit ¢, = ).

(3) Die durch f,(x) := 2™ auf [0, 1] definierte Funktionenfolge konvergiert auf [0, 1] punkt-
weise aber nicht gleichmaflig gegen die durch

definierte Funktion f :[0,1] — R (wegen (d)).

Bemerkung: Eine Funktion g : D — R heifit beschrankt (auf D), falls {g(z) : x € D}
beschrankt ist, dh falls gilt
sup{|g(z)| : x € D} < 0.

Fir jedes € > 0 gilt
Ve e D:|fu(z) = f(z)| <& <= sup{|fu(z) — f(2)| : z € D} <¥¢,
und somit

fn — f gleichméBig auf D <= sup{|f.(z) — f(x)| : x € D} — 0.
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Dabei ist rechts insbesondere gemeint, dass sup{|f.(z) — f(z)| : * € D} < oo fiir fast alle
n € N gilt.

Die Bedingung in (a) bedeutet
sup{[fu(2) — f(2)] : © € D} < an,

und die Bedingung in (b) bedeutet

sup{|fu(2)] : © € D} < ¢y,

so dass man nach 7.4(1) in (b) sogar

Zsup{|fn(x)| cx € D} < o0

hat. Es gilt noch folgendes:

(e) Sind alle f,, auf D beschrankt und gilt f, — f gleichméfig auf D, so ist f auf D
beschrankt,

denn:

sup{|f(z)| : ¥ € D} < sup{|f(x) — fu(@)| : 7 € D} +sup{|fu()| : 7 € D},

und wir finden n € N so, dass das erste Supremum < 1 ist. Das zweite Supremum ist
endlich.

Insbesondere kann eine Folge beschrankter Funktionen nicht gleichméaflig gegen eine
unbeschrankte Funktion konvergieren, dh

(e’) Sind alle f,, auf D beschriankt, aber f ist auf D nicht beschrénkt, so konvergiert (f,,)
auf D nicht gleichmaBig gegen f.

Vergleiche mit dem Beispiel der geometrischen Reihe auf D = [0, 1) in 7.16.

8.9. Zwischenwertsatz (ZWS): Seien a,b € R mit @ < b und f : [a,b] — R stetig. Es

sei yo zwischen f(a) und f(b) (dh yo € [f(a), f(b)], falls f(a) < f(b), und yo € [f(b), f(a)],
falls f(a) > f(b)). Dann gibt es ein g € [a, b] mit f(xg) = yo.

Beweis. Ohne Einschrankung sei f(a) < f(b) (andernfalls betrachte —f und —yp). Wir
konstruieren induktiv eine Intervallschachtelung (I,,) mit I, = [a,, b,] so, dass b, — a, =
(b—a)/2" und yo € [f(an), f(b,)]. Setze dazu Iy := [a,b] (IA) und im Induktionsschritt

Cp = % und

[ [an, cn] , falls f(cn) > yo

il [Cn,bp]  falls f(en) <wyo
Setze zy = lim, a,, = lim, b,. Da f stetig ist, folgt f(x¢) = lim, f(a,) = lim, f(b,) und
wegen yo € [f(an), f(b,)] fiir jedes n € N dann auch yy = lim,, f(a,) = lim,, f(b,). O

o7

Ende Di
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Folgerung: Ist I ein Intervall und f : I — R stetig, so ist f(/) ein Intervall.

Bemerkung: Eine Teilmenge J C R ist genau dann ein Intervall, wenn fiir alle ¢,d € J
mit ¢ < d gilt: [c,d] C J.

Beweis der Folgerung. Seien ¢,d € f(I) mit ¢ < d. Sei yo € [c,d]. Wir finden a,b € I mit
f(a) = cund f(b) = d. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein zy zwischen a und b mit
f(z0) = yo. Somit ist yo € f(I), und [c,d] C f(I) ist gezeigt. O

Beispiel: Ist p € R[X] ein normiertes Polynom von ungeradem Grad m, so gilt p(R) = R.

Beweis. Wegen des Zwischenwertsatzes reicht es zu zeigen, dass p(x) — oo fiir £ — oo und
dass p(z) — —oo fur x — —oo. Die Behauptungen sind klar fiir m = 1. Sei also m > 3
und p(z) = 2™ + a1 2™+ .+ arx + ag. Fir @ > 1+ |am_1| + [am_2| + . .. + |a1| + |ao]
gilt dann

p(z) > 2" —|apmo1|T™ ! = |ama]™ T — .. — 1|z — |ag
> 2™ — a1 |t — |ama ™ — = a2 — |ag|z™
> 2" (@ = (e ] + lam—| + ... + |a1] + |aol))
>1
> 2™t = o0 (17— 00).
Die Aussage fiir v — —oo zeigt man &hnlich. O

8.10. Einseitige Grenzwerte: Sei D C R und f : D — R eine Funktion. Sei zy € R ein
Héufungspunkt von D N (zg, 00) [bzw. von D N (—o0, xg)]. Wir schreiben

lim f(z)=03€RU{oo,—00} [bzw. lim f(x)=p¢€ RU{oo,—00}],

T—To+ T—To—

falls fiir jede Folge (x,,) in DN (z, 00) [bzw. in DN (—00, zo)| mit z, — z gilt: f(x,) — 5.

Im Falle der Existenz heifit lim, ..+ f(z) rechtsseitiger Limes und lim, .., f(z) heifit
linksseitiger Limes von f in xg.

Bemerkung: Man kann sich fiir den rechtsseiten Limes auf monoton fallende Folgen und
fiir den linksseitigen Limes auf monoton wachsende Folgen (z,) beschrianken!

Schreibweisen: lim, ., 0 f(z), limg ., f(z) fir lim, ..+ f(x) und lim, .o f(2),

limg,, f(x) fiir im,_.,,— f(x).

1 €(0,1)
0,1

T
’ . Dann gilt
0 .z ¢(0,1) &

Beispiel: Sei D = R und f : R — R gegeben durch f(x) := {
lim, o4 f(z) = 1 und lim,_o_ f(z) = 0.
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Satz: Sei f : D — R eine Funktion und zy € D Haufungspunkt sowohl von D N (—o0, z¢)
als auch von D N (xg,00). f ist stetig in zq genau dann, wenn gilt:

lim f(z)= f(zo) = lim f(x).

r—xo+ rT—To—

8.11. Monotone Funktionen und Stetigkeit: Sei ) # D C R und f : D — R eine
Funktion. f heit monoton wachsend [bzw. monoton fallend], falls fiir alle 21, x9 € D gilt:

11 S @ = f(z1) < f(x2)  [bzw. f(z1) = f(22)]-

f heiit streng monoton wachsend [bzw. streng monoton fallend], falls fir alle 1,25 € D
gilt:

r1 <mp = f(21) < f(z2) [bzw. f(z1) > f(22)].
f heifit monoton, falls f monoton wachsend oder monoton fallend ist, und f heifit streng
monoton, falls f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Beispiele: £ : R — R ist streng monoton wachsend.
Die Funktion R — R, 2 — 22 ist nicht monoton.

>
DieFunktionf:]R—>]R,a:»—>{1 @20

0 ,2<0

ist monoton wachsend, aber nicht streng

monoton wachsend.

Satz: Sei I C R ein Intervall und f : I — R streng monoton wachsend |[bzw. fallend].

(a) Dann ist f injektiv und die Umkehrfunktion f=' : f(I) — R ist ebenfalls streng
monoton wachsend [bzw. fallend].

(b) Ist f zusitzlich stetig, so ist f(I) ein Intervall und f~!: f(I) — R ist stetig.

Beweis. zu (a): Injektivitat ist klar. Ist f streng monoton wachsend, erhalten wir durch
Kontraposition:
Ve, xe € 1 f(x1) > f(xg) <= 1 > 29,

woraus strenge Monotonie von f~1 folgt.

zu (b): Wir verwenden 8.10 zum Nachweis der Stetigkeit. Sei yo = f(x¢) € f(I) und
(yn) = (f(z,)) eine monotone Folge mit y, — 7o. Nach (a) ist dann auch (z,) eine
monotone Folge, die durch x; und xg beschrankt ist, und somit gegen ein o € I konvergiert.
Da f stetig ist, folgt y, = f(z,) — f(«). Somit ist f(a) =y = f(zo) und 2y = a, und wir
haben f~'(y,) = x, — zo = [~ (yo) gezeigt. O
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8.12. Der Logarithmus: Es gilt E(R) = (0,00). Die Abbildung £ : R — (0,00) ist
bijektiv und stetig. Ende Do

Definition: Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion £ : R — (0,00) heifit 01.12.11
(natiirlicher) Logarithmus log : (0,00) — R, dh also logz := Inx := E~!(z) fiir x € (0, 00).

Somit ist log(E(z)) = « fiir alle z € R und E(logy) = y fiir alle y € (0, 00).

Eigenschaften: log ist streng monoton wachsend und stetig. Es gilt log((0,00)) = R,
log(1) = 0 und log(e) = 1, sowie logz — oo fiir  — oo und logx — —oo fiir z — 0+.

Fir alle z,y > 0 gilt
log(zy) =logx +logy und log(xz/y) =logx — logy.
Es gilt namlich

E(logz +logy) = E(logz)E(logy) = xy = E(log(zy)),
E(logz —logy) = E(logz)E(—logy) = zE(logy)™! = z/y = E(log(x/y)).

8.13. Die allgemeine Potenz: Wir definieren fiir a > 0 die allgemeine Potenz:

a® := E(xloga) fir jedes z € R.

Bemerkung: Nach 7.11 stimmt dies fiir x € Z mit der bisherigen Definition iiberein. Fiir
x = 1/n mit n € Nist (ebenfalls nach 7.11) /" = /a. Fiir 2 = p/qg € Qmit p€ Z, ¢ € N
folgt aus 7.11:

P/l = \q/a_ — (%)p_

Fir a = e erhalten wir ¢* = E(x) wie in 7.11. Wir schreiben in Zukunft in der Regel e”
statt F(x).

Eigenschaften: Fir a,b > 0, z,y € R gilt:

(1) a® > 0;

(2) die Funktion = — a” ist auf R stetig (wegen 8.6);
(3)

(4) @ = e~7loga = (erloga)=1 — (go)~1 = 1 /¢,
(5)

(6)

(7)

Y — o (z4y)loga __ emlogaeyloga =a ay

5) log(a®) = log(E(xloga)) = xlog a;
6 ( ) —_ a:log(ay)(:‘r’)exyloga:axy.

7 ( ) _ ewlog(ab) 8: xloga zlogh __ — a%b*.

Der allgemeine Logarithmus: Sei a > 1. Dann ist die Funktion R — (0, 00), x — a”,
streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

60



Die Umkehrfunktion log, : (0,00) — R heit Logarithmus zur Basis a. Es ist also log, (a”) =
 fiir alle € R und @'°8¥ = y fiir alle y € (0, 00).
Satz: Fiir alle y € (0, 00) gilt log, y = &Y

loga®

log
Denn glose = E(%log a) = E(logy) = y.

8.14. Abgeschlossene und kompakte Mengen: Sei D C R.
D heiBt abgeschlossen, falls fir jede Folge (x,,) in D mit z,, — xy € R gilt: xy € D.

Beispiele: (1) Folgende Mengen sind abgeschlossen: R,
0, [a,8], (~o0,al, [a,00), {1/n:n € N}U {0},
(2) Folgende Mengen sind nicht abgeschlossen:
(a,b), (a,b], [a,b), (a,00), (—o0,a), {1/n:n e N}.
Bemerkung: D ist abgeschlossen genau dann, wenn jeder Haufungspunkt von D zu D
gehort.

Definition: D heifit kompakt, falls jede Folge (z,) in D eine Teilfolge enthélt, die gegen
ein oy € D konvergiert.

Satz: Sei D C R. Dann gilt:

D ist kompakt <= D ist abgeschlossen und beschrankt.

Beweis. Ist D kompakt und (z,) eine Folge in D mit =, — zp € R, so hat (z,) eine
konvergente Teilfolge mit Grenzwert in D. Also ist o € D, und D ist abgeschlossen. Ist D
nicht beschriankt, so finden wir eine streng monotone Folge (z,,) in D mit |z,,| — co. Diese
enthalt keine konvergente Teilfolge, und D ist nicht kompakt.

Sei umgekehrt D abgeschlossen und beschrénkt und (x,,) eine Folge in D. Nach Bolzano-
Weierstrafl hat (x,,) eine Teilfolge, die gegen ein xy € R konvergiert. Da D abgeschlossen
ist, gilt o € D. Somit ist D kompakt. ]

Beispiele: 0, [a,b] und [1,2] U [3, 4] sind kompakt.

8.15. Satz: Sei ) # D C R, D kompakt, sowie f : D — R eine stetige Funktion. Dann ist
f(D) kompakt und es gibt x1,zs € D mit

fir alle z € D gilt: f(x1) < f(z) < f(xq)

(dh “f nimmt auf D Maximum und Minimum an”).
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Beweis. Sei (y,) = (f(x,)) eine Folge in f(D). Dann ist (x,) Folge in D und es gibt eine
Teilfolge (xx(n)), die gegen ein xy € D konvergiert. Da f stetig ist, folgt yxm) = f(Tkm)) —
f(zo) € f(D). Somit ist f(D) kompakt. O

Folgerung: Sind a,b € R mit a < b und ist f : [a,b] — R stetig, so gibt es ¢,d € R mit
¢ < dund f([a,b]) = [c,d]. (Verwende auBlerdem 8.9.)
).

Beispiel: D = [1,53] und f(z) := 2®sin(e” + logz
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9 'Trigonometrische Funktionen und Hyperbelfunk-
tionen

9.1. Die Zahl 7: Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung und interessieren uns fiir
Nullstellen der Cosinus-Funktion. Nach 7.12 gilt fiir jedes x € R:

o 2n 2 4 6

nZE . x xr x

n=0

Die Reihe ist alternierend. Wie beim Leibnizkriterium 7.5 kénnen wir durch Abbrechen
der Reihe bei n = ny Abschatzungen nach oben oder nach unten angeben, wenn nur die
Folge (22"/(2n)!),>n, monoton fallend ist. Wegen
22 22(n+1)
>
(2n)! = (2(n+ 1))!
gilt dies fiir ng = 1, wenn 22 < 12, dh |z| < 2/3 ist.

Also gilt fiir alle z € [0,2v/3]:

& (2n+2)(2n + 1) > 2?

2 ot x?
1—E+ﬂ2008x21—5.
Insbesondere ist cos+v/2 > 0 und cos(\/iv 3 — \/3) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz 8.9 Ende Mo
gibt es mindestens ein zy € [v/2,v/2v/3 — v/3] mit coszy = 0. 05.12.11
Definition: Wir definieren 7/2 als die kleinste Nullstelle des Cosinus im Intervall [0, 2],

also -
5= inf{z € [0,2] : cosxy = 0}.

Beachte: Es gilt
V2<m/2<V2\/3-V3<2<2V3
und /2 &~ 1.41421, sowie v2v/3 — v/3 ~ 1.59245.

Bemerkung: Nach 7.12 gilt

e x2n+1
sinx = z%(—l)nm, fUl' alle xr € R.

Die Argumente in der Vorbetrachtung zeigen dann
23
sine > x — 3 >0 furalle z € [0,\/6].

Wegen sin® x + cos? z = 1 folgt also sing = 1.
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9.
1

Eigenschaften: Aus den Additionstheoremen in 7.12 erhalten wir:
sinm =0, cosm = —1;

2) Vo € R: sin(x 4+ m) = —sinz, cos(x + m) = — cos x;

5) Vz € R: sin(m + x) = —sin(r — ), cos(m + z) = cos(m — x);
6

2.
)
)
3) sin 2w = 0, cos 2w = 1;
)
)
)
7) Vz € R: sin(z + §) = cosz.

(
(
(
(4) Vo € R: sin(z + 27) = sinz, cos(z + 27) = cosz (dh sin und cos sind 2mw-periodisch).
( (

(6) Vx € R: sin(§ + x) = sin(§ — x), cos(§ +x) = —cos(§ — x);

( (

Hieraus konnen wir alle Nullstellen von sin und cos bestimmen:

(8) Fiir x € R gilt: cosz = 0 < es gibt k € Z mit x = (2k +1)7.
(9) Fiir x € R gilt: sinx = 0 < es gibt k € Z mit x = k.

(10) Fiir k € Z gilt: cos(km) = (—=1)* und sin((2k + 1)7/2) = (—=1)*.
Schliefflich geben wir noch an:

(11) sin§ = cos § = ?
Auflerdem erinnern wir an:

(12) Fiir alle z € R gilt sin(—xz) = —sinx und cos(—z) = cos z.

9.3. Monotonie bei sin und cos: Es reicht, die Funktionen auf dem Intervall [0, 7/2]
zu betrachten. Dabei ist sinz > 0 fiir z € (0,7/2] und cosz > 0 fir x € [0,7/2). Fiir
x,x + h € [0,7/2] mit h > 0 gilt also

cos(x + h) = cosxcosh —ginxsinh, < cosz,
>0
dh cos ist auf [0, 7/2] streng monoton fallend.

Folglich ist sinz auf [0,7/2] streng monoton wachsend (wegen sinx = /1 — cos?z fiir
z € [0,7/2]).

9.4. Arcussinus und Arcuscosinus: Wegen 9.3 und 9.2(6) ist cos : [0, 7] — [—1, 1] streng
monoton fallend, nach 8.2(2) ist diese Abbildung stetig und wegen 8.11 ist sie bijektiv.

Die Umkehrabbildung arccos : [—1, 1] — [0, 7] heifit Arcuscosinus.

Eigenschaften: arccos : [—1,1] — [0, 7] ist streng monoton fallend, stetig und bijektiv.
Es gilt arccos(—1) = 7, arccos 0 = 7/2, arccos 1 = 0.
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Wegen 9.3 und 9.2(12) ist sin : [—7/2,7/2] — [—1,1] streng monoton wachsend. Auch
diese Funktion ist stetig und bijektiv.

Die Umkehrfunktion arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] heifit Arcussinus.

Eigenschaften: Die Funktion arcsin : [-1,1] — [—7/2, 7/2] ist streng monoton wachsend,
stetig und bijektiv. Es gilt arcsin(1) = 7/2, arcsin0 = 0 und arcsin(—z) = — arcsinz fiir
alle z € [—1,1].

Achtung! Wegen 9.2 sind fiir jedes k € Z auch die Abbildungen
cos : [km, (k + 1)7] — [-1,1], sin: [(2k — D)7 /2, 2k + 1)7/2] — [—1,1]

streng monoton, stetig und bijektiv. Fiir £ # 0 sind ihre Umkehrabbildungen verschieden
von den eben definierten Funktionen arccos und arcsin!

9.5. Der Tangens: Die Funktion

sin x

tan:R\(g—i—ﬂZ) — R, =z tanx:= o

heiflt Tangens. (Beachte, dass die Menge 7 +7Z genau die Nullstellen des Cosinus enthélt. )

Eigenschaften: Es gilt tan0 = 0, tan7/4 = 1, sowie fiir alle x im Definitionsbereich, dh
fiir alle z € R\ (§ + 7Z):

tan(—x) = —tanx tan(x + 7) = tanx.

Somit ist der Tangens eine m-periodische Funktion.

Auflerdem ist tan auf (—7/2, 7/2) streng monoton wachsend mit tanz — oo fiir z — 7/2—
und tanx — —oo fir z — —7/2+.

Folglich ist tan : (—7/2,7/2) — R streng monoton wachsend, stetig und bijektiv. Die

Umkehrfunktion arctan : R — (—m/2,7/2) heifit Arcustangens.
Eigenschaften: Es gilt arctan 0 = 0, arctan 1 = 7/4 und arctan(—z) = — arctan z fiir alle
z € R.

Bemerkung: Sei £ € Z. Man sieht leicht, dass die Umkehrabbildung von tan : (km —
/2, km + 7/2) — R gegeben ist durch

R — (kr —7/2,km +7/2),x — km + arctan z.
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9.6. Anwendung (Polarkoordinaten): Fiir jede komplexe Zahl z € C\ {0} gibt es
genau ein r € (0,00) und genau einen Winkel ¢ € (—m, 7] mit z = re'?. Dabei heifit
r = |z| Lange von z und ¢ =: arg z heiit das Argument von z.

Satz: Fiir jedes Paar (a,b) € R? mit a®>+b* = 1 gibt es genau ein ¢ € (—m, 7| mit cosp = a
und sin ¢ = b.

Bemerkung: Dabei ist ¢ = arcsin b, falls a > 0 ist, und ¢ = arccosa, falls b > 0 ist. Sind

a,b < 0, so ist ¢ = arccos |a| — 7 = arcsin [b| — 7.

Alternativ hat man ¢ = arctan(b/a) fiir a > 0, ¢ = br/2 fiir a = 0 (dann b € {—1,1}),
sowie p = 7 + arctan(b/a) fir a < 0, b > 0, und ¢ = —7 + arctan(b/a) fir a,b < 0.

Bemerkung: Es gilt ¢ = 1 genau dann, wenn ¢ € 277 ist. Insbesondere gibt es zu jedem
z € C\ {0} unendlich viele 1) € R mit z = |z|e®.

Multiplikation komplexer Zahlen: Seien z = re?, w = se®¥ € C\ {0} mit o, €

(—m, 7). Dann gilt

Zw = Tsez(‘””ﬁ),

dh Multiplikation mit w dreht z um den Winkel ¢ = argw. Ist aber ¢ + ¢ & (—m, 7], so
ist arg z + argw # arg (zw)!

9.7. Hyperbelfunktionen: Definiere fiir z € R:
1 _ . 1 _
coshx := §(ex—|—e ), sinhzx := E(ex—e )
(Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus).
Dann gilt cosh0 = 1 und sinh 0 = 0, sowie
Vo € R : cosh(—x) = coshz, sinh(—z)= —sinhuz.
Auflerdem gilt

coshx — 0o, sinhz — oo fliir z — o0

coshx — oo, sinhz — —oco fir = — —o0,

sowie
cosh?z —sinh?x =1 fiir alle z € R.

Reihendarstellungen: Fiir alle x € R gilt

o0 x?n ' o x?n—i—l
COSth:ZO(Zn)!, Slnhx:ZO(Qn——kl)!‘

66



Folgerung: Die Funktionen
cosh : [0,00) — [1,00) und sinh:R —R

sind streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

Additionstheoreme: Fiir alle z,y € R gilt

cosh(z +y) = coshzcoshy + sinhxsinhy,
sinh(z +y) = sinhxcoshy + cosh zsinhy.

Definition: Die Funktion

sinh z et —e™®
tanh : R — R,z +— tanhx := = 7
coshz e*+e®

heifit Tangens hyperbolicus.

Es ist tanh(—z) = — tanhx fiir alle € R und tanh0 = 0. Aulerdem gilt tanhz — 1 fiir
xr — oo und tanhx — —1 fiir x — —o0.

Die Funktion tanh : R — (—1, 1) ist streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

9.8. Areafunktionen: Die Umkehrfunktionen von sinh : R — R, cosh : [0,00) — [1,00)
und tanh : R — (—=1,1) heilen Arsinh : R — R (Areasinus), Arcosh : [1,00) — [0, 00)
(Areacosinus) und Artanh : (—1,1) — R (Areatangens). Diese Funktionen sind jeweils
streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

9.9. Weitere Funktionen: Es gibt noch weitere Funktionen, auf die wir hier nicht naher
eingehen, z.B. cotz = 1/tanx, secx = 1/ cosx, sechz = 1/ cosh x etc.
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10 Differentialrechnung

In diesem Abschnitt sei I C R stets ein Intervall.

10.1. Differenzierbarkeit: Sei f : I — R eine Funktion und z( € I.

Idee: Approximation von f “in der Ndhe von xy” durch eine lineare Funktion (da lineare
Funktionen leichter zu behandeln sind):

flz) = flxo)

r — TIg

f(x) = f(xo) + (z = o) = f(x0) + a(z — o).

Anschaulich sollte dafiir a die “Steigung” von f in z( sein.

Definition: f heiit in xo € I differenzierbar (dbar), falls der Limes lim,_,,, fe)=f@o) o R

T—x0

existiert. Dieser Grenzwert heifit die Ableitung von f in xy, Bezeichnung: f'(z).

Die Funktion f heilit auf I differenzierbar, falls f in jedem x € I differenzierbar ist. In
diesem Fall heifit [ : I — R, x — f'(x), die Ableitung von f auf I.

Bemerkung: Es ist lim, ., %ﬁmo) = limy_o w AuBlerdem ist
lim, ., f@) =) _ genau dann, wenn

T—x0

Ve > 030 > 0Vz € I mit |z —xo| < I :|f(z) — f(zo) — alx — x0)| < e|z — 0.

Beispiele: (1) f: I — R, f(z) = c € R, ist auf [ differenzierbar mit f' = 0 auf I.
(2) f: R — R, f(x) = |z| ist in xy = 0 nicht differenzierbar, denn fiir h # 0 ist

f(h)—f(O)_@:{ 1 ,h>0
h h ~1 h<0

Also existiert limy,_o L (h);f © hicht.

(3) I =R, n € N, f(x) = 2" f ist auf R differenzierbar mit f’(v¢) = na{ ' fiir jedes
xo € R. Fiir z # x( ist ndmlich nach 4.11(1)

R n—1
0 = E "Rk — Tt (v — o).
TTr %

(4) exp, sin, cos, sinh, cosh sind auf R differenzierbar mit exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ =
— sin, sinh’ = cosh und cosh’ = sinh. Fiir z, h € R mit h # 0 gilt ndmlich nach 7.11(1) und
8.4:

=" —e” (h —0),



sowie nach 7.12(3) (Additionstheoreme) und 8.4:

sin(z +h) —sinx  sinxcosh 4 coswsinh —sinx
h a h
. cosh—1 sinh
= sinx +cosx — cosx (h — 0).
\_\,0_/ \\,1./

Die Beweise fiir cos, sinh und cosh sind analog.

Satz: Ist f in xg differenzierbar, so ist f in xq stetig.

Beweis. Da I ein Intervall ist, ist zo € I Haufungspunkt von I. Fiir x € I \ {2} ist dann

f(@) — f(20)

r — Xy

f(x) — f(xo) = (. —20) — f'(70) -0 =0 (z — ).

Also ist f in xq stetig. ]

10.2. Ableitungsregeln: Seien f,g : I — R Funktionen, die in 2y € I differenzierbar
sind, und «, # € R. Dann gilt:

(1) af + Bg ist differenzierbar in 2o € I und
(of + Bg) (o) = af (o) + By’ (wo)-
(2) fg ist differenzierbar in z und
(f9)'(wo) = f'(x0)g(0) + f(x0)g'(x0) ~ Produktregel.

(3) Ist g(xzo) # 0, so gibt es ein 6 > 0 mit g(z) # 0 fir alle x € I N Us(xy) =: J. Die
Funktion % . J — Rist in zq differenzierbar und

(g)/ (20) = ['(x0)g(z0) — f(20)g'(0)

9(x0)?

Quotientenregel.

Beweis. (1) ist klar wegen 6.3 und 8.4.
(2) Fiir x € I\ {xo} gilt

(F9)(@) = Fo)wo) _ @) = Flen) v,y 9la) = alao)

T — T T — T x—x

woraus fiir x — zo die Behauptung folgt (beachte, dass g(z) — g(zo) fiir + — x9, da g
nach 10.1 in z, stetig ist).
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(3) Wegen (2) reicht f = 1. Die Existenz von d erhalten wir aus 8.3, da g in zq stetig ist.
Beachte, dass J ein Intervall ist. Fur € J \ {zo} ist

(a0)g()
1/g(x) = 1/g(z0) _ "=,

T — g(z)g(x)’

woraus fiir z — ¢ die Behauptung folgt. Wieder beachte man g(z) — g(x¢) fiir . — zo. O

Beispiele: tan = %2 und tanh = 82 sind auf R\ (7Z + 7/2) bzw. auf R differenzierbar,

cos cosh
und es gilt:
tan’ = SN +tan® auf R\ (7Z + 7/2), tanh’ = =1 — tanh? auf R
cos? ’ cosh? '
Es ist namlich
sin sin’ cos — sincos’  cos? 4 sin? 1
tan’ = (—)" = 5 = — = — = 1+tan®.
cos cos cos cos

Der Beweis fiir tanh ist analog.

10.3. Kettenregel: Sei f : I — R in xy € [ differenzierbar und J C R ein Intervall mit
f(I) € J.Seig:J — Rin yy := f(xo) differenzierbar. Dann ist go f : I — R in zg
differenzierbar und

(g0 f) (o) = g'(f(x0)) - [ (o)

(“a4uflere Ableitung mal innere Ableitung”).

Beweis. Die Idee ist zu schreiben

9(f(@)) — 9(f(x0)) _ 9(f(2)) — g(f(w0)) [f(x) = f(wo)

T — T f(z) — f(xo) T — T

Da man dabei eventuell durch Null dividiert, setzen wir

9(y)—9(yo)
qJﬁqu(y):{ Y=o Y # Yo .
9 (yO) Y = Yo

Dann gilt q(y) — ¢'(yo) fiir y — o, also auch ¢(f(x)) — ¢'(f(x0)) fiir z — xg, da f in xq
stetig ist. AuBerdem gilt g(y) — g(vo) = q(y)(y — yo) fiir alle y € J, also

o (@) =9 0)) _ iy S0) =S (0)

r — T T — X9

— ¢ (f(x0)) - f'(w0) (2 — o).

70



Beispiel: Sei a > 0 und h(z) = a” fir x € R. Dann ist h auf R differenzierbar und fiir
jedes = € R gilt:
B (z) = (a*) = a”loga.

10.4. Satz iiber die Umkehrfunktion: Sei f : I — R stetig und streng monoton auf /.
Ist f in xg € I differenzierbar und f'(xq) # 0, so ist die Umkehrfunktion f=': f(I) — R
in yo := f(xg) differenzierbar und

11
filxo) — f/(f M (w0)

Beweis. Nach 8.9 ist f(I) ein Intervall. Sei y € f(I) und x := f~!(y). Dann gilt

(f ) (o) =

') = o) @ — o 1
= - = (¥ — %),
Y=Y f(x) = f(zo) f'(zo)
da wegen der Stetigkeit von f~1 aus y — yo folgt x — x. ]
Ende Mo
12.12.11

Beispiele: Die Funktionen log : (0,00) — R, arctan : R — (—7/2,7/2), Arsinh : R — R,
Artanh : (—1,1) — R sind differenzierbar. Dabei ist log die Umkehrfunktion von f(x) = e*
und f'(z) = e*, also

1
log' y = (e°8¥)~! = = fiir jedes y > 0.
Y

Weiter gilt

1 1
arctan’ = ——, Arsinh/(y) = ——, eR
(y) 175 (y) — y
1
Artanh’ = <1.
rtanh’(y) — ||

Die Funktionen arcsin : (—1,1) — (=7 /2,7/2), arccos : (—1,1) — (0,7) und Arcosh :
(1,00) — (0,00) sind differenzierbar mit

1 1
arcsin’(y) = ——, arccos'(y)=-——, Jy|<1
W) = = awod(s) =
1
Arcosh'(y) = ——, y>1.
y?—1

Anwendung: Fiir jedes z € R gilt:
lim (1 + E) =e".
n—oo n
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Beweis. Fiir n > —x ist die linke Seite = exp(nlog(1+ £)). Also reicht zu zeigen
nlog(1l + f) —x (n— o0).
n

Das ist klar fiir x = 0. Fir o # 0 erhalten wir

log(1+ 2 log(1+ h) —log1 1
lim —Og( ) = lim og(1+ 1) — log =log'(1) = - =1
n—oo z h—0 h tle=1
woraus die Behauptung folgt. ]

10.5. Lokale Extremstellen: Sei D C R mit D # (), f : D — R eine Funktion und
xg € D.

Definition: g hat in x¢ ein lokales Mazimum [Minimum], falls es ein 6 > 0 gibt mit
Ve € DNUs(xg) : g(x) < g(xg) [ bzw. g(z) > g(x0)],

dh Vo € D: |x — 20| <9 = g(x) < g(z0) [ bzw. g(x) > g(x0)].
Ein lokales Maximum /Minimum wird auch als relatives Mazimum/Minimum bezeichnet.

Ein relatives oder lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

10.6. Satz: Die Funktion f : I — R habe in 2y € I ein lokales Extremum und sei in xg
differenzierbar. Gibt es ein § > 0 mit Us(zo) C I, so ist f'(xo) = 0.

Bemerkung: Ist M C R eine Menge, so heilen Punkte xy € M, fiir die es ein 6 > 0 mit
Us(xo) € M gibt, innere Punkte von M.

Da [ ein Intervall ist, ist o € I genau dann ein innerer Punkt von I, wenn x, ¢&
{sup I,inf I'} gilt.

Beweis des Satzes. Wir nehmen an, dass f in x ein lokales Maximum hat (sonst betra-
chte —f). Wir konnen weiter annehmen, dass das ¢ aus 10.5 mit dem ¢ aus dem Satz
ibereinstimmt (sonst betrachte das Minimum von beiden). Fir =z € (zg,7¢ + J) gilt
dann f(z) < f(zo), also %ﬂ)”) < 0 und damit f'(x¢) = limg_ ..+ f@=Jleo) < . Fiir

T—T0

z € (19 — 6, 1) gilt f(z) < f(x) und L9280l > 0 woraus f(x4) > 0 folgt. O

T—xQ

10.7. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (MWS): Sei f : [a,b] — R stetig und
auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein £ € (a, b) mit

1) = fa)

1 = =5
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Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall f(a) = f(b). Nach 8.15 finden wir x1,z2 € [a, b]
mit f(x1) < f(x) < f(aq) fir alle z € [a,b]. Somit hat f in x; ein lokales Minimum und
in x5 ein lokales Maximum.

Fall 1, z; € (a,b): Dann wenden wir 10.6 an und erhalten f'(z;) = 0.
Fall 2, z, € {a,b}, x5 € (a,b): Wir wenden 10.6 an und erhalten f’(xs) = 0.
Fall 3, x1, 29 € {a,b}: Dann ist f konstant und f’(x) = 0 fir jedes = € (a, b).

Im allgemeinen Fall setzen wir g(z) := f(z) — W(m —a) fiir z € [a,b] und wenden

das Gezeigte auf g an (es ist g(a) = f(a) = g(b)). Wir erhalten & € (a, b) mit

fb) = f(a)

0=g'(€) = [1(6) - =5 —

wie gewiinscht. O]

10.8. Folgerungen: Seien f,g: I — R auf I differenzierbar.

(1) f ist auf I konstant <= f' = 0 auf I.

(2) Ist f" = ¢’ auf I, so gibt es ein ¢ € R mit f = g+ c auf I.

(3) Ist f* >0 [bzw. f' <0, f/ >0, f' < 0] auf I, so ist f auf I monoton wachsend [bzw.

monoton fallend, streng monoton wachsend, streng monoton fallend].

Beweis. (1) “<=”: Nach MWS ist f(b) = f(a) fiir alle a,b € I.
(2) Wende (1) an auf f —g.
(3) Ist f" > 0 auf I, so gilt fir z,y € I mit x < y:

fly) — f(x)

= =f(§) =0

fir ein £ € (z,y). Es folgt f(y) > f(z). Die anderen Aussagen beweist man analog. O

Anwendung: Sei ¢ € R und ¢ : I — R eine differenzierbare Funktion mit ¢’ = a¢ auf I,
sowie 2o € I. Dann gilt ¢(z) = ¢(x0)e®®0) fiir jedes x € I: Setzt man ¢(x) := ¢(x)e ,
x € I, so ist ndmlich ¢ differenzierbar auf I mit ¢’ = 0 auf I, und somit

o(x)e ™ = () = Y(x) = P(xg)e **° fiir jedes = € I.
Somit hat fiir feste zy € I, ¢ € R das Anfangswertproblem

Y =ay auf I, y(xo) =c,

genau eine differenzierbare Lésung ¢ : I — R, gegeben durch ¢(z) = ce®® %)z € I.
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Bemerkung und Definition: Man kann schon an der Gleichung vy’ = ay sehen, dass fiir
eine differenzierbare Losung ¢ : I — R die Ableitung ¢’ : I — R auf [ stetig ist. Wir
nenen eine solche Funktion stetig differenzierbar und bezeichnen den Raum aller auf [
stetig differenzierbaren Funktionen mit C*(7). Den Raum aller auf I stetigen Funktionen
bezeichnen wir mit C'(I) oder C°(I). Dh

C(I) = {f:I—-R: faufl stetig },
Cl(]) = {f:I—R: faufl differenzierbar, f' € C(I) }.

In 10.1 bei der Definition der Differenzierbarkeit haben wir gesagt, dass sich die lineare
Approximation einer Funktion oft leichter behandeln lasst als die Funktion selber. Das
folgende ist dafiir ein Beispiel.

10.9. Das Newton-Verfahren: Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f : I — R,
fiir die man eine Nullstelle berechnen mochte, dh also ein #* € I mit f(z*) = 0 (wir nehmen
an, dass f in I genau eine Nullstelle hat).

Zu einem gewahlten Startwert xo € I betrachtet man statt f die linearisierte Funktion
x — f(xo) + f'(x0)(x — xp) und bestimmt fiir diese eine Nullstelle x;. Dies ist moglich,
wenn f’(z9) # 0 ist; dann ist z1 = 2o — f'(xo) ' f (o).

Man hofft, dass x; eine Naherung fiir «* ist, und bestimmt rekursiv
Tppr = xp — ['(2x) " f(2r), k€ N,

(unter der Voraussetzung, dass immer f’(zy) # 0 ist), in der Hoffnung, dass die Folge (zy)
gegen x* konvergiert.

Bemerkung: (1) Das Newton-Verfahren konvergiert unter den Voraussetzungen f € C*([)
und f’(z*) # 0 im allgemeinen nur, wenn x4 schon geniigend nahe bei z* liegt, dann jedoch
“schnell”.

(2) Wenn f € CY(I) ist mit f/(z*) # 0 und () konvergiert, so ist lim z eine Nullstelle
von f.

Satz: Sei f: I — R differenzierbar, * € I mit f(z*) =0 und f'(z*) > 0. Ist 2y > z* und
f" auf [z*, 9] monoton wachsend, so konvergiert das Newton-Verfahren gegen z*.

Beweis. Wie man leicht sieht, gilt x;, > x* flir jedes k. Fiir jedes k € Ny gilt:
Tpp1 — 2 =ap, — 2" — f(ap) " flay)

und nach dem MWS
fla) = f(zy) = f(@7) = f1(§)(z) — 27)
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fir ein & € (2%, xy), also

Trar — 2" = (L= f1(&)/f'(we)(wr — ") < (1 = f'(x )/f(woﬁ(xk—-x*)

= aG[O 1)

Wir erhalten z — 2* < of(zg — 2*) — 0 fiir k — oo. O

Beispiel: m € N, a > 0 und f(z) = 2™ — a. Fr jeden Startwert zo > {/a konvergiert das
Newton-Verfahren gegen %/a.

10.10. Verallgemeinerter Mittelwertsatz: Seien f, g : [a,b] — R stetig und auf (a, b)
differenzierbar mit ¢'(z) # 0 fiir alle x € (a,b). Dann gilt g(a) # ¢(b) und es gibt ein
¢ € (a,b) mit

Beweis. Wére g(b) = g(a), so gidbe es nach dem MWS ein n € (a,b) mit ¢’(n) = 0 im
Widerspruch zur Voraussetzung. Definiere h : [a,b] — R durch

W) = (f(b) = fla))g(x) = (9(b) — g(a)) f ().

Dann ist h stetig und auf (a, b) differenzierbar mit

h(a) = f(b)g(a) — g(b)f(a) = h(b)

und
W(z) = (f(b) = fla)g'(x) — (9(b) = g(a)) f'(x).
Die Behauptung folgt aus dem MWS, angewandt auf h. ]

10.11. Die Regeln von de I’'Hospital: Seien a € R, b € RU{oco} und L € RU{—00, c0}.
Seien f, g : (a,b) — R auf (a,b) differenzierbar mit ¢’(x) # 0 fiir alle € (a,b). Weiter sei
hmxﬁb i (I =1L.

(a) Ist hmx_,b f(z) =lim,_, g(z) = 0, so gilt

(b) Ist lim, ., g(z) = £o0, so gilt
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Beweis. nur (a): Fir b € R setze f(b) = ¢g(b) = 0 und verwende 10.10 auf [z, b]. Fiir b = 0o
betrachte F(z) := f(1/x), G(x) := g(1/z). O

Beispiele: (1) Fiir a,b > 0 gilt

T 71 —b"logb
lim & — lim L%8¢ %80 _ loga — logb.
r—0+ xX r—0+ 1
(2) Es ist
1 1
lim 28T _ iy YT
r—0o0 I z—oo 1
(3) Es ist
1 1
lim xzlogx = lim 8T _ lim e = lim (—x) =0.
r—0+ =0+ 1/x e—0+ —1/22  a—0+

(4) Aus (3) folgt mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion:

lim 2% = lim e®1°8% = ¢ = 1.
x—0+ x—0+

Bemerkung: Hier ist es jeweils so, dass erst die Existenz des letzten Limes die Existenz
des ersten Limes garantiert (vgl. die Regeln oben).

Der folgende Satz kann in Anwendungen niitzlich sein.

10.12. Satz: Sei f : [a,b] — R eine Funktion und zy € (a,b). Weiter sei f auf (a,zo)
und (zo, b) differenzierbar. Existiert der Grenzwert « := lim,_,, f'(z) € R und ist f in x
stetig, so ist f in xq differenzierbar mit f'(xo) = o und f’ ist in zq stetig.

Beweis. Fiir z € (a,b) \ {zo} gilt nach dem Mittelwertsatz
f(w)—f(%) Y
T a—re f(&(x))

fir ein &(x) zwischen x und zy. Fiir x — x¢ hat man &(x) — 2o und also f'({(z)) — «
nach Voraussetzung. O]

e /T x>0

0 ,z<0 ist auf R stetig differenzier-

Beispiel: Die Funktion f: R — R, f(x) := {
bar. Es gilt

-2 —1/z
o) xT% ;x>0
=”@_{ 0 r<0
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Wegen lim, o, f(2) = lim,_oye /" = 0 ist f in 0 stetig. Wegen lim,_o. f'(z) =
limg oy 27 2e7/% = lim, o s%¢™° = 0 2 ist f nach dem Satz in 0 differenzierbar mit
f/(0) =0 und f’ ist stetig auf R.

r?sin(1/x) ,z#0

0 =0 ist auf

Beispiel zur Warnung: Die Funktion f: R — R, f(z) :=
R differenzierbar. In Punkten xg # 0 ist dies klar und es gilt

f'(z) = 2xsin(1/x) — cos(1/x), x #0.
Wir untersuchen f auf Differenzierbarkeit in zy = 0: Fiir « # 0 gilt

f(x) — f(0)

S~ wsin(1/), ‘W\ — ||| sin(1/2)] < 2| — 0 (z — 0),

also ist f in O differenzierbar und f’(0) = 0. Man beachte, dass der Limes lim, . f'(z)
nicht existiert!

10.13. Hohere Ableitungen: Sei I C R ein Intervall und f : I — R sei auf I differen-
zierbar.

Definition: (a) f heifit in zq € I zweimal differenzierbar, falls f’ in zq differenzierbar ist.
Dann heifit

f'(o) = (f") (wo)
die 2. Ableitung von f in x.

f heilt auf I zweimal differenzierbar, falls f" auf I differenzierbar ist. Dann heifit f” = (f’)’
zweite Ableitung von f auf I.

Entsprechend definiert man im Falle der Existenz f"(z¢), f®(x0) etc. baw. f”, f&, ...

(b) Sei n € N. f heifit auf I n-mal stetig differenzierbar, falls f auf I n-mal differenzierbar
ist und f, f', f",..., f™ : I — R stetig sind. Dafiir schreiben wir f € C™(I).

AuBerdem: f € C°(I) = C(I), falls f auf I stetig ist, und f € C*(I), falls f € C™(I) fiir
jedes n € N gilt, dh wenn f auf I beliebig oft differenzierbar ist.

Beispiele: (1) Fiir f : R — R, f(x) = ¢, gilt f € C°(R). Hier ist ™ (x) = e® fiir jedes

neN, xelR.
(2) Es gilt sin, cos € C*°(R). Hier ist sin’ = cos, sin” = cos’ = —sin, sin” = —sin’ = — cos
und sin® = — cos’ = sin, etc. Genauso sind sinh, cosh € C*(R).

2Man kann via 10.11 zeigen, dass lims_, 2—2 = 0 ist. Eine andere Mdglichkeit ist die Abschétzung
et = 18" /kl > s3/3! fiir s > 0, aus der folgt 0 < s?e™* < 3!/s — 0 fiir s — oo. Allgemeiner gilt fiir
jedes n € N: limg_. o s"e™° = 0.
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(3) Fiir die Funktion f aus dem Beispiel in 10.12 gilt f € C*°(R): Es ist klar, dass f auf
(—00,0) und auf (0, 00) beliebig oft differenzierbar ist. Fiir jedes n € N gilt:

f(@) = { Palz)e”® x>0

0 <0’

wobei p, ein Polynom ist (fiir n = 1 ist p;(s) = s* und also pl(%) = a%?’ vgl. Beispiel in
10.12 oben; die allgemeine Aussage zeigt man durch Induktion nach n: Ist p, gefunden mit
f0)(x) = p,(1/x)e~Y/* fiir > 0, so haben wir

f("H)(x) =p,(1/z) - (—x’z)efl/m —i—pn(l/x)e’l/‘” cx7? x>0,

also pri1(s) = —s?pl (s)+5*pa(s)). Wir wenden den Satz jetzt wiederholt an (dh sukzessive
auf f, f', f”, etc.), wobei wir beachten, dass fiir jedes n € N gilt:

1
lim f™(z) = lim pn<x)e’1/m = lim p,(s)e”* = 0.

z—0+ rz—0+ §—00

Wir erhalten so, dass f, f/, f”, etc. auf R stetig differenzierbar sind.

10.14. Satz von Taylor: Sei n € Ny, f € C"(I) und f™ sei auf I differenzierbar. Seien
x,x9 € I. Dann gibt es ein ¢ zwischen x und zy mit

f) = S+ #( gt D g P e
= Z k;' — 10)* + %(1’ —x)""
;”L es Taylorpolynom Rest%lied
Bemerkung: Fiir n = 0 ist das der Mittelwertsatz.
Definition: Fiir n € Ny schreiben wir
To(f320)( Zf(k —x0)’, wel,

k=

fiir das n-te Taylorpolynom von f bei Entwicklung um z,.

Beweis des Satzes. Es reicht o = 0. Wir definieren g : I — R durch

" ofn)
(o) = 1) = 3 T

k=0

Dann ist g € C™(I) mit ¢“)(0) = 0 fiir j = 0,1,...,n und g™ = f™ ist auf I differen-
zierbar. Wir setzen h(x) := 2™ /(n + 1)!, dann ist h € C"T(I) mit A9 (0) = 0, h¥) # 0 Ende Mo
19.12.11
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auf 1\ {0} fiir j = 0,1,...,n und A™*Y = 1. Wir wenden nun wiederholt 10.10 an: Fiir
x e I\ {0} gilt:

glx) _ gl@x)=g(0) ¢E) g€ =90 (&)
W) T h@) - h0)  W(E)  W(E) W) &)
= = P IO ) = S )
wobei die Punkte &, &, .., &nyy alle zwischen 2 und 0 liegen. Fiir € == &, 41 ist dann
7o) - 3 e = o) =
wie gewiinscht. O

Bemerkung: Falls f € C*(I), so ist f um xy in eine auf I konvergente Potenzreihe
entwickelbar, falls fiir jedes x € I gilt:

T(f;w0)(x) = flz)  (n— o0).

Gleichbedeutend damit ist, dass fiir jedes x € I das entsprechende Restglied fiir n — oo
gegen Null geht.

Warnung: Das ist nicht fiir jedes f € C*°(I) der Fall!

—1/x
Beispiel: Wir betrachten f : R — R, f(z) = { e . ,i 28 |

f™(0) = 0 fiir jedes n € Ny, also auch T},(f;0)(z) = 0 fiir alle n € N, z € R. Fiir kein
x > 0 gilt somit 7,,(f;0)(z) — f(z)!

in g = 0. Es gilt

10.15. Lokale Extrema: Sein > 2, I C R ein Intervall, f € C™(I) und z( € I ein innerer
Punkt von I (dh kein Randpunkt). Weiter sei

f(xo) = f(z0) = ... = f(n_l)(fﬁo) =0 und f(n)(%) 7 0.

(a) Ist n gerade und f™(zq) > 0 [bzw. f™ (o) < 0], so hat f in xy ein lokales Minimum
[bzw. ein lokales Maximum].

(b) Ist n ungerade, so hat f in z( kein lokales Extremum.

Bemerkung: In der Anwendung ist meist n = 2. Ist f’(x¢) = 0, so gilt:

fir f”(zo) > 0 hat f in ein lokales Minimum,

fir f”(zo) < 0 hat f in ein lokales Maximum,
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fir f”(zo) = 0 erhélt man keine Entscheidung.

Beweis. ™ ist stetig auf I mit £ (xq) # 0, somit gibt es § > 0 mit
FME)fM (o) > 0 fiir alle £ € Uy(x) C 1.

Nach dem Satz von Taylor und der Voraussetzung gibt es fiir jedes € Us(xg) ein & € Us(zo)
mit

f(n) 3 .
1)~ ftao) = T @y
Nun betrachte man das Vorzeichen der rechten Seite. ]

Beispiel: Sei p > 1, a > 0. Bestimme das Maximum von f(z) := ax — 2P /p iiber z > 0.

Es gilt f(0) = 0 und f(r) — —oo fiir + — oo. Fiir 2 > 0 ist f(z) = o — 27! und
f"(x) = —(p — 1)aP=2 < 0. Weiter ist f'(zo) = 0 genau dann, wenn o = o'/®~Y ist. Der
Funktionswert an dieser Stelle ist f(a/®~Y) = (1 — %)ozp/ (P=1) > 0. Dies ist das gesuchte
Maximum.

10.16. Ableitung von Potenzreihen: Sei > a,(z — xo)" eine reelle Potenzreihe mit
Konvergenradius R € (0,00], I := (zg — R,z + R) und

o0

f:I—-R z— f(z Zanx—:z;o

n=0

Dann ist f auf I differenzierbar, und fiir jedes x € I gilt

o
() = Znan(x — )"
n=1

Beweis des Satzes. spater! O

Bemerkung: Der Satz besagt, dass man Potenzreihen im Inneren des Konvergenzintervalls
gliedweise differenzieren kann. Da f’ wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R ist,
kann man den Satz wiederholt anwenden und erhélt damit: f € C°°(I) und fir alle k € N
gilt:

Zn n—1)n-2)-...-(n—(k—1))ap(z —zx)" ", el
n==k
Fur x = zy erhélt man

O () =k(k—1)(k—=2) ... - (k—(k—1)a = klay.
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Somit gilt

_ f(k) (z0)

o fiir alle k € N,

Qg

und wir erhalten die Darstellung

© F0) (g
f(x)zzf (' )(.7:—3:0)”, xel,

n!
n=0
so dass die Potenzreihe die Taylorreihe der dargestellten Funktion ist. Ende Di
20.12.11
Beispiel: Fiir x € (—1,1) gilt
arctan’(x) = L ! = i(—xz)k = i(—l)kx%
I+a? 1 (-a?) < e '

Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist 1. Der Konvergenzradius der Potenzreihe
2k+1 .
220:0(—1)’“& ist ebenfalls 1. Setzt man

2k+1
o0 L $2k+1
= E —1 -1,1
g('r) ko( ) 2k+17 xe( ? )7

so ist g nach 10.16 auf (—1, 1) differenzierbar, und es gilt

o

g(x) = Z(—l)k:ﬁ% = arctan’(z), xz € (—1,1).

Wegen arctan 0 = 0 = ¢(0) ist also

o0 L 22
arctan(x) = g(z) = Z(—l) T € (—1,1).
k=0

Wir stellen fest, dass die Potenzreihe auch noch fiir x = £1 konvergiert (Leibnizkriterium),
und wiirden gerne x = 1 einsetzen.

Abelscher Grenzwertsatz: Sei ) b, konvergent. Dann gilt
Jm D bt =D b

(beachte, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe wegen der vorausgesetzten Konver-
genz von »_~ b, nicht < 1 sein kann und also > 1 ist).

Fiir z = 1 erhélt man also in der Arcustangens-Reihe:
0 (_l)k 2k+1

= (—1)* 1 1 1
%:arctanl:Ilir{l_arctan(x):xli?_z 21@11 :Z( ):1—5—1—5—?—#....
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Beweis des Abelschen Grenzwertsatzes (nicht in der Vorlesung). Wir fixieren ein N € N
mit N > 2. Fir z € (0,1) gilt dann

N N N
dy(x) = by — > bpa" = by(l—2"),
n=0 n=0 n=1

wobei fiir n > 1 nach 4.11(1):

n—1
1—a" = (1—1’)ij.
=0

Also haben wir fiir z € (0,1) und Ny € N mit Ny < N:

N n-1 N-1 N
dy(r) = (1=2)) ) bp? =(1—2) Y a7 Y by
n=1 j=0 J=0  n=j+1
No—1 N-1 N
= (1—-12) Zx]ZbJrl—ijan.
n=j+1 j=No n=j+1
Setzen wir ¢,, := Y " by, so haben wir ¢,, — ¢ := Y b, fir m — oo. Die Folge

(€m)men, 1st also beschrinkt, etwa |c,,| < M fiir alle m € Ny. Wir haben nun

No—1 N No—1
‘ ij Z byl < Z:Uj\cN—cj] < Ny-2M
=0  n=j+1 =0
und
N-1 N N-1 o0
‘(1—3:)23?2@1§(1—x)ZxJ|CN—c]]< 1—3:2 _max ey —¢l,
j=No n=j+1 j=Np k=0 7
also

|dN($)| < (1 — SL’) . 2MNO + N({I%?%{N |CN — Cj|.

Sei € > 0. Da (¢,,) eine Cauchyfolge ist, finden wir ein Ny so, dass fiir alle N > j > Ny
gilt: |ey — ¢;] < &/2. Wir haben dann fiir z € (0, 1):

o0 oo
‘ S by bt
@:O n=0 P

=r(zx)

= Jim ldy(2)] < (1 —x)2M Ny + ¢/2.

Fir z € (0,1) mit 1 — 2 < ¢/(4MNy) ist dann |r(z)| < e. Damit ist lim,_,;_r(z) = 0
gezeigt. [
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10.17. Identitatssatz fiir Potenzreihen: Sei » > 0 und [ := (xy — 7,29 + r). Seien
f,g: I — R gegeben durch

flz) = Zan(x —x9)", g(x):= an(:ﬂ —x9)", x€l,

wobei die Potenzreihen auf I konvergieren. Es gebe eine streng monotone Folge (2, )men
in I mit x,, — o fiir m — oo und f(z,,) = g(x,,) fir jedes m € N. Dann gilt a,, = b, fir
alle n € N.

Bemerkung: Insbesondere gilt also:
f=gaufl = VneNy:a,=b,,

aber die Voraussetzung lasst sich sehr abschwachen.

Beweis. Wir diirfen g = 0 und b,, = 0 annehmen (durch Betrachtung von f—g und a,,—b,,).
Annahme: es gibt ng = min{n € Ny : a,, # 0}. Dann gilt f(z) =3 "° a,(x — 20)™ und

/(=) N

(x — xo)m0 - Z an(x — 20)" " = an,  (x — T0).
n=ng
Also ist nach Voraussetzung a,, = lim,, % = 0 im Widerspruch zur Annahme.

O

Beispiel: Wir wollen ein Intervall I mit 0 € I und eine differenzierbare Funktion y bes-
timmen mit y'(z) = zy(x), € I, und y(0) = 1 und machen einen Potenzreihenansatz
y(x) = D7 japa™ fur x € I = (—R, R), wobei R der Konvergenzradius der Potenzreihe
sei. Wegen y(0) = 0 ist ap = 1.

Wenn R > 0, so ist nach 10.16: y/'(z) = > " na,z" ! fir x € I. AuBerdem ist

oo o
_ n+1l __ n—1
xy(x) = E apx" T = g p_ox" ", x €I
n=0 n=2

Durch Koeffizientenvergleich (dh nach 10.17) erhalten wir a; = 0 und
NGy = Gp_o, N > 2.

Durch Induktion erhilt man hieraus a3 = a5 = a; = ... = 0 und ag, = (28k!)~! fiir
k=0,1,2,.... Somit

ot SN\ e
W) =Yg~ Lqls) = eeR
k=0 k=0

und dies gentigt tatsachlich den geforderten Bedingungen.
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11 Integration
11.1. Ober- und Untersummen, oberes und unteres Integral: Seien a,b € R mit
a < bund sei f:[a,b] — R beschrankt, dh f([a,b]) = {f(x) : x € [a,b]} beschrankt.

Definition: Z := {x, z1,...,z,} heifit eine Zerlegung von [a,b], fallsa = xo <z < ... <
x, = b.

Sei m := inf f([a,b]) und M := sup f([a,b]). Sei Z = {xg,21,...,2,} ein Zerlegung von
1

la,b]. Fir j =1,2,...,n setze
I, = [zj_1,z4], || =x;—x;_1, m;:=inff(l;), M;:=sup f(l;), sowie
sf(Z) = ij|lj| Untersumme von f bzgl. Z,
j=1
Si(Z) = ZM]-\M Obersumme von f bzgl. Z.
j=1

Esist m <m; < M; < M, also wegen |[;| > 0:

S omlLI <> ml LI <> M| <Y M|
j=1 j=1 j=1 j=1
Somit gilt fiir jede Zerlegung Z von |a, b]:

(%) m(b—a) <s;(2) < S¢(Z) < M(b—a).

Satz: Seien 7, Z, Zerlegungen.
(1) Ist Zl Q 227 SO gllt Sf(Zl) S Sf(ZQ) S Sf(Zg) S Sf(Zl)
(2) Es gilt s;(Z1) < S¢(Za).

Beweis. (1) Wende (%) an auf diejenigen Teilintervalle von Z;, die durch Punkte von Z;
weiter unterteilt werden.

(2) Setze Z := Zy U Zy. Wegen Zy C Z und Zy C Z gilt dann nach (1) und (x):

sy(Z1) < 5;(2) < 5¢(2) < S§(2Za).

Nach (%) kénnen wir definieren:
b
Sy ::][ f(x)dx == sup{ss(Z) : Z ist Zerlegung von [a, b]},
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das untere Integral von f iiber [a,b] und
b
Sy =] f(z)dr :=inf{Sp(Z): Z ist Zerlegung von [a,b]}
das obere Integral von f iber [a, b].
Wegen (x) und (2) gilt dann
() mb—a) <s; <SSy <M(b—a).

[Zunéchst folgt aus (2) durch Supremumsbildung {iber Zy: sy < S§(Z,) fiir jede Zerlegung
Zy. Dann bilde man das Infimum iiber alle Z5.]

11.2. Definition: Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R beschrdnkt. Dann heifit
f (Riemann-)integrierbar (ib), falls sy = S gilt.

In diesen Falle heifit
/ f i = / F() do 1= Sy(= s5)

das (Riemann-)Integral von f iiber [a,b].
Ende Do

Wir setzen 22.12.11
Rla,b] :=={f : [a,b] — R : f ist beschrankt und iiber [a, b] integrierbar }
(Menge der tiber [a, b] integrierbaren Funktionen).

Beispiele: (1) Sei ¢ € R und f(z) = ¢, z € [a,b]. Dann ist m = M = ¢ und aus (xx) folgt
sy =S =c(b—a). Also ist f integrierbar und

/abcdx = ¢(b—a).

(2) Seia=0,b=1und f(z) = { (1) @€ {8 H CS Ist Z = {wo, a1, .., 2} Zerlegung

von [0, 1] und sind m;, M;, I; wie oben, so haben wir m; = 0, M; = 1 fiir alle j, also
sf(Z) =0 und S;(Z) = 1. Folglich ist

Sf:07é1:Sf,

und f ist nicht integrierbar iiber [0, 1].
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11.3. Satz: Seien f,g € RJa,b].
(1) Gilt f < g auf [a,b], so ist fabfda: < fabgd:c.
(2) Fir a, 8 € Rist af + Bg € Rla,b] und

/ab(aerﬂg)da:=a/abfdx+5/abgdx.

Beweis. (1) ist klar. (2) ist klar fiir ¢ = 0 und a > 0. Fiir ¢ = 0 und o = —1 folgt die
Aussage aus S_§(Z) = —s4(Z), s_§(Z) = —S¢(Z). Fiir a = = 1 haben wir

SH(Z) + 8¢(Z) < sp19(Z) < Spag(2) < Sp(Z) + 54(2)
fiir jede Zerlegung, woraus
SftSg < Sprg < Spyg < S5+ 5

folgt. Hieraus folgt die Aussage im Fall a« = 3 = 1. O

11.4. Satz: Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Es gilt f € R[a,b] genau dann,
wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zerlegung Z gibt mit S¢(Z) — s¢(Z) < e.

Insbesondere: Ist (Z,,)men eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit
Sf(Zm) — Sf(Zm) — 0 (m — oo),

so gilt f € RJa,b] und

m—0o0 m—0o0

b
/ f(x)de = lim S¢(Z,,) = lim s;(Z,,).

Beweis. Das folgt aus der Definition mithilfe von 11.1 Satz (1). O

11.5. Satz: Ist f : [a,b] — R monoton, so ist f € Rla,b|.

Beweis. Sei f monoton wachsend (sonst betrachte —f und verwende 11.3(2)). Sei n € N
und z; :=a+j(b—a)/n fir j =0,1,...,n und Z, := {x, x1,...,2,}. Sind I;, M; und
m; wie in 11.1, so gilt |[;| = (b —a)/n, M; = f(x;) und m; = f(z;_1). Somit haben wir

- b—a b—
Si(Za)=s5(Zn) = Y (My=m)|L| = ——= 3" (f(w;) = f(;1) = == (f(b) = f(@)) = 0
j=1 j=1
fiir n — oo, und die Behauptung folgt aus 11.4. ]
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Beispiele: (1) Sei b > 0 und f : [0,b] — R, f(x) = z. Nach 11.5 ist f € R[0,b]. Wir
berechnen das Integral. Sei Z, wie eben im Beweis, also x; = jb/n fir j = 0,1,...,n.
Dann gilt M; = f(z;) = z; = jb/n und m; = (j — 1)b/n, sowie

—~ v bnn+1) b

Si(Z) = 3 fall =Y i = T T (= o),
j=1 j=1

. —~ ¥ -1 b

sp(Zn) = D flai)ll =) (- 1)@ = ﬁ% — 3 (n — o0),
j=1 j=1

und mithilfe von 11.4 folgt fobxdx = %

(2) Fiir n € Nund b > 0 ist x — 2" iiber [0, b] integrierbar. Fiir 0 < a < b und n € N sind
x+— 7" und z — logx iiber [a, b] integrierbar.

11.6. Riemann-Summen: Sei f : [a,b] — R beschrankt und Z = {zg,z1,...,2,} eine
Zerlegung, sowie I;, M;, m; wie in 11.1. Dann heif3t

| Z]|| :=max{|[;| : j =1,2,...,n}
die Feinheit von Z.

Ein n-Tupel £ = (&, ...,&,) heifit passender Zwischenvektor, wenn &; € I; fir jedes j =
1,...,n gilt. Fir einen solchen heif}t

01(Z,€) =Y f(&)]]
j=1
eine Riemannsche Summe. Wegen m; < f(&;) < M; gilt dabei s¢(Z) < 04(Z,§) < Sy(2).

Satz: Sei f € R[a,b] und (Z,,)men eine Folge von Zerlegungen mit ||Z,,|| — 0, sowie (£™))
eine Folge von passenden Zwischenvektoren. Dann gilt

b
lim o 7(Zp, &™) :/ fdx.

Beweisidee. Wegen 11.4 reicht zu zeigen: Sy(Z,,) — sf(Zy,) — 0. O

Bemerkung: Haben alle Folgen Riemannscher Summen, deren Feinheit gegen Null geht,
den Limes o € R, so gilt f € R|a, b] und f; f(z)dx = a.

Beweisidee. Zeige fiir eine Folge (Z,,,) mit || Z,,|| — 0, dass gilt
SH(Zm) = 0 (m = o0),  57(Zm) =  (m = ),

und verwende 11.4. Beachte dazu, dass man o4(Z,&) — s¢(Z) bzw. S¢(Z) —04(Z, ) durch
Wahl geeigneter ¢ beliebig klein machen kann. ]
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11.7. Satz: Sei I ein Intervall und f : I — R eine Funktion.
(1) Seien a,b,c € I mit a < ¢ < b. Dann gilt f € R[a,b] genau dann, wenn f € R[a, ] und

f € Rle,b]. In diesem Fall ist
b c b
/ fd:z::/ fdx—l—/ fdz.

(2) Sei f € R[a,b] fir alle [a,b] C I, und sei ¢ € I. Setzt man
Yy
Pil=Ryr F)i= [ f)ds,

wobei [ f(x)dv == — [ f(v)da fiiv y < c und [T f(x)dw := 0 gesetzt ist, so gilt fiir alle
a,bel:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Beweis. (2) folgt aus (1). Zum Beweis von (1) sei zunachst f € Rla,b] und ¢ > 0. Wir
finden eine Zerlegung Z von [a, b] mit S¢(Z) — s4(Z) < €. Wegen Satz 11.1(1) kénnen wir
davon ausgehen, dass ¢ € Z gilt. Setzen wir dann Z; := Z N [a,c] und Zy := Z N ¢, b], so
gilt fiir k =1,2:

SH(Z) — 51(Z) < SH(Z) - 5,(2) < &
Nach 11.4 ist also f € R[a,c| und f € R|c,b].

Ist umgekehrt f € R[a,c] und f € R|e, b], sowie € > 0, so finden wir Zerlegungen Z; von
la,c] und Zy von [c,b] mit S¢(Zy) — sp(Zy) < /2 fiir k = 1,2. Wir setzen Z = Z; U Z,

und erhalten
e €
Sf(Z) - Sf(Z) = Sf(Zl> + Sf(ZQ) - Sf(Zl) - Sf(ZQ) < B + B} =¢€.

Die Behauptung folgt also wieder mithilfe von 11.4. Schliellich haben wir

b
/ fdx = sup{ss(Z): Z Zerl. von [a,b]} = sup{ss(Z) : Z Zerl. von [a,b] mit ¢ € Z}

= sup{ss(Z1) + s¢(Z2) : Zy Zerl. von |a,c|, Zy Zerl. von [c, b]}
= sup{ss(Z1) : Zy Zerl. von [a,c|} + sup{s;(Z2) : Zy Zerl. von [c,b]}

= /acfder/cbfdx,

wobei die erste Gleichheit die Definition ist, die zweite aus Satz 11.1(1) folgt, die dritte
die Uberlegungen im Beweis oben benutzt und die vierte die Gleichung sup(A + B) =
sup A + sup B fiir A, B C R verwendet. ]
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Beispiele: Sei [a,b] C R. Dann gilt sin, cos € R[a, b], und fiir jedes n € N ist x — 2™ {iber
[a, b] integrierbar (man kombiniere 11.5 mit 11.7).

11.8. Satz: Sei f € Rla,b] und F wie in 11.7(2), sowie z( € [a, b]. Dann gilt:

(1) F ist stetig in o, dh

/jo+h (@) de — / f@)de (h—0).

(2) Ist f stetig in xq, so ist F' differenzierbar in xy mit F’(x¢) = f(xo), dh es gilt

1

xo+h
E/xo flx)de — f(xo) (h—0).

Hierbei betrachten wir fiir g = @ nur A — 0+ und fiir o = b nur h — 0—.

Beweis. (1) Wir wahlen v > 0 mit |f(x)| <~ fiir alle z € [a, b]. Es gilt dann fiir A # 0 mit

xo, o+ h € [a,b]:
[ s [* =] [ :Mf(x) da|

max{zo,zo+h}
</ £(@)] do < 3lH] =0 (1 —0).
<

min{zo,zo+h}
Fiir den vorletzten und letzten Schritt gibt es verschiedene Moglichkeiten:

(i) Verwende: f € R|a,b] = |f| € R[a,b] und |fffdx| < fab |f|dz (— spéter).
(ii) Verwende 11.6: [ f dx ist Limes von Riemann-Summen o(Z,¢), und

04(Z.8)| = | 32 HEIEI| < X2 @)L <10 - ).
(iii) Verwende die Definition 11.2: f;fdaj = sy, also \fabfdx] = sup{|s;(Z)| : Z Zerl.},

und

<D Imyl 1] <A - a).
=~~~

<y

[s5(2)] = | 3= msl1y
j=1

(2) Sei € > 0. Da f in xq stetig ist, finden wir § > 0 mit |f(z) — f(xo)| < € fir x € [a, b
mit |z — 0| < 8. Fiir |h| < 6 mit zg, 7o + h € [a, b] gilt wegen h™! fazﬁh ldr = 1:
1 xo+h 1 xo+h
i t@de =gl =1g [ ) - s do
o xo
1 max{zo,x0+h}

|/ (x) = f(z0)| dw <e,

- |h| min{zo,x0+h} T

wobei man am Ende wie im Beweis von (1) argumentiert. Daraus folgt die Behauptung. O
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Beispiel: Sei n € N und f(z) := 2" sowie G(z) := f:ll fir z € R. Dann ist G auf R
differenzierbar mit G'(z) = f(x), x € R. Fiir [a,b] C R ist f € RJa,b]. Definiert man F'
wie in 11.7(2), so ist F' auf [a, b] differenzierbar mit F’ = f auf [a, b]. Nach 10.8 ist G — F'

konstant, also

, ntl _ oo+l
/ 1" dv = F(b) = F(a) = G(b) - G(a) = bnT

11.9. Satz iiber stetige Funktionen: Sei f € Cla,b]. Dann gilt:
(1) f ist gleichmdfsig stetig, dh zu jedem £ > 0 gibt es ein § > 0 so, dass

Vo, € [a,b] mit |z —Z| <d: |f(x)— f(T)| <e.

(2) f ist integrierbar, dh f € Rla,b].

Beweis. (1) Sei € > 0. Ist die Aussage falsch, so finden wir zu jedem n € N Punkte
T, Ty € [a,b] mit |z, — Z,| < 1/n und |f(x,) — f(Z,)| > . Nach Bolzano-Weierstra8
finden wir eine konvergente Teilfolge (xx(n)) von (x,) mit Limes zy € [a, b]. Dann konvergiert
(Tk(n)) ebenfalls gegen . Da f in g stetig ist, folgt f(2x(n)) = f(Tr(n)) — 0 im Widerspruch
2 | f(2rmy) — f(Trm))| > € fiir alle n.

(2) Sein e Nund zj :=a+j(b—a)/n fir j =0,1,...,nund Z := {xg, 21, ..., 2, }. Sind
I;, M; und m; wie in 11.1, so gilt |I;| = (b —a)/n und

SH(Z) = sp(Z) =D _(M; —my)|I;| = - > (M —my) < (b—a) max M;—m;.
p < E

Sei nun € > 0. Wahle § > 0 geméf (1) und n > 1/6. Dann gilt fiir jedes j:
M;—m; = sup f(I;)—inf f(I;) = sup f(L;)+sup(—f(L;)) =sup{f(x)—f(z) : z,7 € [;} <e¢,

also
Si(2) ~ 54(2) < (b - a)e,

und die Behauptung folgt aus 11.4. [

11.10. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Sei f : [a,b] — R stetig.
(1) Ist G : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion mit G’ = f auf [a, b], so gilt

[ e =c - o) (= a

(2) Setzt man F : [a,b] — R, x — F(z) := [T f(£)d&, soist F auf [a, ] differenzierbar mit
F' = f auf [a, b].
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Beweis. (2) haben wir in 11.8 gezeigt. (1) folgt aus (2) wie im Beispiel 11.8. O
Ende Di

10.01.12
11.11. Stammfunktionen: Sind f, F' : [ — R Funktionen, wobei F' auf I differenzierbar
ist mit £ = f auf I, so heifit F' eine Stammfunktion von [ auf I.

Bemerkung: Der Hauptsatz 11.10 besagt, dass man zur Berechnung von Integralen
stetiger Funktionen Stammfunktionen verwenden kann und dass stetige Funktionen
Stammfunktionen besitzen. Fiir eine Stammfunktion von f : I — R schreibt man we-
gen 11.1(1) auch [ f(x)dx (unbestimmtes Integral).

Zwei Stammfunktionen von f : I — R unterscheiden sich nach 10.8(2) nur durch eine
additive Konstante.

Beispiele: Auf I =R gilt [ coszdx = sinx + ¢, wobei ¢ € R eine feste Konstante ist.

Auf I = (—00,0) oder I = (0,00) gilt [ X dz =log|z|. Dies ist fiir z > 0 klar. Fiir z < 0
ist nach Kettenregel:

d 1 1
—1 = (=1) = -
sl = (0=

Erinnerung: Eine Funktion f : I — R heifit stetig differenzierbar auf I und wir schreiben

f e CHI), falls f auf I differenzierbar ist und f’: I — R stetig ist.
Bemerkung: Ist f € C'(I), so gilt [ f'dz = f auf I.

Beispiel: Sei f : [0,1] — R gegeben durch f(z) := {
(0,1] ist f in x differenzierbar mit
1

f(z) = ;\/Esin(i) ~ 7 cos(i).

Beachte, dass diese Funktion auf (0, 1] nicht beschrankt ist.
Die Funktion f ist in 0 differenzierbar mit f’(0) = 0, denn fiir jedes h € (0, 1] gilt

‘—f(h);f(o)':\/ﬁ‘sin<%>‘S\/ﬁ—>0 (h— 0+),

dh limy, oy L2510 =g,

Die Funktion f ist auf [0, 1] differenzierbar, aber f & C'([0,1]), da f’ nicht stetig ist. f’ ist
hier sogar unbeschrénkt, insbesondere also f' ¢ R[0, 1].

Die beiden folgenden Integrationsregeln ergeben sich tiber den Hauptsatz aus Differentia-
tionsregeln.
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11.12. Partielle Integration: Seien f, g € C*(I). Dann gilt

/f’gdx:fg—/fg'dx auf 1.
Ist I = [a,b], so gilt

lﬂummwz —[%myxm

Beweis. Es gilt (fg) = f'g + fg¢' auf I. Somit hat f'g + f¢' die Stammfunktion fg auf
I, woraus die Behauptungen folgen (fiir die zweite Formel verwenden wir den Hauptsatz
11.10). O

Beispiele: (1) [z ¢* do=_x " —

11.13. Integration durch Substitution: Seien I, J C R Intervalle, f : I — R stetig
und g € C'(J) mit g(J) C I. Dann ist

[rangwa= [ saad

Ist ¢'(t) # 0 fiir alle t € J, so ist g auf J streng monoton und

auf J.

/f )dx = /f o) auf g(J).
Ist I = [a,b] und g(a) = a, g(B) = b sowie J = { [Fg’i]] :z ig , so gilt

‘Aeﬂxﬁm=ilﬁfwﬁndtzﬁ

Beweis. Wihle eine Stammfunktion F' von f auf I. Dann ist G := Fog eine Stammfunktion
von h:=(fog)-¢g auf J (denn G' = (Fog) = (F'og)g = (fog)g). Also ist

/h(t) dt = G(t) = F(g(t)) = /f(fv) Az |z=g(t)

auf J. Ist ¢’(t) # 0 fiir alle t € J, so ist nach dem Zwischenwertsatz entweder ¢’ > 0 auf
J oder es ist ¢ < 0 auf J. In jedem Fall ist g streng monoton auf J und besitzt also eine
Umkehrfunktion g=! : g(J) — J (beachte auch, dass g(J) ein Intervall ist). Dann ist

[roa], =G @) = Pty @) = Fla) = [ fa)da

auf g(J). SchlieBlich verwenden wir den Hauptsatz. O
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Merkregel: Ist y = y(x) eine differenzierbare Funktion, so schreibt man fiir die Ableitung
y' auch 2. In [ f(z)dx substituiere nun x = g(t), dh fasse x als Funktion von ¢ auf. Dann
ist % = ¢/(t) und man erhélt (formal!) “dz = ¢'(t)dt” (dies ist nur eine Schreibweise, da
“dx” oder “dt” hier keine mathematische Bedeutung tragen).

Beispiele: (1) fol 62::’1 dx, substituiere t = €”, also x = logt. Dann ist dx = dt/t und aus

x:0— 1 ergibt sich £ : 1 — e. Wir erhalten:

1 2x 1 e
/e i da;:/(1+t—2)dt:(t—t—l)gze—ue.
0 1

ex

(2) fol V1 — 22 dzx, das ist der Fliacheninhalt eines Viertelkreises mit Radius 1. Substituiere
x = sint. Dann ist dx = costdt und aus x : 0 — 1 ergibt sich ¢ : 0 — 7/2. Wir erhalten

1 /2
/ \/1—x2d:v:/ \/1—sin2tcostdt:/

/2
0
=Vcos? t

cos’ t dt,
da cos > 0 auf [0, 7/2] ist. Nun schreiben wir

cos(2t) = cos®t — sin*t = cos®t — (1 — cos®t) = 2cos’t — 1,
also cos?t = (1 + cos(2t)), und erhalten

w/2 1 w/2 w/2 T
/ COS2tdt:—</ 1dt—i—/ Cos(2t)dt> =—.
0 2\ Jo Jo 4

-~

=0

Der Flacheninhalt eines Kreises mit Radius 1 is also 7.

11.14. Satz: Seien f,g € Rla,b] und D := f([a,b]).
(1) Sei L > 0 und h: D — R eine Funktion mit

Vs, t € D |h(t) — h(s)] < L|t — s]. (L)
Dann gilt ho f € RJa,b.
(2) Es ist |f| € R|a,b] und
b b
’ / f da;‘ < / | f| dz (Dreiecksungleichung fiir Integrale).
(3) Es ist fg € R[a,b].
(4) Ist ¢ > 0 und gilt | f(z)| > ¢ fur alle x € [a, b], so ist 1/f € R|a, b).
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Bemerkung: Eine Funktion h mit (L) heifit Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.
Eine solche Funktion ist insbesondere stetig (sogar gleichméafBig stetig).

Beweis. (1) Sei Z = {xo,x1,...,%,} eine Zerlegung und I;, M;, m; wie in 11.1, sowie
M; :=sup(ho f)(I;) und ;= inf(ho f)(I;).
Wie im Beweis von 11.8 zeigt man

M; —1m; = sup{h(f(z)) . Wf(T)) 22,0 € Iy < L(Mj —my).

<L|f(z)=f(@)|

Man erhélt Spof(Z) — snof(Z) < L(S¢(Z) — s¢(Z)), und ho f € RJa,b] folgt mithilfe von
11.4.

(2) Wende (1) an auf h(t) = |t|. Es gilt ||[t| — |s|| < |t — s| fir alle £, s € R, dh (L) gilt mit
L =1. Also ist | f| € R[a,b]. Weiter ist

‘/abfdx‘:max{/ab\adx,/ab(\—’fldx}g/ab\f|d3;.

<Ifl <Ifl

(3) Wegen fg = 2((f + 9)*> — (f — g)?) reicht es, f* € R[a,b] zu zeigen. Da f beschrankt
ist, gibt es v > 0 mit |f(x)| < ~ fiir alle x € [a,b]. Also gilt D C [—~,~]. Fiir s,t € D gilt
somit:

12 — 5% = |t + ]|t — s| < (|t +[s])|t — s] < 29|t — s].

Mit h(t) =% in (1) folgt f? € Rla,b].
(4) Nach Voraussetzung gilt D C (—o0, —c] U [¢,00). Somit ist fiir ¢,s € D:
1 1] |s—t| 1
-——|= < =t —s|.
t s Is|[t] — ¢2
Mit h(t) := 1/t in (1) folgt die Behauptung. O
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12 Differentialgleichungen

12.1. Differentialgleichungen erster Ordnung: Seien I, J C R Intervalle und f :
I x J — R eine Funktion. Wir betrachten Differentialgleichungen der Form

y = f(z,y), (D)

und fiir gegebene (g, yo) € I x J das Anfangswertproblem:

y/ = f(a?,y)
y(ro) = Yo (AWP)

Eine Losung von (D) ist eine differenzierbare Funktion ¢ : I — R, wobei I C I ein Intervall
ist, mit ¢(x) € J fiir alle z € I und

¢ (z) = f(z,¢(x)) firalle z € I.

Eine Lisung von (AWP) ist eine Losung ¢ : I — R von (D) mit 2o € I und ¢(z) = yo.
Ein Anfangswertproblem (AWP), welches Losungen besitzt, heifit eindeutig losbar auf I,

wenn fiir je zwei Losungen ¢; : I~j — R, 7=1,2, von (AWP) gilt ¢; = ¢9 auf I N L.

Ist (AWP) auf I eindeutig 16sbar, so gibt es genau eine Losung ¢max I — R mit maxi-
malem Existenzintervall . Diese heifit die mazimale Lisung von (AWP) (jede Losung von
(AWP) erhélt man dann als Einschrankung von ¢pax)-

Beispiel: v = Ay, y(zo) = yo ist fiir alle 2,90 € R eindeutig losbar auf R und die
maximale Losung ist gegeben durch ¢(z) = y,e}® %) z € R (vgl. Anwendung in 10.8).

Bedeutung von (D) und (AWP): Héufig ist = hier ein Zeitparameter und y = y(z)
beschreibt einen Zustand zur Zeit z. (D) besagt, dass die Zustandsédnderung (zum Zeitpunkt
x) abhéngt vom gegebenen Zeitpunkt x und dem gegebenen Zustand y(x). Ist (AWP) ein-
deutig 16sbar, so legen Anfangswert y(z¢) = 3o und Systembeschreibung (D) den zeitlichen
Zustandsverlauf fest.

Man kann sich Differentialgleichungen der Form (D) auch durch das Richtungsfeld ver-
anschaulichen: In jedem Punkt (x,y) € I x J gibt f(x,y) die durch (D) gegebene Steigung
in diesem Punkt an.
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Richtungsfeld von 3’ = 0.

Beispiel: 3’ = 0: Nach 10.8 sind alle Losungen konstant.

12.2. Hilfssatz (Differentialungleichung): Sei w : [0,b] — R eine differenzierbare
Funktion und L € R mit
w'(t) < Lw(t), te€]0,b].

Dann gilt w(t) < w(0)e” fiir alle ¢ € [0, b]. Ist zusétzlich w > 0 auf [0, 5] und w(0) = 0, so
gilt w = 0 auf [0, b].
Beweis. Fiir t € [0,0] gilt

d
aw(t)e’“ =w'(t)e ™ — Lw(t)e ™ < Lw(t)e ™ — Lw(t)e ™ = 0.

Also ist t — w(t)e~*L monoton fallend, und es folgt w(t)e "% < w(0), t € [0, b]. O

12.3. Lineare Differentialgleichung erster Ordnung: Sei I C R ein Intervall und
a,b e C(I). Fir alle 29 € I, yo € R ist das Anfangswertproblem

Yy = a(z)y+b(z)
y(ro) = o, (L1)

eindeutig losbar. Die maximale Losung ¢ : I — R ist gegeben durch

o(x) = yoe'® 4 4@ / e AOb(s)ds, zel,

Zo

wobei A(z) == [* a(t)dt, z € 1.

o
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Beweis. Wir betrachten den Fall I = [z, ] (fiir I = [a, ] siehe Ubungsaufgabe).
(i): Sind ¢1, ¢ : I — R Losungen der inhomogenen Gleichung

y = a(z)y + b(z), (L1-inhom)
S0 ist z := ¢1 — ¢9 : I — R eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung
y' = a(x)y. (L1-hom)

Gilt ¢1(xo) = ¢2(x0), so ist z(zg) = 0.

(ii) Ist z : I — R Losung von (L1-hom) mit z(z¢) = 0 und setzen wir
w(t) == (z(t +20))?, t€[0,b— x0),
so gilt w(0) =0, w > 0 und
w'(t) = 22(t + x0) 2" (t + 20) = 22(t + x0)a(t + z0)2(t + xo) < Lw(t), t€[0,b— xo),

wobei L := 2max{a(z) : z € I} € R (da a € C(I), vgl. 8.15). Nach 12.2 ist w = 0 auf
[0,b — x¢], also z = 0 auf I. Im Falle yo = 0, b = 0 ist das Anfangswertproblem (L1) also
eindeutig losbar und die maximale Losung ist die Nullfunktion auf /.

(iii) Man rechnet nun nach, dass die angegebene Funktion ¢ : I — R eine Losung von (L1)
ist. Nach (i) und (ii) ist (L1) also eindeutig l6sbar. O

Bemerkung: Eine Losung z : I — R von (L1l-hom) erhdlt man nach der Kettenregel

durch

2(z) = e,z el

wobei ¢ € R und A eine Stammfunktion von a € C(I) auf I ist. Wegen (ii) haben alle
Losungen von (L1-hom) diese Gestalt.

Hat man idrgendeine Losung ¢p von (Ll-inhom) (spezielle oder partikuldre Losung
genannt), so erhélt man wegen (i) alle Losungen ¢ von (Ll-inhom) durch ¢ = ¢p + z,
wobei z die Losungen von (L1-hom) durchlauft.

Eine spezielle Losung ¢p von (L1-inhom) erhélt man durch den Ansatz ¢p(x) = c¢(x)z(x)
(Variation der Konstanten), wobei z(z) = eA®). Dies fiihrt auf

c'z+caz:clz+cz':¢’P;a¢p+b:acz+b,
also auf ¢’z = b oder

d(x) = e 2@p(z), dh c(z) = /e_A(z)b(x) dx,
woraus sich die Formel oben ergibt, wenn wir A mit A(z,) = 0 wéhlen.
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Beispiel: 4 = —(sinz)y + sin® x. Hier ist A(x) = cosz und die Losung der homogenen
Gleichung ist gegeben durch y(x) = ce®**. Eine Losung der inhomogenen Gleichung erhal-
ten wir durch die “Variation-der-Konstanten”-Formel (wobei wir s = cost, ds = —sintdt
substituieren):

yP(.T) — 6cosac/ e~ cost Slnstdt
0

cos T
— 6cos:c/ (82 . 1)6—8 ds
1
cos T

= —e57(s? — 1425+ 2)e "
1
4ecosz—1

Lsg. der hom. GI.

= sin’x —2cosx — 2+

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also gegeben durch
y(x) =sin*z — 2cosz — 2 + ce®®*, 1z €R,

wobei ¢ € R eine Konstante ist.

12.4. Trennung der Variablen: Seien I,J C R Intervalleund f: I —- R, g:J — R
stetig. Eine Differentialgleichung der Form

Y = f(x)g(y) (TdV-1)

heifit Differentialgleichung mit getrennten Variablen (oder Verdnderlichen). Das An-
fangswertproblem
y(ro) = Yo

mit zy € I, yp € J behandelt man wie folgt:
Fall g(yo) = 0: Eine Losung ist gegeben durch y(x) = yo, z € I.

Fall g(yo) # 0: Sei J C J das grofte Teilintervall von J mit yo € J und g # 0 auf J. Ist
: I — R eine Losung von (TdV-2) mit y(I) C J, dh mit g(y(z)) # 0 fiir alle z € I, so
gilt

und mittels Substitution n = y(t), dn =

y(z) d T It B
[ / vt / fydt, wel
w  9() 9(y(t)
Sei F eine Stammfunktion von f auf I und G eine Stammfunktion von 1/g auf .J. Dann

gilt
Gy(z)) —G(yo) = F(z) — F(x0), also G(y(z)) = F(x)— F(x0) +G(y) fiir alle z € I.
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Wegen G’ = 1/g # 0 auf J und der Stetigkeit von 1 /g auf J ist G auf J streng monoton
und besitzt also auf G(J) eine Umkehrfunktion G~!. Wir erhalten

y(x) = G7H(F(x) = F(x0) + G(yo)), =€ 1. (TdV-3)

Insbesondere ist die Losung im Falle der Existenz eindeutig.

Umgekehrt definiert (TdV-3) auch eine Losung von (TdV-2) (wenn man I als ein Teil-
intervall von [ nimmt mit xy € I und F(z) — F(xo) + G(yo) € G(J) fur alle x € I),
denn

y(x0) = G (F(x0) — F(x0) + G(yo)) = G~ (G(w0)) = %o
und fiir z € T gilt
y'(x) = (G (F(x) — F(xo) + G(w)) - F'(x),
s

sowie nach der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion

(G (F(z) = F(z0) + G(yo)) = (G'(G™(F(x) — Flxo) + G(y))) ™" = g(y(2)).

-

g

=y()

Beispiele: 1) v = /|y, y(xo) = yo, wobei g, yo € R. Hier ist f(xz) =1 auf I = R und
9(y) = /]y| auf J =R.
Fir yo = 0 ist y(z) =0, x € R, eine Losung.
Wir betrachten nun o > 0. Dann ist J = (0,00). Auf J gilt G(n) = [1//|n]dn = 2./,
also G(.J) = (0, 00). Somit haben wir F(x) — F(zo) = — zo, G(y) — G(y0) = 2\/¥ — 2\/%
und

r—20+ 2y >0 <= x> x0— 210

Folglich nehmen wir I = (0 — 24/10,00) und erhalten als eindeutige Losung auf diesem
Intervall

(x — 2o + 24/Y0)*
1 Vo . x> 20— 2y/Yo.

d(x) = G o —zg + 2\/yo) =

Fir z < ¢ := 29 — 2,/Jo konnen wir die Losung fortsetzen durch ¢(x) = 0 oder durch

o(x) = —@ oder fiir ein gewéahltes b < ¢ durch
0 .,z € [b, ]
P(z) = { _(;5—41;)2 r<b :
Das Anfangswertproblem 3’ = \/|y|, y(zo) = yo hat also Losungen auf R. Diese sind nur auf

[0 — 2/¥0, 00) eindeutig, nicht jedoch auf R. Sie verzweigen sich im Punkt (zo —2,/y0,0).
Insbesondere sehen wir, dass das Anfangswertproblem mit y(xo) = yo auf keinem Intervall
I eindeutig losbar ist.
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2) v = (1—y)y (logistisches Wachstum): Es ist klar, dass y(z) = 0 und y(z) = 1 Losungen
sind. Wir betrachten die Anfangsbedingung y(0) = yo € (0,1). Ist ¢ eine Losung des
Anfangswertproblems auf dem Intervall [0, a), wobei a > 0 so gewé&hlt ist, dass ¢(t) € (0,1)
fir alle ¢t € [0,a) ist, so gilt fir alle ¢ € [0,a):

¢'(t)
(1—9o(t)o(t)
Wir integrieren dies iiber [0, z] und erhalten fiir x € [0, a):
_[f YW ¢'(t)
o / L=o)e® "~ Jo T=0(0
Nach dem Hauptsatz ist das Integral

=1

T

#t)

it = 0

L.

+,

- [ “log(1 — (1)) + log qs(t)}z — log 1f(—z()x) ~log % .
a_:d_o/
Wir erhalten somit fiir jedes x € [0, a):
@) . _ 1 (atd “1_q_(_ Y = -1
1_¢(x)—e , dh ¢(x)=1—(e"""+1) 1 (1_yoe + 1)

Umgekehrt priift man nach, dass dadurch tatsachlich eine Losung des Anfangswertproblems
gegeben ist. Wir sehen nun, dass wir a beliebig grofl machen konnen, so dass die Losung
auf [0, 00) existiert.
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Richtungsfeld von ¢’ = (1 — y)y.

3) ¥ = e’sinx (zundchst ohne Anfangswerte). Hier ist I = J = R, f(z) = sinz und
g(y) = ¢e¥ # 0 fir alle y, also J = R in jedem Fall. Trennung der Verédnderlichen fiihrt auf

_e—y:/e_ydy:/sin:vdxz—COSJ"—O,

dh e ¥ =cosz + C und

wobel cosz + C > 0.

y(x) = —log(cosx + C),

Berticksichtigen wir den Anfangswert y(7o) = yo und setzen F(z) = —cosz, G(y) = —e™7,

so ist G(J) = G(R) = (—00,0) und G~ : (—00,0) — R, s — —log(—s). Wir erhalten

rel,

—log(cosz — coszg + e ™),

y(v)

wobei I ein Intervall ist mit xg € T und — cos z4cos zg—e* € G(R), also mit cos x—cos zg+
e7% > ( fiir alle z € I. Durch Vergleich sehen wir C' = ™% — cos xy, also insbesondere
C>-1

Fiir C > 1 kann man [ = R setzen. Fiir C' € (—1,1] hingegen ist das Existenzintervall
der Losung beschrankt. Fiir g = 0 ist etwa C' < 1 genau dann, wenn yo > — log 2. Fiir
yo > —log2 ist dann das maximale Existenzintervall gegeben durch I = {z € (—m,7) :
|z| < arccos(1 —e %)}

101



y(xz) = —log(cosx + C) fir C + cosz > 0.

12.5. Zur linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung: Sei [ C R ein Intervall
und aq, ag, b € C(I), sowie zq € 1.

Satz: Fir alle yo, y1 € R hat das Anfangswertproblem

v' +ai(z)y +ag(x)y = blx), ze€l,
y(o) = Yo, (L2)
y/('IO) = Y,

genau eine Losung ¢ : I — R, dh ¢ ist auf I zweimal differenzierbar und gentigt der
Differentialgleichung und den Anfangswertbedigungen in (L2).

Wir zeigen Eindeutigkeit allgemein, Existenz fiir b(x) = 0 nur fir den Fall, dass a;, a9 € R
Konstanten sind. Fiir konstante a, a; diskutieren wir die inhomogene Gleichung. Auflerdem
beschranken wir uns auf I = [z, b].

(i): Sind ¢1, ¢ : I — R Losungen der inhomogenen Gleichung
v+ ai(z)y + ag(x)y = b(x), (L2-inhom)
S0 ist z := ¢1 — ¢ : I — R eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung

Y+ ai(2)y + ap(x)y = 0. (L2-hom)
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Gilt ¢1(z0) = ¢o(x0), &) (z0) = Ph(x0), so ist z(xg) = 0 und z'(zo) = 0.

(ii) Wir nehmen nun 2y = 0 und I = [0,b] an. Ist z : I — R Losung von (L2-hom) mit

2(0) =0, 2/(0) = 0 und setzen wir w(t) := 2z(t)*+2'(t)?, t € I, so gilt w(0) =0, w > 0 und
w'(t) 22(1)2'(t) + 22/ (t) 2" (¢)

w(t) — 2a, ()2 (t)? — 2a0(t)z(t)2'(t)

Lw(t), tel,

wobei L := 1+ 2max{|a1(t)| : t € I} + max{|ao(t)| : t € I} € R (da ay,ay € C(I), vgl.

8.15). Nach 12.2 ist w = 0 auf I, also z = 0 auf I. Im Falle yo = y; = 0, b(z) = 0 ist

das Anfangswertproblem (L2) also eindeutig l6sbar durch die Nullfunktion. Im allgemeinen
Fall ist (L.2) im Falle der Existenz von Losungen eindeutig lésbar.

<
<

(iii) Wie bei 12.3 gilt auch hier: Kennt man irgendeine Losung ¢p von (L2-inhom), so erhélt
man alle Losungen von (L2-inhom) als ¢ = ¢p + z, wobei z alle Losungen von (L2-hom)
durchlauft.

(iv) Losungen von (L2-hom) erhilt man durch den Ansatz y(z) = e**, x € R, der auf die
Gleichung

N4+ ad+a=0

—_——

=p(})
fihrt mit den Losungen Ajjp = —% £ 4/ Z—% — ag, den Nullstellen des charakteristischen
Polynoms p.
Die allgemeine Losung z von (L2-hom) hat die Form
z(z) = c191(z) + caga(z), 7 ER,

wobei ¢y, ca € R Konstanten sind und ¢y, ¢5 die folgenden Losungen von (L2-hom):

d1(x) = M, o(z) = 27, falls A1, Ao € R verschieden,
o1(x) = M, go(x) = weM”, falls A = Ay € R,
¢d1(x) = e’ cos(wx), @o(x) = 7% sin(wz), falls A\y/o = 0 & iw mit w # 0.

Zunéchst rechne man nach, dass z eine Losung von (L2-hom) ist. Da sich zu gegebenen
Yo, 1 € R und 25 € R die Konstanten c¢1,co € R so bestimmen lassen, dass z(xg) = vo,
2'(xo) = y1 gilt (am einfachsten ist dies fiir 9 = 0 zu sehen), sind dies alle Lésungen von
(L2-hom) (mehr kann es nach (ii) nicht geben).

(v) Sind 94, ¥ Losungen von (L2-inhom) fiir rechte Seiten by (x) bzw. by(x) und sind ¢4, ¢5 €
R, so ist ¢1901 + co1b9 eine Losung von (L2-inhom) fiir die rechte Seite ¢1by () + coba().

cos(fx)
sin(fz)

Fiir rechte Seiten b(x) der Form b(x) = ¢, (z)e™* { wobei «, f € R und g, ein

Polynom vom Grad m € Nj ist, fithrt der Ansatz

yp(x) = |rm(x) cos(Bx) + i (x) Sin(ﬁx)} e
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zum Ziel, wobei 7, und 7, Polynome vom Grad < m sind und a+1i0 eine v-fache Nullstelle
des charakteristischen Polynoms p ist (beachte, das die Spezialfialle « = 0, 5 = 0, m = 0,
v = 0 moglich sind).

Beispiel a; = 0, ap = 1: Hier ist p(A) = A*+1, also A2 = +i. Die Losung der homogenen
Gleichung 3" 4+ y = 0 ist gegeben durch

y(x) = cicosx + cpsinz, z €R.
Wir betrachten jetzt in y” + y = b(x) die rechte Seite b(x) = cos(fx) mit 5 > 0.

Fallunterscheidung: 5 # 1: Dann ist i3 keine Nullstelle von p (dh v = 0) und wir machen
den Ansatz

yp(x) = 7y cos(fBx) + d sin(fz).
Dann ist

yp(x) = —yBsin(Bz) + 63 cos(Bx),  yp(x) = —5° cos(Bx) — 63 sin(fx),
und '
yp +yp = (1 — B%) cos(Bz) + 6(1 — 3?)sin(Bx) = cos(Bx)
fiihrt auf 6 = 0, v = (1 — 3?)~! (beachte 3% # 1). Wir erhalten die Losung
yp(z) = (1— 6% cos(fz), w€R
Die allgemeine Losung
y(r) = cycosx + casina + (1 — 32) ' cos(Bz), z€R,

ist also fiir jede Wahl der Konstanten ¢y, co € R beschrankt.

Fall 5 = 1: Hier ist ¢ einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms p (dh v = 1).
Der Ansatz
yp(x) = yrcosz + dxsinx

gibt
yp(x) = (y+ 0x)cosz + (0 — yz)sinx, yp(x) = (20 — yx) cosz + (—2y — dx) sin z,

und '
Yp+yp =20cosx — 2ysinw = cosx

fithrt auf § = 1/2, v = 0. Wir erhalten die Lésung
T .
yp(zr) = psinz, € R.
Die allgemeine Losung

. T .
y(x) = ¢y cosx + cysinx + Ssinz, @ € R,
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ist also fiir jede Wahl der Konstanten c;, c; € R unbeschrankt: Die periodische Anregung
mit der Eigenfrequenz w = 1 des ungestorten Systems fiihrt zur Resonanzkatastrophe. Ende Do
19.01.12

Bemerkung: Zur Losung von (L2) im Fall konstanter a1, a9 € R kann man die Differen-

tialgleichung schreiben als
d d
(& ) (G = 2)y =¥
—_—

=v

Lose nun zunachst
v'=Mv+b(x), v(zo) =1y1 — Xy,

nach 12.3 und anschlieflend
"= Xy +ov(z), y(xo) = o,

nach 12.3. Dies geht jedenfalls fiir A\;, Ay € R. Fiir A\;, Ay € R beachte man:

Man kann Funktionen f : I — C differenzieren und integrieren, indem man dies jeweils
einzeln fiir Real- und Imaginarteil von f macht. So gilt z.B.

ie’\”’ =XM, AeC
dx

1
/e’\x de = Xe)‘”, A e C\ {0}.

Die Aussagen aus 12.3 gelten sinngeméafl auch fiir komplexwertige Funktionen, so dass diese
“Faktorisierungsmethode” prinzipiell auch fiir konjugiert komplexe A/, anwendbar ist.
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13 Integration (Fortsetzung)

Wir erinnern an den Begriff der gleichméfigen Konvergenz aus 7.16 und 8.8: Eine Folge
(fn)nen von Funktionen f, : [a,b] — R heiit auf [a,b] gleichmafsig konvergent gegen eine
Funktion f : [a,b] — R, falls es eine Nullfolge (a,) so gibt, dass fiir jedes n € N gilt:

Ve € [a,b] : | fu(z) = f(2)] < an.

13.1. Konvergenzsatz fiir Integrale: Sei f : [a,b] — R eine Funktion und (f,),en eine
Folge von Funktionen f,, € Rla,b], die auf [a, b] gleichméBig gegen f konvergiert. Dann gilt
f € Rla,b] und

b

lim | fn(x)dx:/abf(x)dx [: /abggofn(x)dx].

n—oo

Bei gleichmafliger Konvergenz kann man also Limes und Integral vertauschen.

Beweis. Wir verwenden 11.4. Sei € > 0. Wahle n € N mit

Vi € [a,8] 1 | folz) — F(2)] < S(b‘ia) —. 5

und eine Zerlegung Z mit Sy, (Z) — sy, (Z) < /3. Sind I;, M; und m; wie in 11.1, so haben
wir fiir jedes j (vgl. Beweis von 11.9):

Mj —m; = sup{|f(z) — f(2)] : 2,7 € I;}.
Wegen
[f(z) = f(@)] < |f(2) = fal@)] + [fal@) = fu(@)] + [ fu(@) = F(2)] < 20 + [ fu(z) — fu(T)]

erhalten wir

SH(Z) = 5,(2) < 26(b— a) + Sy.(Z) — 55, (Z) = % +i=¢

so dass f € Rla,b] aus 11.4 folgt. Wegen 11.14(2) haben wir

/abfnda:—/abfdm‘ S/wadfé(b—a)an,

<an

woraus Konvergenz der Integrale folgt. [
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Beispiele: (1) Sei b > 0 und f,(x) := e **/" fiir € [—b, b] und n € N. Dann konvergiert
(fn) auf [—b, b] punktweise gegen f : [—b,0] — R, f(z) = 1. Fiir jedes z € [-b,b] und n € N
gilt dabei

folz) = f(@)|=1—e"/" <1—e /" = q,.

Wegen a,, — 0 konvergiert (f,,) auf [—b,b] gleichmaBig gegen f, also

b b
/ eI dy — / ldr =2b (n— ).
—b —b

(2) Sei f, :[0,2] — R definiert durch

n’x ,x € [0,1/n]
fo(x) =< n*(2/n—2) ,x € (1/n,2/n]
0 ,x € (2/n,2]

Dann gilt fo fn(x)dx =1 fir jedes n € N, und fiir jedes x € [0, 2] konvergiert die Folge
(fu(z)) gegen 0. Setzt man f : [0,2] — R, f(z) = 0, so konvergiert die Folge (f,) auf
[0, 2] punktwezse gegen f. Die Folge der Integrale fo fn(z) dx) konvergiert jedoch nicht

gegen fo x) dz = 0. Insbesondere konvergiert (f,,) also auf [0, 2] nicht gleichmdfig gegen
f (das kann man natiirlich auch direkt einsehen). Dieses Beispiel zeigt, dass Satz 13.1 ohne
GleichmafBigkeit der Konvergenz im allgemeinen falsch ist.

(3) Sei f, : [0,7] — R, f,(z) = sin(nz). Dann gilt
(fu(m/2)) =(1,0,-1,0,1,0,—1,0,...),

insbesondere ist (f,) auf [0, 7] nicht punktweise konvergent. Trotzdem gilt

n 0 n

/O7r fo(z)dx = /07r sin(nz) dr = 1 [ — cos(m:)yT = l(l —(-1)") — 0 (n— ).

Aus Konvergenz der Integrale kann also nicht auf punktweise Konvergenz der Integranden
geschlossen werden.

13.2. Anwendung (Integration von Potenzreihen): Sei Y~  a,(z — z()" eine reelle
Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0,00] und [ := (zo — R, zo + R), sowie

NE

f:I—-R, z— f(x): an(x — x0)".

n=0

Dann ist durch

an n—|—1

F:Il >Rz Fz):=)_
eine Stammfunktion von f auf I gegeben.
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Beachte, dass die Aussage dquivalent zu Satz 10.16 ist, den wir im Beweis aber nicht
verwenden! Die Aussage von 10.16 ist damit gezeigt.

Beweis. Nur fir xg = 0 (sonst verschieben!): Fiir N € N und =z € I setze fy(z) :=

ZnN:() a,x™. Fir jedes Intervall [a,b] C I konvergiert die Folge (fx)nen nach 7.16 auf [a, b]
gleichméfig gegen f, so dass nach 13.1 gilt:

b b
/fd:c:]\}im/dea:.

Ist « € I, so kénnen wir dies anwenden auf [0, z] bzw. [z, 0] und erhalten

/Oxf(t)dtzgan/omt”dt:

Die Aussage gilt also nach dem Hauptsatz. [

13.3. Anwendung (Vertauschen von Limes und Differentiation): Sei (f,,) eine Folge
von Funktionen f, € C'[a,b] und f,g : [a,b] — R derart, dass (f) auf [a,b] gleichmaBig
gegen ¢ konvergiert und dass (f,) auf [a,b] punktweise gegen f konvergiert. Dann gilt
f € C'a,b] und f’' = g auf [a, b].

Beweis. Zunéchst ist g € Cla,b] C R[a,b] nach 8.8 und 11.9(2). Fiir jedes z € [a,b] gilt

nach 13.1:
[ na — [ o

Andererseits steht links nach dem Hauptsatz f,,(x) — f,.(a) und nach Voraussetzung gilt

lim f,(x) — fula) = f(x) — f(a).

Also ist N
f@) = f@) = [ gdt, x€ o
und nach dem Hauptsatz ist f € C'[a,b] mit f’ = g auf [a, b]. O
Ende Mo
Die folgenden Vereinbarungen sollen fiir den Rest des Kapitels gelten: 23.01.12

Ist I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion, so sei f iiber jedes Intervall
la,b] C I integrierbar.

Es seien stets a,b € R, « € RU{—o0} und f € RU{o0} mit a < f und o < b.
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13.4. Konvergenz uneigentlicher Integrale Sei f: [a B) — R (bzw. (o, b] — R) eine
Funktion. Das uneigentliche Integral f 5 x)dx (bzw. f f(x)dzx) heifit konvergent, falls

der Limes lim,_g_ [ f(z)dz (bzw. hmr_,a+ fr f(x)dr) existiert und reell ist. In diesem
Fall setzt man

/j f(z)dr = ,Li%l, /; f(x)dx (bzw. /: flx)dx = rl—ig}-i- /rbf(a:) d;z:).

Ein nicht konvergentes uneigentliches Integral heifit divergent.

Beispiele: (1) Sei v > 0. Dann gilt fiir jedes r > 1:

"1 { logr ,y=1

- dx — 1—v
T —1 9
1z T— Y 7£ 1

also ist floo x~ 7 dx konvergent genau dann, wenn 7y > 1 ist. In diesem Fall ist das Integral
=1/(y—1).
(2) Fir r > 0 gilt

/r L ¢ T )
r = arctanr”r — — T — ).
o 1+ 2 2

Also ist [,* dx konvergent und = 7 /2.

1+ T+a?
(3) Sei v > 0. Dann gilt fiir r € (0,1):
' { —logr ,y=1
—dz = 1—pl=7 )
ro X = o #F1

also ist fol x~ 7 dx konvergent genau dann, wenn v < 1 ist. In diesem Fall ist das Integral
=1/(1—=7).
(4) Analog zu (2): fo

o1 + —— dx ist konvergent und = 7/2.

Definition: Sei f : (a, ) — R eine Funktion. Das uneigentliche Integral [ f 5 x) dz heifit
konvergent falls es ein ¢ € (o, 3) so gibt, dass die uneigentlichen Integrale fa f ) dz und

f ’G x) dxr beide konvergent sind. In diesem Fall setzt man

/jf(x) dv = /:f(x) da:+/cﬁf(x) dx

und die Definition ist unabhéngig von ¢ € (a, B)
Das Integral f ﬁ x) dz heiit divergent, falls f 6 x) dz nicht konvergent ist.

Beispiele: (5) Sei v > 0. Nach den Beispielen (1) und (3) ist [ 2™ da divergent.
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(6) Nach den Beispielen (2) und (4) ist [ 752 dz konvergent und = 7.

Bemerkung: Wir betrachten im folgenden nur den Fall von Funktionen f : [a,5) — R.
Entsprechendes gilt jeweils auch fiir Funktionen f: (o, ] — R bzw. f: (o, 5) — R.

13.5. Satz (Cauchykriterium): f B x) dx konvergiert genau dann, wenn es zu jedem
e>0ein ¢ = c(¢) € (a, ) gibt mit
x)dz

YVu,v € ( < €.

(ohne Beweis)
Beispiel: [} 222 dz ist konvergent.

Zunachst beachten wir M — 1 fiir x — 0+, weshalb das Integral bei 0 nicht uneigentlich
ist. Fir v > u > 0 gilt:

Usinx vl
‘ dx‘ = ’ — sinzx dx)
v f/
g
cos v Ycosx
- [~ - [ S
s u ” X

Ccos U COoS v Y|cosx
cooul Lol " lossel,
u

U v 2
1 1 17v 2
< -+t [--] =2
u v rlu w

Sei € > 0. Fir v > u > 2/e gilt dann | [ 922 da| < 2/u < e.

13.6. Absolute Konvergenz uneigentlicher Integrale: f ﬂ x) dz heiit absolut kon-
vergent, falls fa’@ | f(x)| dx konvergent ist.

Beispiel: fooo % dx ist nicht absolut konvergent. Fiir k € Ny gilt namlich

/(k+1”|smx|d >/ | sinz| dx ! 2
A T (k+1)m (k+1)7r

™

=2

also fur n € N:

(+D™ | sin x| & 2
—dz > —— 0 (n— o0).
0 x ~ (k+1)m
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Mithilfe von 13.5 kann man zeigen (dhnlich wie bei Reihen, vgl. 7.3 und 7.4):
13.7. Satz: (1) Ist f ﬁ x) dz absolut konvergent, so ist f f(z) dx konvergent und

</ ) e

x)dx

(2) Majorantenkrlterlum

Ist | f| < g auf [a,3) und [T g 7 g(z) dz konvergent, so ist f f(x) dx absolut konvergent.

(3) Minorantenkrlterlum

Ist f > g >0 auf [a,) und f 7 x) dx divergent, so ist f 5 x) dx divergent.

Beispiele: ( fl = dz; setze f(z) == 2= und g(z) := 2732, Dann gilt |f(x)] =
f(x) < g(x) fiir Jedes x > 1. Da [~ 273/? dz konvergiert, konvergiert auch [ f(z) dz und
es gilt:

wa(x)dxg/lmg(x)dxzz

2) )7 P dx; setze g(x) = 1/z. Dann gilt f(z)/g(x) = x;fh, — 1 (z — o0) und

=:f(z)
wir finden ¢ > 1 mit f/g > 1/2 auf [¢,00), dh es gilt f(z) > g(z)/2 = (291;) U fiir alle
x > ¢ (man kann hier ¢ = 7 nehmen, wie man direkt einsieht) Da [°(2x)" dx divergiert,
divergiert auch [7° f(z) dz, und somit divergiert auch [ f(z) dx.

Warnung: Sind faﬁ f dz und ff g dx konvergent, so muss ff fgdx nicht konvergieren!  Ende Di
24.01.12
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14 Grundzige der linearen Algebra

14.1. Verkniipfungen in R” und C": Sei n € N. R" ist die Menge aller n-Tupel
(1, 29,...,x,) reeller Zahlen (dh z; € R fiir j = 1,2,...,n) und C" ist die Menge aller
n-Tupel (z1, 22, . .., 2,) komplexer Zahlen (dh z; € C fiir j = 1,2,...,n).

Wir schreiben im folgenden oft K fiir den Skalarkorper, wobei K fiir R oder C steht. Also
K" = {(21,29,...,2,) 1 z; e Kfiir j=1,2,...,n}.

Wir erklaren Verkniipfungen

+ K" x K" — K", K x K" — K"
durch
($1,$2,...,$n)+(y1,y2,...,yn) = (I1+y1,x2+y2,...,xn+yn)
a-(T1,29,...,0,) = (ax1,axs,...,ax,),

dh also durch komponentenweise Addition bzw. komponentenweise Multiplikation mit a.
Der Punkt - fiir die Multiplikation mit Skalaren wird gewtchnlich weggelassen.

Fiir die Anschauung besonders wichtig sind R? und R?.

Beispiele im R?: (1,1) + (0,1) = (1,2), 2- (1, —1) = (2, —2).

14.2. Vektorraumaxiome: Setzen wir V = K", wobei n € N, so haben die in 14.1
definierten Verkniipfungen + : V' xV — V und - : KxV — V die folgenden Eigenschaften:

(V1) (x4+y)+z=a+ (y+ 2) fir alle z,y, z € V (Assoziativitét),

(V2) x4+ y =y -+ fir alle z,y € V (Kommutativitit),

(V3) es gibt eine 0 € V mit x + 0 = x fiir alle 2 € V' (Existenz der Null),

(V4) fiir jedes x € V gibt es ein —x € V mit x 4+ (—z) = 0 (Existenz des Negativen),
(V5) (af)xr = a(fx) fir alle o, § € K, x € V (Assoziativitdt der Multiplikationen),

(V6) a(z+y) = art+ayund (a+F)z = az+pPz firalle o, 5 € K, z,y € V (Distributivitét),
(V7) 1z =z fir alle x € V' (Kompatibilitét).

Definition: Ist V # () eine Menge mit Verkniipfungen +: VxV — Vund - : KxV — V|
fir welche die Eigenschaften (V'1)—(V'7) gelten, so heifit V' ein Vektorraum tiber K oder ein
K- Vektorraum (K-VR). Die Elemente eines Vektorraumes heiflen Vektoren.

Beispiele: R” ist ein R-Vektorraum, C" ist ein C-Vektorraum, aber auch: C" ist ein R-
Vektorraum, insbesondere ist C ein R-Vektorraum.

Allgemein: jeder C-Vektorraum ist auch ein R-Vektorraum.
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14.3. Wichtiges Beispiel: Sei n € N. Ein n-Tupel z = (z1, 22, ..., 2,) € K" konnen wir
auch auffassen als Abbildung (Funktion)

z:{1,2,...,n} — K mittels z(j) := 2, fiir j=1,2,...,n.
Allgemeiner sei nun M # () eine Menge und
KM := Menge aller Abbildungen z : M — K.
Setzt man fiir z,y € KM und o € K:
r4+y: M—-K,  mw—xz(m)+y(m),
a-z: M—->K, —m— azx(m),
so ist KM bzgl. dieser Verkniipfungen + : KM x KM — KM und - : K x KM — KM ein
K-Vektorraum.
Beispiele: (1) M = N: KV ist die Menge aller Folgen in K, dh
K" = {(21,7,...) : x; € K fiir jedes j € N}
ist ein K-Vektorraum. Die Verkniipfungen sind hier

(1,22, ...) + (Y1, Y2, .. .) = (x1 + Y1, 22 + Y2, .. ), a1, 29,...) = (ax1, Q, .. .).

(2) M = [a,b] mit a < b reell: Die Menge KI*! aller Funktionen f : [a,b] — K ist ein
K-Vektorraum. Fiir f,g € K und o € K sind f + g und af punktweise erklirt (wie
sonst ja auch schon!).

Bemerkung: Ist V' ein K-Vektorraum, so gilt fir allez € V: 0-2 =0 und —x = (—1) - z.
Beweis: Esist 0- 2= (04+0) -2 = (0-2) 4+ (0-z), also

(va) (V1) (va) )

0 0-24+(=0-2) = (0-2+0-2)+(=0-z) 0-2+(0-2+(—0-2)) 02402 0.2
Weiter ist

(=) 2P0 e+ (=12 @ (14 (<) r=0-2 0,
also (—1) -z = —u.

14.4. Untervektorraume: Sei V ein K-Vektorraum.

Definition: Eine Teilmenge U C V heifit Untervektorraum oder linearer Teilaum von V,
falls U bzgl. der Verkniipfungen + und - von V' ein K-Vektorraum ist.

Satz: Eine Teilmenge U C V ist Untervektorraum von V' genau dann, wenn
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(i) U # 0 ist und
(i) fir alle z,y e U, a €e K gilt:  +y € U und ax € U,

dh genau dann, wenn U nichtleer ist und abgeschlossen unter den Verkniipfungen + und -.

Bemerkung: Die Bedingung (i) kann man ersetzen durch 0 € U.

Beispiele: (1) {(2,0,0) : x € K} =K x {0} x {0} ist ein Untervektorraum von K?.
(2) Sind z,y € K", so ist {ax + By : a, B € K} ein Untervektorraum von K".

(3) K := {(z1,29) € R* : 22 + 23 < 1} ist kein Untervektorraum von R? nicht
abgeschlossen unter +.

(4) C = {(z1,22) € R? : 2y > 0,25 > 0} ist kein Untervektorraum von R?. C' ist zwar
abgeschlossen unter +, aber —x ¢ C fiir x € C'\ {0}.

(5) Ist M # () ein Menge, so ist B(M) := {f € RM : f ist beschrinkt} ein Untervektorraum
von RM. Fiir f: M — R definieren wir die Supremumsnorm || f||s von f durch

[flloe == sup{|f(m)]: m € M} € [0, o0].

Dann gilt B(M) = {f € RM : || f|loc < oo}. Nun gehort die Nullfunktion zu B(M), und
fir f,g € B(M), « € Rund m € M gilt:

((f+9)m)| = [f(m) +g(m)| < [f(m)] + [g(m)] < [ f]lee +[|g]loo
jaf(m)| = lallf(m)] < fef|lflle,

also ||f + glleo < [[flloc + lglloc < 00 und flaflloc < |af]| flloc < c0. Somit ist f 4 g, af €
B(M).
Allgemein gilt fiir alle f,g € R® und o € R\ {0}:

1f + glloo < M1 flloe + llglloes Ml lloo = lall[flloo
(“=" hat man bei der zweiten Eigenschaft, weil ja auch || f|e < || ||af |l gilt).
(6) Ist [a,b] C R, so sind C[a,b], C'[a,b] und R|a,b] Untervektorrdume von RI®.
(7) Ist I C R ein Intervall und sind ag, a; € C(I), so ist

Ly ={¢: 1 —>R: ¢ist Losung von " + a1(x)y’ + ag(x)y = 0 auf I }

ein Untervektorraum von C?(I). C%(I) wiederum ist ein Untervektorraum von RY.

Bemerkung: Sind U;, U; Untervektorraume des Vektorraumes V', so sind auch U; N Us
und Uy 4+ U := {uy + us : uy € Uy, uy € Us} Untervektorraume von V.

Beispiel: Cy(R) := C(R) N B(R) ist ein Untervektorraum von R¥. Ende Do
26.01.12
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14.5. Affine Teilraume: Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heifit affiner
Teil- oder Unterraum von V, falls es einen Untervektorraum U von V und ein wy € V' gibt
mit

W=wy+U={wy+u:ueU}.

Bemerkung: (1) Ist W = wy + U ein affiner Teilraum, so folgt
U={w—wy:weW}={w —wy:w,wy € W}
Ist umgekehrt W C V' nicht-leer und
U:={w, —wy:wy,wy € W}

ein Untervektorraum von V', so ist W ein affiner Teilraum von V und W = w + U, wobei
man w € W beliebig wahlen kann.

(2) Ist U C V ein Untervektorraum von V', so wird durch
V1~ Uy = v — vy €U

eine Aquivalenzrelation ~y in V  definiert (vgl. 2.9). Fiir jedes v € V ist die
Aquivalenzklasse [v].,, von v bzgl. ~ ein affiner Teilraum von V und es gilt [v]., = v+U.

Beispiele: (1) Ist im R? der Untervektorraum U eine Gerade durch den Nullpunkt, so sind
die Aquivalenzklassen von ~; genau die zu U parallelen Geraden in R2.

(2) Ist I C R ein Intervall und sind ag,a1,b € C(I), so ist die Losungsmenge £ der
Differentialgleichung 3" + a1 (x)y’ + ao(z)y = b(z) ein affiner Teilraum von C?(I), ndmlich
L = yp + £, wobei yp irgendeine Losung der inhomogenen Gleichung ist und %, die
Losungsmenge der homogenen Gleichung (vgl. Beispiel (7) in 14.4).

14.6. Der lineare Aufspann: Ist V' ein K-Vektorraum, n € N und sind vy, vs,...,v,
Vektoren aus V, so heifit jeder Vektor der Form

Zajvj mit ag, a9, ..., a, € K
j=1
eine Linearkombination (LK) der Vektoren vy, vs, ..., v,.
Satz: Ist V ein K-Vektorraum und M C V, so ist
hIl(M) = {ZC(]'UJ' ne No,Oéj S K,Uj S M}
j=1

ein Untervektorraum von V', genannt der lineare Aufspann von M (oder der von M erzeugte
Untervektorraum) (erinnert sei an die Konvention 2221 a;v; = 0).
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Bemerkung: (1) lin(M) besteht aus allen Linearkombinationen von Vektoren aus M (und
ev. Null, denn lin(()) = {0}).

(2) Offenbar ist lin(M) der kleinste Untervektorraum von V', der M enthélt. Insbesondere
ist U ein Untervektorraum von V' genau dann, wenn lin(U) = U gilt.

Beispiele: (1) In V = R? gilt lin({(1,0)}) = R x {0}.

(2) In V = R? gilt lin({(1,0), (0,1)}) = R? =1in({(1,0), (0, 1), (1,1)}.

(3) Fir K aus Beispiel 14.4(3) gilt lin(K) = R?.

(4) Fiir C aus Beispiel 14.4(4) gilt lin(C) = R

(5) Sei % := {¢ € C*(I) : ¢" + ¢ = 0}. Das charakteristische Polynom der Differential-
gleichung ist A2 +1 = (X +4)(\ — ). Nach 12.5 gilt also

2y = lin{sin, cos}.

14.7. Lineare Unabhangigkeit: Sei V' ein K-Vektorraum.

Definition: Eine Teilmenge M C V heifit linear unabhdangig, falls fir jedes v € M gilt,
dass lin(M \ {v}) # lin(M), das heifit also, falls man keinen Vektor aus M entfernen kann,
ohne den linearen Aufspann zu verkleinern. Ist M nicht linear unabhangig, so heifit M
linear abhdngig.

Bemerkung: Eine Teilmenge M C V ist linear abhangig genau dann, wenn es einen
Vektor vy € M gibt, der Linearkombination von Vektoren aus M \ {vg} ist.

Definition: Man nennt n Vektoren vy, vs,...,v, € V linear unabhdngig, falls fir alle
a1, Qo, ..., ap € K gilt:

n
E Oéj’UjIO — a1 =as=...=0a,=0.
7j=1

Man sagt dazu, dass man den Nullvektor nur als triviale Linearkombination der
V1, Vg, ..., U, erhalten kann.

Sind vy, vg, ..., v, nicht linear unabhangig, so heiflen sie linear abhdngig.

Beispiele: (1) M = () ist linear unabhéngig.
(2) M = {v} ist linear unabhéngig genau dann, wenn v # 0 gilt.
(3) In R? sind (1,0), (0,1) linear unabhingig, aber (1,0),(0,1),(1,1) sind linear abhéngig.

(4) In K" sind die Einheitsvektoren ey, e, ..., e, linear unabhéngig. Hierbei ist Ende Mo

30.01.12
e; == (0,...,0, 1 ,0,...,0) fuirj=1,2,...,n.

j-te Stelle
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Mithilfe des Kroneckersymbols &;, = { (1) ’j. ; ]]z ist also e; = (0, )}

(5) In C?*(R) sind sin, cos linear unabhéngig.

14.8. Zeilenumformungen: Seien n Vektoren vy, vs, ..., v, aus dem K™ gegeben, deren
lineare Unabhéngigkeit wir untersuchen wollen. Dabei sei v; = (vj1, V)9, ..., V) fir j =
1,2,...,n. Wir schreiben die Vektoren vy, vs,...,v, als Zeilen in eine Matrix A, dh
Vi1 V12 ... Uim
V21 V22 ... U9y
A= "
Unt Un2 ... Unm

Die Matrix A ist eine n x m-Matrix mit n Zeilen und m Spalten. Wir schreiben dafiir
A e K,

Die Matrix A bringen wir in eine Form, an der wir die lineare Unabhéngigkeit der Zeilen
ablesen konnen, mittels der folgenden Zeilenumformungen fiir eine gegebene n x m-Matrix
B mit Zeilen wy, wo, ..., w, € K™:

(Z1) Ersetze eine Zeile w; durch aw;, wobei a € K\ {0};
(Z2) Ersetze eine Zeile w; durch w; + fwy, wobei 3 € K und k # j;
(Z23) Vertausche die Zeilen w; und wy, wobei j # k.

Bemerkung: Die Zeilen von B sind genau dann linear unabhangig, wenn die Zeilen der
umgeformten Matrix linear unabhéngig sind.

Satz: Jede Matrix A € K™*™ kann man durch endlich viele Zeilenumformungen in eine
Matrix C' € K"*™ {iberfithren, die in Zeilenstufenform (ZSF') ist. Dabei heif3t

Ci1 Ci2 ... Cim
C _ Cy1 C22 ... Com
Cnl1 Cn2 ... Cpm

in Zeilenstufenform, falls es ein r € {0,1,...,n} und 1 < k; < ko < ... <k, < m gibt mit

fir j=1,2,...,rgilt cjp =0 fir k=1,2,... k; — 1 und v; := cj;, # 0;
firj=r+4+1,...,ngilt ¢jz =0 fir alle k =1,2,...,m.

Man braucht dafiir sogar nur Umformungen der Art (Z2) und (Z3).
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Beispiel mit n = 5 und m = 8 und r = 4, hierbei seien 1, 72,73,74 # 0 und * ist ein
beliebiger Eintrag:

0 v * % % x *
0 0 0 7 * = *
0 0 0 0 v * * =«
0 0 0 0 0 0 ~ =*
000 0 0 0 0 0

Folgerung: Die n Zeilen der Matrix A sind genau dann linear unabhéngig, wenn fiir eine
zugehorige Matrix in Zeilenstufenform r = n gilt. Dies kann wegen r < m hochstens dann
sein, wenn n < m ist.

Beispiel: Wir untersuchen die Vektoren v; = (1,3,—-2,4), v = (—=1,—1,5,-9), vz =
(2,0,—13,23), vy = (1,5,1,—2) € R* und erhalten nacheinander die Matrizen

1 3 -2 4 1 3 -2 4 1 3 =2 4 1 3 -2
-1 -1 5 -9 0 2 3 =5 02 3 =5 02 3
2 0 =13 23 0 -6 -9 15 00 0 O 00 0 -1
1 5 1 =2 0o 2 3 -6 00 0 -1 00 O

Die Vektoren vy, vy, v3,v4 sind nicht linear unabhangig.

Bemerkung: Man sieht aber auch, dass Zeilenumformungen den linearen Aufspann der
Zeilen einer Matrix nicht andern. Ein Blick auf die dritte Matrix zeigt, dass vz eine Lin-
earkombination der Vektoren vy, vq, v4 ist (es wurden bis dahin nur Umformungen der Art
(Z2) vorgenommen, dh es wurden keine Zeilen vertauscht!): es gilt also

lin(wvy, v9, v3,v4) = lin(vy, vo, vy).

Auflerdem sieht man, dass vy, v9, v4 linear unabhéngig sind.

14.9. Zeilennormalform: Eine Matrix, die in Zeilenstufenform ist, kann man durch
Zeilenumformungen auf Zeilennormalform (ZNF') bringen. Dabei heiit C' = (¢;;,) € K™*™
in Zeilennormalform, falls zusétzlich (mit den Bezeichnungen von 14.8) gilt:

fir j =1,2,...,r gilt: 75 = ¢cjp;, = lund ¢, = 0 fiir [ = 1,2,...,5 — 1 (dh
oberhalb von cj, stehen nur Nullen).

Beispiel mit n =5 und m = 8, r = 4 aus 14.8:

01 « 0 0 % 0 =
00010 x 0 =
0 0001 x 0 =
00 00O0O0 1 =
000O0OO0OO0ODTUO0ODO
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Beispiel: Fiir die konkrete Matrix im Beispiel in 14.8 formen wir weiter um:

-2 4 1
3 =5 0
0 -1 0
0 0 0

—2 4
3/2 —5/2
0 1
0 0

0 —13/2 23/2 10
1 3/2 —=5/2 01 3/2
0 0 1 00 0
0 0 0 0 0

S O = W
o O O

3
2
0
0

o O O

14.10. Basen und Dimension: Sei V' ein K-Vektorraum.

Definition: Eine Teilmenge B C V heifit Basis von V, falls B linear unabhéngig ist und
lin(B) =V gilt. V heifit endlich-dimensional, falls V' eine endliche Basis hat, und V' heifit
unendlich-dimensional, wenn es keine endliche Basis von V' gibt.

Satz und Definition: Ist V' endlich-dimensional, so enthalten je zwei Basen von V' die
gleiche Anzahl von Elementen. Diese Zahl heifit die Dimension von V', geschrieben dim V.

Beispiel: Es gilt dimK"” = n und eine Basis ist gegeben durch die FEinheitsvektoren
€1,€9,...,€En.
Bemerkung: V' ist unendlich-dimensional genau dann, wenn V' eine unendliche linear

unabhangige Teilmenge enthalt. Eine unendliche Teilmenge M von V ist linear unabhangig
genau dann, wenn je endlich viele verschiedene Vektoren aus M linear unabhangig sind.

Beispiel: Die Menge Pla,b] der Polynomfunktionen p : [a,b] — R ist ein unendlich-
dimensionaler R-Vektorraum: Da Summen und Produkte von Polynomen wieder Poly-
nome sind, ist P[a,b] ein Untervektorraum von RI*!. Fiir jedes k € Ny sei p; gegeben
durch py(z) := 2% Dann ist {py : k¥ € Ny} linear unabhiingig, denn fiir m € N und
Qp, A1y« ..y Oy € R mit

aopo +a1pr + ...+ ampm =0 auf I

folgt ap = a1 = ... = oy, = 0, da nur das Nullpolynom unendlich viele Nullstellen hat
(vgl. 5.4).

Bemerkung: B C V ist Basis von V genau dann, wenn es zu jedem Vektor v € V eine
eindeutig bestimmte endliche Teilmenge £ C B und eine eindeutig bestimmte Funktion
a: E — K\ {0} gibt mit v = >, pa(b)b (dh v lésst sich auf genau eine Weise als
Linearkombination von Vektoren aus B schreiben). Insbesondere gilt:

Ist n € Nund by, b, ..., b, eine Basis von V', so gibt es zu jedem v € V eindeutig bestimmte
ay, g, ..., € K mit
n
V= a1b1 + O[ng + ...+ Oénbn = Zozjbj,
j=1
die aq, ao, . .., a, heilen Koordinaten von v bzgl. der Basis by, bs, ... by,.
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Beweis: Existenz folgt aus v € V = lin{by, bs,...,b,}. Sind oj,&; € Kfiir j =1,...,n

mit Z;’L:I Oéjbj =V = Z?:l &jbja SO fOlgt

n

O:U_U:Z(aj_dj)bj

j=1
und weiter a; = @; fir alle 5 = 1,...,n, da by, by, ..., b, linear unabhéngig sind.

Satz: Sei V ein K-Vektorraum und seien vy, vs,...,v, € V. Dann ist die Dimension
dimlin(vy,ve, ..., v,) des linearen Aufspanns von vq,vs,...,v, gerade die Maximalzahl
linear unabhangiger Vektoren unter den vy, vs, ..., v,.

Beispiel: Im R? sei v} := (1,1,0), ¥ := (1,0,0) und @5 := (0,1,0). Dann sind @}, ¥, linear
unabhéngig, aber U3 € lin{v;, vh} und ¥, ¥y ist Basis von lin{}, U, U3} = lin{¢}, 0o} Es
ist dim lin{ @y, ¥y, U3} = 2. Auch vy, U3 bzw. ¥, U5 sind hier Basen von lin{@;, ¢y, U3 }.

Warnung: Fiir einen C-Vektorraum V' ist es fiir die Dimensionsbestimmung wichtig, ob
man ihn als C-Vektorraum oder als R-Vektorraum betrachtet, dh ob man Linearkombi-
nationen mit komplexen oder nur mit reellen Koeffizienten zulasst. So gilt C-dimC = 1,
aber R-dim C = 2 (wie schon an der Veranschaulichung von C als komplexe Zahlenebene
zu sehen ist). Eine Basis des R-Vektorraumes C ist gegeben durch 1,4.

Ebenso ist die Dimension von C™ als C-Vektorraum = n und eine Basis ist €1, €5, ..., €,.
Die Dimension von C" als R-Vektorraum ist hingegen = 2n und eine Basis ist z.B.
€1,€9,...,€pn,1€1,1€9,...,1€,.

14.11. Lineare Gleichungssysteme: Seien n,m € N. Wir schreiben ein lineares Gle-
ichungssystem (LGS)

anTi+  aipTet ... +a1mT, =0b
a21T1+ Q99T+ ... ATy, = bz
An1T1+  ApeZTot+ ... +AppTy, = bn
mit gegebenen aji, b; € K und gesuchten zy, x9, ..., z, € K in Matrixschreibweise als
a1 Q2 ... Gim 4o by
ao21 A29 ... QA9m i) bQ
Ap1 QAp2 ... Gpm Tm bn

oder als AZ = b, wobei A € K™™ und b € K" gegeben und & € K™ gesucht ist. Hierbei
verwenden wir das Matriz- Vektor- Produkt:
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Fiir A = (a)j_7n, € K™ und 7 = (23)7L, € K™ ist

<Zajka:k> K".

k=1

m

Beachte: Wir schreiben Vektoren ¥ = (1, s, ..., 2,) € K™, die wir bisher als m-Tupel
geschrieben haben, ab jetzt ggf. als Spaltenvektoren! Dies ist die iibliche Konvention.
Beispiel: Sei l € {1,2,...,m}. Fiir den [-ten Einheitsvektor €; = (d;)7-; € K™ erhalten
wir

Aé; = (Zajk5k1> - aﬂ) -1 € Kn

dh Ag¢; ist die [-te Spalte der Matrix A. Fiir n =m = 3 und [ = 2 ist etwa

11 daiz2 A3 0 12
Q21 Ag22 A3 1 = @22
as; asy as3 0 aso

14.12. Eigenschaften des Matrix-Vektor-Produktes:
Fir alle A, B € K™ und Z,7 € K™, a € K gilt:

A(Z +7) = AT + Ay, (A+ B)Z = A7 + B7, A(aZ) = a(AT) = («A)T,
wobei fiir A = (a;i), B = (bji) die Matrizen A + B, aA € K" gegeben sind durch
A+ B = (aji+ bjr)j_1izy, oA = (aau)iity,
dh an jeder Stelle (j, k) werden die Eintrage addiert bzw. mit o multipliziert.

Satz: Mit diesen Verkniipfungen ist K"*™ ein K-Vektorraum der Dimension n - m. Eine
Basis ist gegeben durch die Matrizen

By = (03p0kq)j=1h=1 p=1,...,n,¢g=1,...,m.

Die Matrix B,, hat gerade an der Stelle (p, ¢) eine Eins und sonst Nullen.

14.13. Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems: Seien A € K"*™ und
b € K™ gegeben. Wir setzen

KernA:={ZcK": A7 =0} CK™ und BildA:={A7: 7 e K™} C K"
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Kern A ist die Losungsmenge der homogenen Gleichung AZ = 0. Die Gleichung A7 = b

heift inhomogen und b heifit Inhomogenitdt der Gleichung.

Satz: (1) Kern A ist ein Untervektorraum von K™ und Bild A ist ein Untervektorraum von
K".

(2) Bild A ist der lineare Aufspann der Spalten von A.

(3) Sind 7,y € K™ mit A7 = b = Aj, so ist T — 7 € Kern A. Ist Z € Kern A, so ist
A(Z + Z) = b. Insbesondere ist die Losungsmenge der inhomogenen Gleichung, wenn sie
nicht-leer ist, ein affiner Teilraum von K.

Beweis. (2) Fiir jeden Vektor & = (z1, 2, ...,2,) € K™ gilt

F=Y m&, also AF=A mé)=> Aé, )
=1 =1 =1 [-te Spalte von A
(vgl. Beispiel aus 14.11). (1) und (3) folgen aus 14.12. O

Folgerung: (1) Wir erhalten die Gesamtheit der Losungen der inhomogenen Gleichung
(falls es iiberhaupt welche gibt), indem wir zu einer speziellen Lésung der inhomogenen
Gleichung alle Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung addieren.

(2) Es gilt
AT = b ist losbar < b€ BildA < b ist LK der Spalten von A.

Ist AT=10 l6sbar, so ist die Losung eindeutig genau dann, wenn Kern A = {6} gilt.

Beispiele: (1) A = (| ) = (}). Dann hat A7 = b keine Lésung.

-

(2) Sei A wie eben und b = ( . Dann ist AZ = b l6sbar und die Menge aller Losungen ist

der affine Teilraum
caeKy = 0 + i 1
e =1, in 0
——

= Kern A

(3) Sei A= (?]) und b= (9). Dann ist ' := (_11/2) die eindeutige Lésung von AT = b.

Bemerkung: Ein lineares Gleichungssystem kann also keine, genau eine oder unendlich
viele Losungen haben.

14.14. Losungsalgorithmus: Seien A € K"*™ und b e K" gegeben. Zur Losung erweitern
wir die Matrix A um b als (m + 1)-te Spalte, betrachten also (A|b) € K™+ Fiir
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A = (a;) und b = (b)) ist

ai;pr a1 ... QAim bl

- ag1 @22 ... Qom bg
(Alb)=| . .
An1 Gp2 .. Gpm | by

Wir werden Zeilenumformungen verwenden (vgl. 14.8).

Beobachtung: Geht die Matrix (B|¢) aus der Matrix (B | & durch eine Zeilenumformung
hervor, so gilt .

{# e K": B =¢} ={7¥e€ K" : B¥ =},
dh die Losungsmenge der entsprechenden linearen Gleichungssysteme andert sich nicht.

Allgemein gilt: Geht B aus B durch eine Zeilenumformung hervor und ist die k-te Spalte
von B Linearkombination anderer Spalten von B, so ist die k-te Spalte von B Linearkom-
bination der entsprechenden Spalten von B und zwar mit denselben Koeffizienten.

Algorithmus (Eliminationsverfahren nach Gauf}):

(1) Matrix A um b als letzte Spalte erweitern.
(2) Die erweiterte Matrix (A | b) durch Zeilenumformungen auf ZNF (oder ZSF)
bringen.

(3) Losbarkeit und Losung ablesen.

Zu Schritt (2) vergleiche 14.8 und 14.9.

Algorithmus Schritt (3), Ablesen der Lo&sbarkeit: Das lineare Gleichungssystem
AZ = b ist nicht 16sbar genau dann, wenn eine ZSF von (A|b) die Form C' = (¢j) €
K™+ hat und es ein j € {1,...,n} gibt mit ¢;; = 0 fiir k =1,...,m und ¢;,,41 # 0.

Mit den Bezeichnungen aus 14.8 ist dies genau dann der Fall, wenn k. = m + 1 gilt.

Beispiel: siehe Beispiel 14.13(1). Dort ist n =m =2, r =2, ky = 2, ky = 3.

Algorithmus Schritt (3), Ablesen der Lésung: Man bringe die Matrix auf Zeilennor-
malform. Wir zeigen am Beispiel, wie man im Falle der Lésbarkeit die Losungen ablesen

kann. Dazu nehmen wir an, dass die berechnete Zeilennormalform von (A |b) die folgende
Gestalt hat (hier ist n =4, m = 5):

10 (03] 0 61 C1
0 1 [6%) 0 ﬂg Cy
00 0 1 B3]cs
00 0 0 010
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Man nehme die Variablen zu den Spalten, die “hinter” den Stufen stehen (im Beispiel die
dritte und die fiinfte Spalte), als freie Parameter (im Beispiel also etwa s = x3 und t = z5).
Schreibt man die Gleichungen wieder aus, so erhéalt man

Ty =c —say —tfB, To=cCy—say—10y, w4g=c3— 103,

Also ist die Losungsmenge von Az = b gegeben durch

C1 —Qg — [
&) —Q2 — B2
{ 0 |+s| 1 |+¢] o :s,teK}.
3 0 —[33
0 0 1
— — [
—Q2 —[2
Hier gilt Kern A = lin{ 1 ) 0 |} und dim (Kern A) = 2. Die Lésungsmenge
0 — 03
0 1
C1
Ca
ist eine Ebene durch den Punkt 0
C3
0

Zum selben Ergebnis gelangt man mit dem (—1)-Erganzungstrick:

Ausgehend von der Zeilennormalform lasse man zunéchst die Nullzeilen weg.
Dann ergénze man unter den Zeilen mit “langeren” Stufen eine Zeile mit —1
und sonst Nullen (ggf. mehrere solcher Zeilen s.u.) so, dass auf der Diagonalen
nur +1 steht. Im Beispiel

10a106101
(1)(1)3182121 100(10&161 01@205202
0002162(:2 01 an 0 fBoley 00 —10 010
0000035 00 0 1 f5]cs 00 0 1 f5]c
00 0 0 —1/0

Dann nimmt man fiir jede (—1)-Spalte einen freien Parameter und kann die
Losungsmenge hinschreiben: letzte Spalte plus jeweils freier Parameter mal
entsprechender Spalte, also

1 g ﬁl
Co (&%) 52
{ 0 |+s| =1 |+¢] o :s,teK}.
3 0 B3
0 0 —1
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Man vergleiche dies mit der Darstellung oben.

Weiteres Beispiel zum (—1)-Ergénzungstrick:

10 o 51 C1
(1J (1] Zl gl 21 1 0 o Bi|la 01 ay By |c
000 0|0 01 a ffe SO
00 0 —-1]0
Die Losungsmenge ist hier also gegeben durch
1 g 61
Co Qo Bo .
{ s | T .s,teK}.
0 0 -1

Bemerkung: Enthélt die ZNF links Nullspalten, so ergénze man fiir diese die (—1)-Zeilen
oben. Im Beispiel 14.12(2) also

(al3) o (221

mit der abgelesenen Losungsmenge

14.15. Der Rang einer Matrix: Fiir eine Matrix A € K™*™ ist die Maximalzahl r linear
unabhéngiger Zeilen gleich der Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (man sagt auch
“Zeilenrang = Spaltenrang”). Die Zahl r heilt Rang der Matriz A, geschrieben rg A.

Bewets. Man betrachte die ZNF von A. O

Bemerkung: Es gilt rg A = dim Bild A.

Satz: Sind A € K™™ und b € K", so gilt:

-,

AT = b ist losbar < rg A=rg(Alb),

dh ein lineares Gleichungssystem ist 16sbar genau dann, wenn der Rang der Matrix A gleich

—

dem Rang der erweiterten Matrix (A |b) ist.
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14.16. Dimensionsformel: Sei A € K™"*™. Dann gilt
m = dim Bild A + dim Kern A = rg A 4+ dim Kern A.
Man vergleiche mit 14.14 (insbesondere mit der Form der Matrix, die beim (—1)-

Erweiterungstrick entsteht).

10
Beispiele: (1) A = | 1 1 . Hier ist n = m = 3 und rgA = 3, da die Zeilen
01

o O =

(oder auch die Spalten) linear unabhéngig sind. Somit ist dim (Kern A) = 3 — 3 = 0 und
Kern A = {0}. Ablesen lésst sich das natiirlich auch an einer ZSF:

1 01 1 0 1 1 0 1
110 01 -1 01 -1
010 01 0 00 1
11 2
(2) A = 1 0 1 |. Hierist n = m = 3 und rg A = 2, da die ersten beiden Spal-
011
ten linear unabhangig sind, die dritte Spalte jedoch Summe der ersten beiden. Somit ist
1
dim (Kern A) = 3 — 2 = 1. Durch Probieren findet man 1 € Kern A. Folglich ist
—1
1
Kern A =lin{| 1 |]}.Zum selben Ergebnis kommt man mit einer ZNF und anschlieBen-
—1
der (—1)-Ergénzung:
11 2 1 0 1 11 2 1 01 ) 10
1 01 0 -1 -1 011 011 (_—)>011
011 0 1 1 000 000 00 —1
Ende Mo
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14.17. Lineare Abbildungen: Seien V, W K-Vektorraume.
Definition: Eine Abbildung ¢ : V' — W heifit linear, (bzw. genauer K-linear), falls fiir
allez,y € V, a € K gilt:

oz +y)=0o(x)+o(y), ¢lazr)=ag(z).

Fiir ein solches ¢ heifit
Kerng :={z €V : ¢(x) =0}

der Kern von ¢ und
Bild ¢ := {¢(x) : x € V'}

heifit Bild von ¢.
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Beispiele: (1) Ist A € K™ so ist die Abbildung ¢4 : K™ — K", ¥ +— AZ, linear. Es ist
Kern ¢4 = Kern A und Bild ¢4, = Bild A.

(2) Die Abbildung R[a,b] — R, f f;f(x) dz, ist linear.

(3) Die Abbildung C*([a,b]) — C([a,b]), f — f’, ist linear.

(4) Sind ag,a; € C(I), so ist die Abbildung C?*(I) — C(I), y — y" + a1y’ + apy linear, dh
die linke Seite der Differentialgleichung (L2) in 12.5 ist linear in y.

Satz: Sei ¢ : V — W linear. Dann gilt:

(1) Kern ¢ ist ein Untervektorraum von V.

(2) Bild ¢ ist ein Untervektorraum von W.

(3) ¢ ist injektiv <= Kern¢ = {0}.

(4) Ist ¢ injektiv und sind wy,v9,...,v, € V linear unabhingig, so sind
o(v1), d(v2), ..., ¢(v,) linear unabhéngig in W.

Beweis. (4) Seien ay,as,...,a, € K mit Y77 a;¢(v;) = 0. Da ¢ linear ist, folgt
¢(> 71 ajvj) = 0. Da ¢ injektiv ist, folgt 37 | a;jv; = 0, und aus linearen Unabhéngigkeit
von vy, vy, ..., v, folgt dann a; =y = ... =, = 0. O

Bemerkung: Ist Z ein weiterer K-Vektorraum und sind ¢ : V — W und ¢ : W — Z
linear, so ist auch Y o ¢ : V — Z linear.

14.18. Lineare Abbildungen als Matrizen: Seien VW endlich-dimensionale K-

Vektorraume und ¢ : V' — W eine lineare Abbildung. In V und W seien Basen vy, vs, . .., v,
bzw. wq,ws, ..., w, gegeben. Dann gibt es genau eine Matrix A € K" mit der Eigen-
schaft

m n g 61
¢(Zakvk) :Zﬂjwj — A : = :
k=1 J=1 Um 671
Durch die Matrix A werden also die Koordinatentupel (aq, ag, ..., o) € K™ von Vektoren

v € V bzgl. der Basis vy, vy, . . ., vy, auf die Koordinatentupel (1, fa, ..., 3,) € K" von ¢(v)
bzgl. der Basis wy,ws, ..., w, abgebildet.

A heifit dann Darstellung von ¢ bzgl. der Basen vy,vy ..., v, und wy,ws, ..., W,.

Man erhélt die Matrix A wie folgt:

Zu jedem Basisvektor v, K = 1,...,m bestimme man die Koordinaten von
o(v) € W bzgl. der Basis wy, ws, . .., w,. Diese bilden die k-te Spalte von A.
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Beispiele: (1) Die Darstellungsmatrix von ¢4 aus Beispiel 14.17(1) bzgl. der Standard-
basen ist A.

(2) Die lineare Abbildung ¢ : K* — K3 sei gegeben durch
O(x1, 9, 23) = (207 — T2 + T3, —T1 + 229 + X3, 71 — To + 273).

Wir bestimmen die Matrix A zu ¢ bzgl. der Basis 7, U5, U3 im Argument- und Zielraum,
wobei

1 1 0
U] = 1 , Uy = 0|, uv3= 1
0 1 1
Es ist
1
o(vy) = 1 =1-U;+0 -0y +0- s,
0
3
3
0
1
also
1 0 1
A= 0 3 -1
00 2

Verwenden wir hingegen ¢}, U, U3 nur “vorne” (dh im Argumentraum von ¢) und die Stan-
dardbasis “hinten” (dh im Zielraum von ¢), so erhalten wir als Darstellungsmatrix

1 0
1 3
0 1

w o W

Verwenden wir in Argument- und Zielraum die Standardbasis, so erhalten wir als Darstel-
lungsmatrix

2 —-11
-1 2 1
1 -1 2

14.19. Das Produkt von Matrizen: Seien n,m,q € Nund A € K™ B ¢ K™*4
Matrizen. Nach 14.17 sind die Abbildungen ¢4 : K™ — K" und ¢p : K¢ — K™ linear,
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und ¢4 o ¢p : K9 — K" ist auch linear. Die Darstellungsmatrix von ¢4 o ¢ bzgl. der
Standardbasen ist gegeben durch das Matrizprodukt AB € K"*9, wobei fiir A = (ajx)j_ 72,
und B = (b)jL,;—, die Matrix AB Eintrdge (c;)7-,/_, hat mit

cjlzzajkbkb j=1...n, l=1,...,q.
k=1
Fir @ = (21,29, ...,2,) € K7 ist ndmlich
q m q
) = s (Sen), = (S on S
(BT) (ak)jk 521: ki1 . ;a]klz; kL1 ;

— < il ( é ajkbkl)xl>j = ( é ajkbkl)j’l<xl)l~

=

Man beachte, dass hierbei die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von
B ist (ndmlich m), andernfalls ist das Matrixprodukt nicht definiert.

Bemerkung: Man erhélt die [-te Spalte von AB, indem man die Matrix A mit der [-ten
Spalte von B multipliziert (im Sinne des Matrix-Vektor-Produktes aus 14.11 und 14.12).

11 1-1\ /(10
o1/\o1/) o1/
Eigenschaften des Produktes von Matrizen: Fiir alle A;, Ay, € K"*™, By, B, € K™*¢
und alle o € K gilt:
(Al + OéAQ)Bl = AlBl + OéAQBl, A1<Bl + OéBQ) = AlBl + CYAlBQ,

dh fiir festes B € K™*? ist K"*™ — K"*? A + AB linear, und fiir festes A € K™ ist Ende Di
K™*¢ — K"*9 B+ AB linear. 07.02.12

Beispiel mit n =m = 2:

AuBlerdem ist das Produkt von Matrizen assoziativ.

Warnung: Im allgemeinen gilt AB # BA! Damit beide Produkte existieren, muss zunéachst
n = ¢ sein. Dann ist AB eine n x n-Matrix und BA eine m x m-Matrix. Gleichheit kann
also hochstens fiir n = m = ¢ gelten. Fiir n = m = ¢ = 2 ist aber z.B.

(o1) (o) = (o) # (1) = (o) ()

14.20. Invertierbare Matrizen: Fiir n € N heifit I, := (0;3)},-, € K**" die Einheits-
matriz (wir schreiben auch kurz I, wenn n aus dem Zusammenhang klar ist).

Es gilt dann
IA=Al=A firalle A € K™

und die zugehorige Abbildung ¢; : K* — K" ist die Identitat & — 2.
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Definition: Eine Matrix A € K"*" heif3t reguldr, falls rg A = n ist, und invertierbar, falls
es eine Matrix B € K™ gibt mit AB = BA=1.

Bemerkung und Definition: Ist A invertierbar, so ist die Matrix B in obiger Definition
eindeutig bestimmt, denn fiir eine weitere Matrix B mit diesen Eigenschaften folgt:

B =BI = B(AB) = (BA)B =B = B. (*)

Diese Matrix B heifit Inverse von A (oder zu A inverse Matriz) und wird mit A~! bezeich-
net.

Rechenregeln: Seien A, B € K™" invertierbar. Dann sind A~! und AB invertierbar, und
es gilt:
(A H)7t=A4  und (AB)"'=B71A™"

Die zweite Regel ist die Hemd-Jacken-Regel (vgl. 3.6).
Satz: Sei A € K™, Dann gilt:

A regulir <= BildA =K" <= Kern A = {0} <= A invertierbar.
Fiir die induzierte lineare Abbildung ¢4 : K® — K" gilt:

¢4 surjektiv <= ¢4 injektiv <= ¢4 bijektiv.

Bemerkung: Sind A, B € K™ mit AB = I, so sind A und B invertierbar und es gilt

A1 = B. So ist etwa ((1) })71 = ((1)*11) (vgl. Beispiel in 14.18).

Beweis. Gilt AB =1, so ist Kern B = {6} und Bild A = K", und nach dem Satz sind A, B
invertierbar. Fiir A=' = B verwenden wir ein Argument wie in (*). O

Berechnung von A~': Man 16se fiir jedes [ € {1,2,...,n} das Gleichungssytem AZ = é].
Die Losung ist die I-te Spalte von A~!. Man kann diese Gleichungssysteme auch simultan
16sen.

Beispiel: Sei A = (‘c’ Z) € K%*2 invertierbar und a # 0. Wir setzen § := ad — bc und sehen

an der dritten Matrix, dass 0 # 0 ist.
a b|1 0 1 b/a 1/a 0 1 b/a| 1/a 0O
c d|0 1 0 d—bc/a|—c/a 1 0 d/a|—c/a 1
1 bla| 1/a 0O 1 0[2+% —p/s
0 1 |—c/o afé 0 1| —¢/6 a/o )

Wegen 1 + 2 = d/§ ist also




Den Fall ¢ # 0 behandelt man analog, er fiihrt auf dieselbe Formel. Wir sehen auch, dass
Invertierbarkeit aquivalent ist zu § # 0.

14.21. Skalarprodukte: Wir definieren das euklidische Skalarprodukt in K™ durch

(f|g) = Zx]y_] fur f: (1'1,1'2, oo 7'1771)7:17: (yby?; oo ayn) € K?’L
7j=1

Die so definierte Abbildung (:|-) : K® x K" — K hat folgende Eigenschaften

(S1) vz, € K" (7]y) = (412),
(S2) VZ,9,Z7 € K", a € K: (o + |2) = a(7|2) + (¢]2),
(83) vZ € K™\ {0}: (&)%) > 0.

Bemerkung: Ist V' ein K-Vektorraum, so heifit eine Abbildung (-|-) : V x V' — K mit den
Eigenschaften (S1)—(S3) (fiir V statt K") ein Skalarprodukt auf V.

Eigenschaften eines Skalarproduktes auf einem K-Vektorraum V' sind
Ve, y e Via € K: (z|ay + 2) = a(z|y) + (z]2),
Ve € V: (z|0) = (0]z) =0,
Ve,y € Vi |(zly)] < v/ (z|z)\/(y]y) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

Zum Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir y # 0 schreibe man

|(z]y)]?
(yly)

0 < (z—aylr — ay) = (z|lz) — alylz) — a(zly) + |o*(yly) = (z|z) —

wobei a = (z]y)/(y|y). Wegen (S3) gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung nur,
wenn x = ay, dh also nur dann, wenn z,y linear abhéangig sind.

Bemerkung: Ist K = R und also V' ein R-Vektorraum, so kann auf die komplexe Konju-
gation verzichtet werden, da 7 = r fiir alle r € R.

Gangige Bezeichnungen: Fiir das Skalarprodukt von #, ¢/ € R™ schreibt man haufig auch

Z -y (und gelegentlich sogar nur )

Beispiele (nicht in der Vorlesung gebracht): (1) Sind aq, as, ..., a, > 0, so definiert auch

(@y) == Zaj:cjy_j fir @ = (x1, 22, ..., 20), ¥ = (Y1, Y2, - - -, Yn) € K"
j=1

ein Skalarprodukt auf K".
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(2) Ist V' = RJa, b] (hier ist K = R), so wird durch

b
(flg) = / f(@)g(z)dx, f.g < Rla,b)

ein Skalarprodukt auf R[a,b] definiert (beachte, dass fg € R[a, b] nach 11.14(3)).

(3) Sei I? der Raum der quadratsummierbaren Folgen, also
P={z=(2j)jen € K": Z |2,]* < 0o}
j=1
Dann ist [2 ein Untervektorraum von K~ und durch
(xly) =D a5, wyel’
j=1

wird ein Skalarprodukt auf /2 definiert. [Klar ist: ax € [? fir z € [? und a € K. Beweisen
muss man eigentlich nur, dass fiir x,y € [? die Reihe im Skalarprodukt konvergiert und
dass = +y € [* gilt.]

14.22. Normen: Ist V' ein K-Vektorraum und (-|-) : V x V' — K ein Skalarprodukt, so
hat die Abbildung || - || : V — [0, 00), v — /(v|v) folgende Eigenschaften:

(N1) Vo e Vi |jv||=0=v=0,
(N2) Vo eV, a e K: [av]| = [eff|v]],
(N3) Yu,v € V: ||lu+v|| < |Jul] + ||v]| (Dreiecksungleichung).

Beweis der Dreiecksungleichung. Es gilt (unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung):

lutol* = (u+vlutv) = [lul]® +2Re (u|v) + [[o]|* < [Jull*+2|(ulo)[ +[Jv]|* < (]l +]vl)?,
und die Ungleichung folgt durch Wurzelziehen. ]
AuBlerdem gilt die Parallelogrammgleichung:

Yu,v € V1 flu+ol* + [lu—vf* = 2 (Jul® + [lv]]*) -

Definition: Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung || - || : V' — [0, 00) mit den Eigen-
schaften (N1)—(N3) heifit eine Norm auf V.
Ist || - || eine Norm auf V, so wird fiir u,v € V die Zahl ||u — v|| > 0 als Abstand von u
und v interpretiert, und es gilt ||0|| = 0, sowie

lull = ||| < ||u—wv]] (umgekehrte Dreiecksungleichung).
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Anschauliche Bedeutung des Skalarproduktes im R": Sind Z, 7 € R™ \ {6}, S0 ist

(#19) = IZ[l[|71l cos ¢,
wobei ¢ den von T, i eingeschlossenen Winkel bezeichne.
Bemerkung: Sei V' ein K-Vektorraum und || - || eine Norm auf V. Es gibt genau dann ein

Skalarprodukt (-]-) auf V' mit ||v|| = /(v|v), wenn fiir || - || die Parallelogrammgleichung
gilt.

Beispiel: Ist M eine Menge mit mindestens zwei Punkten, so wird auf dem R-Vektorraum
B(M) aller beschriankten Funktionen f : M — R durch

[flloe = sup{|f(m)] : m € M}

eine Norm definiert, zu der es kein Skalarprodukt gibt. [Zum Beweis betrachte M = {1, 2},
also B(M) = R? und ||(x1, 72)||ec = max{|zy]|,|z2|}. Fiir u = &,v = €& ist die Parallelo-
grammgleichung nicht erfiillt.]
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