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1 Logische Grundlagen

Wir beginnen mit Grundlagen der Aussagenlogik.
1.1. Aussagen: Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist.

Beispiele:

1) 24+3=7.(f)

2) 2 ist eine Primzahl. (w)

3) Berechnen Sie bitte 7 — 15. (keine Aussage)
)

4) Die Lichtgeschwindigkeit betragt ca. 300000’%. (keine Aussage im mathematischen
Sinn).

(
(
(
(

Im Rahmen der Vorlesung sind wir an mathematischen Aussagen interessiert. Aussagen
bezeichnen wir im folgenden mit A, B, C, ...

1.2. Verkniipfung von Aussagen: Wir erklédren die logische Verkniipfung von Aussagen
durch sogenannte Wahrheitstafeln.

(a)

Alw w f f
A N B (logisches “und”) Blw f w f
ANBlw f f f
(b)
Alw w f f
AV B (logisches “oder”) Blw f w f

A\/B‘w w w f

Achtung: Das logische “oder” ist nicht exklusiv, d.h. es ist zugelassen, dass beide Aussagen
A und B wahr sind.

(c)

. Alw f
Negation —A A7 w
Man sagt: “non A” oder “nicht A”.
(d)
Alw w f f
Implikation A = B Blw f w f
A= B ‘ w f w w

Man sagt: “wenn A, dann B”, “A impliziert B”, “aus A folgt B”.
Bemerkung: Aus Falschem folgt Beliebiges (ez falso quodlibet).



Beispiel: Aus 1 = 2 folgt: 9 ist eine Primzahl. (w)

(e)
. Alw w f f
Aquivalenz A < B Blw f w f
A@B‘w f f w

Man sagt: “A ist aquivalent zu B”, “A ist gleichbedeutend mit B”, “A genau dann, wenn
B”, “ A dann und nur dann, wenn B”.

1.3. Regeln: Fiir zusammengesetzte Aussagen gilt die Konvention:
— bindet stérker als A/V; A/V bindet stérker als = /<.

Folgende Regeln sind allgemeingiiltig:

-(-4) < A (doppelte Negation)
(A< B) & [(A= B)AN(B=A4)] (Aquivalenz bedeutet zwei Implikationen)
-(AANB) & (-AV-B) (Negation von “und”)
-(AVB) & (-AA-B) (Negation von “oder”)
(A= B) & (-AVB) (Umformulierung der Implikation)
(A= B) & (AAN-B) (Negation der Implikation)
(A= B) & (-B=-4) (Kontraposition )

Beispiel: Wenn 9 keine Primzahl ist, dann ist 1 # 2. (w)
Weiter gelten folgende Regeln:

Kommutativitit: ANB < BANAund AV B < BV A.
Assoziativitit: AN(BANC) < (ANB)ANCund AV (BVC) < (AV B)VC. Deshalb

kann man hier die Klammern weglassen.

Distributivitit: AN (BVC) < (AANB)V(ANC)
und AV (BAC) < (AVB)A(AVO).

Ein Drittes gibt es nicht: AV —A ist stets wahr (tertium non datur).

Beispiel: Eine Verkniipfung, welche das “exklusive Oder”
Alw w f f
Blw f w f
v ‘ fww f
realisiert, ist z.B. (mA A B) V (A A —=B), aber auch (AV B) A =(A A B) oder =(A < B).

Mit obigen Regeln konnen diese drei Versionen ineinander umgeformt werden (Ubung).




1.4. Quantoren: Eine Aussageform A(x), A(z,y), ... ist ein Satz, der eine oder mehrere
Variablen x, y, ... enthalt und der nach dem Ersetzen dieser Variablen durch konkrete
Objekte eine Aussage ist.

Beispiele: (1) A(x) = “x ist eine Primzahl”. (2) A(z,y) = “x +y = 10”.

Der Allquantor
Vo A(z)

bedeutet: Fiir alle Objekte x ist die Aussage A(z) wahr.

Der Ezistenzquantor
dz : A(x)

bedeutet: Es gibt (mindestens) ein Objekt x, fiir das die Aussage A(z) wahr ist.

Negation von Quantoren:

—(Vz: A(x)) & (Jz: ~A(z)) und —(Fx: A(z)) & (Vo : -A(z)).

In den allermeisten Féllen werden Quantoren eingeschrankt und beziehen sich dann nur
auf gewisse Objekte, z.B.
Vo mit A(x) : B(x).

Die Negation davon ist dann
Jr mit A(z) : =B(z).

Beispiel: Alle Primzahlen sind ungerade. (f)
Setzen wir A(z): “x ist Primzahl” und B(x): “x ist ungerade”, so haben wir die Aussage

Vo mit A(z) : B(x).
Deren Negation ist
Jr mit A(x) : ~B(z),

also “Es gibt eine Primzahl, die nicht ungerade ist” (w).

Achtung: Bei mehreren Quantoren kommt es i.a. auf die Reihenfolge an!

Beispiel: Betrachtet man fiir  und y natiirliche Zahlen sowie die Aussageform A(z,y) =
“r <y’ soist

Vedy:z <y
wahr, aber

JyvVr rx <y

ist falsch.



2 Mengen

2.1. Der Begriff der Menge: Wir verwenden die folgende Definition (nach Georg Can-
tor):

“Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiede-
nen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente
von M genannt werden) zu einem Ganzen.”

x € M bedeutet: z ist Element der Menge M, d.h. x gehort zu M.
x & M bedeutet: z gehort nicht zu M, d.h. x ¢ M < —=(x € M).

“r € M” ist also eine Aussageform, d.h. fiir jede Menge M und jedes x gilt entweder x € M
oder z & M.

Die Mengen, mit denen wir uns beschaftigen werden, sind etwa Mengen von Zahlen oder
Mengen von Funktionen etc.

Schreibweisen: Ist A(z) eine Aussageform, so kann man schreiben
M = {z : A(x)} = Menge aller z, fiir die A(z) gilt,
also z.B. N ={z: 2 € N}, P = {x: x ist Primzahl}. Haufig schreibt man auch, wenn die
Menge M gegeben ist, {z € M : A(x)} fir {x :x € M A A(z)}.
Eine andere Méglichkeit ist die Aufzdhlung, etwa M = {1, 2,3, 9}.

2.2. Beziehungen zwischen Mengen: Definition: Es seien M und N Mengen.

Beispiele: Wir schreiben N = {1,2,3,...} Menge der natirlichen Zahlen (N wird spéter
exakt eingefiihrt).

{z € N: x ist gerade Primzahl } = {2},

{z € N: z ist Primzahl Az > 2} C {z € N : 2 ist ungerade }.

{r € N: z ist Primzahl } \ {z € N : 2 ist ungerade } = {2}.



2.3. Operationen mit Mengen: Seien M, Ms, M3 und ) Mengen.
Regeln fiir Durchschnitt und Vereinigung: Wegen gelten:

Kommutativitat:
My N My = My N M, My U My = My U M.
Assoziativitat:
My 0 (My 0 Ms) = (My N My) N Mg, My U (My U M;) = (My U My) U Ms.

Distributivitat:
Ml U (MQ N Mg) - (Ml U MQ) N (Ml U Mg),

M; 0 (My U M;) = (M; N M) U (M N Ms).
AuBerdem ist M1 Q M1 U Mg, M2 Q M1 U MQ, M1 N M2 Q Ml, M1 N MQ Q Mg.

de Morgansche Regeln: Wegen [1.3] (Negation von “und”/”oder”) gilt auch

Q\ (MyUM,y) = (Q\ M)N(Q\ M), Q\ (M NM)=(Q\M)U(Q\ My).

2.4. Die leere Menge: Die leere Menge () enthalt keine Elemente, d.h. Vo : x & ().
Regeln: MUD =M, M\O=M, MNQ =0, M\ M =0, ) C M fir jede Menge M.

2.5. Die Potenzmenge: Ist M eine Menge, so heifit die Menge aller Teilmengen von M
Pot(M) :={N: N C M}
die Potenzmenge von M (manchmal auch L(M)).

Bemerkung: Fiir jede Menge M gilt: M € Pot(M), () € Pot(M), aber auch () C Pot(M)
(vgl. 2.4).
Beispiel: Fiir M = {1,2} ist Pot(M) = {0, {1}, {2}, {1,2} }.

2.6. Das kartesische Produkt: Es sei n € N und M, M,, ..., M, seien Mengen. Die
Menge der geordneten n-Tupel (xq,x, ..., x,) mit z; € M, fir alle j € {1,2,...,n} heifit
das kartesische Produkt My x My X ... x M, der Mengen My, My, ..., M,. Also

My x My x ... x M, :={(x1,29,...,2,) : fiir alle j € {1,2,...,n} gilt z; € M;}.

Wir schreiben M™, falls My = My = ... = M, = M gilt.

6



Beispiele:
(1) Fir My = {0,1}, My = {1,2,3} ist
M,y x My = {(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2), (1,3)}.
(2) Fiir M = {0,1} ist
M?* ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1), (1,0,0), (1,0,1),(1,1,0), (1,1, 1) }.

(3) Ist M eine Menge und N = (), so ist M x N = {).

2.7. Relationen: Es seien X, Y Mengen und R C X xY. Dann heifit R eine Relation. Statt
(x,y) € R schreibt man auch xRy (x und y stehen in Bezichungen (Relation) zueinander).

Beispiele:

(1) R={(n,m) € Nx N: n ist ein Teiler von m}. Es gilt 2R4, hingegen 3R4 gilt nicht.
(2) Essei X eine Menge und R = {(N,M): N C M C X} C Pot(X) x Pot(X). Hier ist
NRM < N C M.

2.8. Definition: Es sei X eine Menge und R C X? eine Relation.

(1) R heiit reflexiv = Vo € X : zRx.

(2) R heit symmetrisch < (zRy = yRz),

(3) R heift transitiv < (zRy ANyRz = xRz),

(4) R heit antisymmetrisch < (xRy ANyRx = x =y),

(5) R heiBt eine Aquivalenzrelation < R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv,
(6)

6) R heifit eine Ordnungsrelation < R ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.

Beispiele:

(1) R in obigem Beispiel (2) ist eine Ordnungsrelation. R ist nicht symmetrisch, also
keine Aquivalenzrelation.

(2) X =Z, R={(n,m) € Z* : n —m ist gerade} ist eine Aquivalenzrelation. R ist nicht
antisymmetrisch, also keine Ordnungsrelation.

Ist R eine Aquivalenzrelation, so schreibt man auch x ~ y fiir zRy.
Ist R eine Ordnungsrelation, so schreibt man auch = <y fiir xRy.

Es sei R C X X X eine Aquivalenzrelation. Fiir jedes z € X heifit die Menge
[z] .= [z]lr ={y € Xz ~y}
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die Aquivalenzklasse von x bzgl. R und jedes y € [z] heifit dann ein Reprdsentant der
Aquivalenzklasse [x].

Es gilt fiir alle z,y € X dann z € [z] (~ ist reflexiv) und
N #0=[zl=[], [@l=kez~y,
da R symmetrisch und transitiv ist. Wir setzen
X/ i=A{lz] : 2z € X}.

In obigem Beispiel (2) gilt:

1.Fall n ist gerade, also n ~ 0 und somit [n] = [0].
2.Fall n ist ungerade, also n ~ 1 und somit [n] = [1].
Damit ist X/ := {[0], [1]}.

Beispiel: Fiir eine endliche Menge M bezeichne #M die Anzahl ihrer Elemente.
Es sei X eine endliche Menge, R C X? eine Relation und M, N C X. Dann gilt

#(MXN)HR:Z#{yEN:ny}:Z#{xEM:ny}.

zeEM yeEN

Um diese Gleichung einzusehen schreibe man M x N als rechteckige Punktemenge. Die
Elemente von (M x N)N R werden dann spaltenweise bzw. zeilenweise abgezéhlt.

Nun sei X die Menge der Felder eines Minesweeper Brettes und zRy die Relation “x ist
ein Nachbarfeld von y”. Ist M eine Belegung mit Minen und N := X \ M (N sind also die
leeren Felder) so ist

Z #{xr € M : xRy}

yeN
die Summe der Zahlen auf dem Brett (fiir y € N ist #{z € M : xRy} die Anzahl der Minen
auf den Nachbarfeldern von y). Obige Gleichung zeigt: Geht man zum inversen Brett {iber
(d.h. man vertauscht Minen und leere Felder) so dndert sich die Summe der Zahlen nicht.

=N

1
2
1
1

| X | ¥ | W
% | OO % | Ot

=% [N ¥

* | K| Xk *
* | K| ¥ | *

Ol DO | *



3 Funktionen

3.1. Zum Begriff der Funktion: Es seien X, Y Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung)
f X — Y ordnet jedem x € X genau ein y € Y zu. Fiir das einem gegebenen x € X
zugeordnete y € Y schreiben wir f(x).

Schreibweise f: X — Y,z — f(x) (“f von X nach Y, x wird abgebildet auf f(x)”).

Beispiel: f:N—> N, 2+~ 2.-2—1,dannist z.B. f(1)=2-1-1=1, f(2)=2-2—-1=3,
etc.

Die Menge
{(z,f(z)) :2€e X} CX XY

heiit Graph von f. Man kann diesen mit der Funktion f identifizieren. Eine Funktion von
X nach Y ist also eine Relation R C X x Y, welche die folgende Figenschaften hat:

Vee XdyeVY: xRy,
Ve e XVy,ys €Y :xRy; N xRy = y1 = 9o.

Fiir eine Funktion f : X — Y heifit X Definitionsbereich und Y Wertebereich von f. Fiir
A C X heifit
flA) ={f(z):z € A} Bild von A unter f,

und fir B C Y heif3it
fY(B):={reX: f(x) € B} Urbild von B unter f.

Insbesondere heifit f(X) = {f(x) : x € X} Bild von f.

Im Beispiel oben ist z.B.
f(N) ={y € N:yist ungerade }, f({3,8}) = {5,15},

f1({1,2,3,4,5}) = f'({1,3,5}) = {1,2,3}.

3.2. Definition: Es sei f : X — Y eine Funktion.
(a) f heiit surjektiv, falls f(X) =Y gilt, d.h. falls jedes y € Y ein Funktionswert f(z) ist.
(b) f heifit injektiv, falls gilt

Vay, g € X i1y # 29 = f(11) # f(22),

d.h. falls es zu jedem Element im Bild von f genau ein Urbild gibt.
(c) f heiBt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.



Beispiele: (1) Die Funktion f : N — N von oben ist injektiv und nicht surjektiv.

(2) Die Funktion
0, =z ist gerade

g:N—={0,1}, z— { 1, x ist ungerade

ist surjektiv und nicht injektiv.

Bemerkung: Streng genommen ist Injektivitat eine Eigenschaft einer Funktion, aber Sur-
jektivitat und damit auch Bijektivitat eine Eigenschaft einer Funktion zusammen mit ihrem
Wertebereich. Z.B. sind f : {1,2,3} — {2,4,6}, x — f(z) = 2z und ¢ : {1,2,3} — N,
x +— g(x) = 2z dieselbe Funktion, denn f und g haben denselben Graphen, nédmlich

{(1,2),(2,4),(3,6)}.

Aber bzgl. des jeweiligen Wertebereichs ist f bijektiv, aber g nicht.

3.3. Komposition: Sind f: X — Y, g:Y — Z Funktionen, so definiert
gof: X —=Z, 1z g(f(r))

eine Funktion g o f (“g nach f”), die Hintereinanderausfihrung oder Komposition von f
und g.

Satz: Sind f: X —-Y,g:Y — Z, h: Z — W Funktionen, so gilt
ho(gof)=(hog)of,

d.h. die Hintereinanderausfithrung von Funktionen ist assoziativ.

3.4. Die Umkehrabbildung: Ist f : X — Y eine bijektive Funktion, so definiert
Y =X, y—uz fals f(z) =y
eine Funktion f~!:Y — X, die Umkehrabbildung (oder Umkehrfunktion) von f.

Beachte: Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem y ein solches x. Da f injektiv ist, ist dieses x
eindeutig bestimmt. Somit ist f~! tatsichlich eine Funktion. In diesem Fall hat man eine
Doppelbedeutung von f~!. Es gilt dann aber (links Urbild, rechts Umkehrabbildung):

') ={/"w)} weY).

Beispiel: Ist X eine Menge, so heifit die Funktion X — X, z +— x, die Identitat auf X,
geschrieben Idx oder idy. Die Funktion idx ist bijektiv und es ist (idx)™! = idx.

Bemerkung: Ist f : X — Y bijektiv, so gilt
flof=idx, fof'=idy.

Denn: Fiir jedes x € X gilt f~!(f(x)) = z nach Definition von f~!. Fir y € Y und
zi= Y (y) ist f(z) =y (vel. BA), also y = f(z) = f(f(y)).
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3.5. Satz: Sind f: X — Y und g : Y — X Funktionen mit go f = idy und f o g = idy,
so ist f bijektiv und es gilt g = f~L.

Beweis. Die Funktion go f ist injektiv, also ist f injektiv. Die Funktion f o g ist surjektiv,
also ist f surjektiv. Somit ist f ist bijektiv. Nach existiert die Umkehrabbildung f~! :
Y — X. Noch zu zeigen: Vy € Y : g(y) = f~1(y). Sei y € Y. Setze z := g(y). Dann gilt
f(x) = f(g9(y)) = y nach Voraussetzung und demnach = = f~!(y) nach . ]

Bemerkung: Durch Vertauschen der Rollen von f und ¢ folgt auch f = ¢g~! und insbeson-

dere (f~Y)~ !t =f.

3.6. Satz: Sind f : X — Y und g : Y — Z bijektive Funktionen, so ist go f : X — Z
bijektiv, und es gilt:
(gof)y '=flogt:Z =X,

Diese Formel heift auch “Hemd-Jacken-Regel” (Beweis als Ubung).
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4 Die reellen Zahlen

Grundmenge der Analysis ist die Menge R der reellen Zahlen. Wir fithren diese Menge
durch 15 Aziome ein, d.h. durch grundlegende Eigenschaften, aus denen sich alle weiteren
Rechenregeln herleiten lassen. Wir nehmen also R als mit diesen Axiomen gegeben an.
Eine explizite Konstruktion (die natiirlich méglich ist!), fithren wir hier nicht durch.

4.1. Korperaxiome: Es gibt Verknipfungen + : R xR — R (“plus”, wir schreiben a + b)
und - : R x R — R (“mal”, wir schreiben a - b oder kurz ab) mit

N
—_

Va,b,ce R:(a+b)+c=a+ (b+c)
H0eRVacR:a+0=a
VaeRI—a€eR:a+(—a)=0
Va,be R:a+b=0b+a

Va,b,c e R:a(b+c¢) =ab+ ac

Va,b,c € R: (ab)ec = a(bc) (A5)
Jd1eR\{0}VaeR:a-1=a (A6)
Va e R\ {0}Fa ' €R:a-a ' =1 (A7)
Va,b € R :ab=ba (AS8)

s
S

A~~~ I/~ —~
I
>~ W

~— — — ~— ~—

N
©

Dabei sind (A1) und (A5) die Assoziativgesetze, (A4) und (A8) die Kommutativgesetze,
und (A9) ist das Distributivgesetz.

Schreibweisen: Fiir a,b € R setzen wir a — b := a + (=b) und, falls b # 0 ist, % := ab™".

Bemerkung: Aus (A1) — (A9) lassen sich alle Rechenregeln bzgl. “+” und “-” herleiten
(insbesondere z.B. “Bruchrechnung”). Diese werden von nun an als bekannt vorausgesetzt.

Beispiele: (1) Die Null in (A2) ist eindeutig, ebenso die Eins in (A6).
Beweis. Ist 0 € R mit Va e R: a + 0 = a, so folgt
0=0+0=(as) 0+ 0 =2 0.
O]

(2) Die Elemente —a in (A3) und @' in (A7) sind eindeutig bestimmt. Auflerdem gilt fiir
jedes a € R: —(—a) = a und, falls a # 0 ist, (™')™ = a.

B)VaeR: a-0=0

Beweis. Es sei a € R. Wir setzen b := a - 0. Dann gilt:
b=a-0=a-(0+0) =g a-0+a-0=>b+0b.

Weiter folgt

0 =(A3) b+ (—b) = (b+ b) + (—b) =(Al) b+ (b—|— (—b)) =(A3) b+0 =(A2) b.
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(4) Va e R: —a = (—1) - a.
Beweis. Es gilt
ata-(=1)=ugya-14+a-(=1) =g a-(1+(-1)) =a-0=0,
und mit (2) folgt —a =a-(—1) =wus) (-1) - a. O
(5) Ya € R: a* = (—a)?, wobei a® := a - a.

Beweis. Es ist

O

4.2. Anordnungsaxiome: In R ist eine Ordnung “<” (d.h. eine Relation in R x R)
gegeben mit folgenden Eigenschaften:

(A10) Va,beR:a<bVb<a,

(A11) Va,b,ceR:a<bAb<c=a<cg,
(A12) Va,beR:a<bAb<a=a=,
(A13) Va,b,ceR:a<b=a+c<b+c,
(A14) Va,b,ceR:a<bAN0<c= ac<bec

(A11) heiBt Transitivitdt, (A12) heift Antisymmetrie. (A10) bedeutet, dass die Ordnung
“total” ist (d.h. dass man je zwei Elemente vergleichen kann). Auflerdem beinhaltet (A10)
auch, dass a < a gilt (Reflexivitét).

(A13) und (Al4) bedeuten, dass die Ordnung < mit den Verkniipfungen “+” und “”
vertraglich ist.

Schreibweisen: b > a < a<bja<b:sa<bunda#b;b>a:<a<b.

Bemerkung: Aus (A1) — (A14) lassen sich alle Rechenregeln fiir Ungleichungen herleiten.
Diese setzen wir von nun an als bekannt voraus.

Beispiele: (1) Fiir alle a € R gilt a* > 0.

Beweis. Sei a € R.

1. Fall ¢ > 0: Dann gilt a - a > 0 - a nach (A14) und somit a® > 0 nach 4.1(3).

2. Fall @ < 0: Dann gilt nach (A13): 0 = a+ (—a) < 0+ (—a) = —a. Somit ist (—a)? >0
nach Fall 1. Nach 4.1(5) ist dann a® = (—a)? > 0. O

(2) Aus a < b und ¢ < 0 folgt ac > be.
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Beweis. ¢ < 0 = —c¢ > 0 (siehe Beweis von (1)). Nach (A14) ist dann a(—c) < b(—c).
Beachtet man a(—c¢) = —ac und b(—c) = —be und addiert man ac + be zu der Ungleichung
so folgt mit (A13) die Ungleichung be < ac. O

Intervalle: Es seien a,b € R mit a < b. Wir setzen:

[a,b] = {r€eR:a<x<0b} abgeschlossenes Intervall,
(a,b) := {rxreR:a<z<b} offenes Intervall,
la, b) {r € R:a<x<b} halboffenes Intervall,
(a,b] = {x€R:a<xz<b} halboffenes Intervall,
la,00) = {reR:a<x},
(a,00) = {xeR:a<zx},
(—o0,a] = {xeR:z<a}l,
(—o0,a) = {zeR:z<a},
(—o0,00) = R

Beachte: Im Fall a = b ist [a, ] := {a} und (a,b) = [a,b) = (a,b] = 0.

a ,a>0

4 a<0 der Betrag von a.

4.3. Der Betrag: Fiir a € R heifit |a| := {

Beispiele: |1| =1,dal=1-12>0 (vgl. 4.2(1)), | -2 = —(-2)=2,da2=1+1>
1+0=12>0 und somit —2 < 0.

Beachte: Es gilt |a| = | — ] fiir alle a € R, also auch |a — b| = |b — al fiir alle a,b € R.
Anschaulich ist |a — b| der Abstand von a und b auf der Zahlengeraden.

Regeln: Es seien a, b, c € R. Dann gilt:
1) |a| = 0;

2) |la| =0 < a=0;

3) |abl = lal - [bf;

(
(2)
(3)
(4) +a < |a|] und <|a| <c¢ & (a<cund —agc));
(5) la+ 0| < |a| + |b| Dreiecksungleichung;

(6)

6) ||la| — |b]| < |a — b| umgekehrte Dreiecksungleichunyg.

Beweis. (1)-(4) sind leicht. Zu (5): Falls a+b > 0 ist, so gilt [a+b] = a+b < |a|+ |b| nach
(4). Falls a +b < 0 ist, so ist |a + b = —(a +b) = —a + (=b) < |a| + |b] nach (4).

Zu (6): Nach (5) ist |a| =|a—b+b| < |a—b|+ |b| und |b| = |b—a+a| < |a—b| + |a|. Es
folgt |a] — |b| < |a — b und |b| — |a| < |a — b|. Nach (4) gilt somit ||a| — [b|| < |a —b]. O
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4.4. Supremum und Infimum: Es sei M C R.
M heifit nach oben [unten) beschrinkt <= Fy € RVx € M :x <~ [x > 7.
In diesem Fall heifit y eine obere Schranke (OS) [untere Schranke (US)] von M.

Eine obere Schranke [untere Schranke| v von M mit v € M heifit Maximum [Minimum]
von M und wird mit max M [min M] bezeichnet.

Wegen (A12) sind max M und min M im Falle der Existenz eindeutig bestimmit.

Beispiele:
(1) Jede endliche nichtleere Menge M C R ist nach oben und nach unten beschrankt und
besitzt Maximum und Minimum. Fiir jedes a € R gilt |a| = max{a, —a}.

(2) M = [1,2] ist nach oben und nach unten beschrénkt. Es ist 1 = min M und 2 = max M.
(3) M = (1,00) ist nach unten, aber nicht nach oben beschrénkt und hat kein Minimum.
(4) M = () ist nach oben und nach unten beschriankt. Jede reelle Zahl ist obere und untere

Schranke von M.

Definition: Ist 7 obere Schranke [untere Schranke] von M mit v < 7 [y > 7] fiir jede
obere Schranke [untere Schranke] 7 von M, so heifit v Supremum [Infimum] von M und
wird mit sup M [inf M| bezeichnet.

Nach (A12) sind Supremum und Infimum im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

Bemerkungen:
(1) Das Supremum [Infimum| einer Menge M ist also die kleinste obere [gréfte untere]
Schranke von M.

(2) Ein Maximum ist immer auch Supremum, und es gilt sup M = max M genau dann,
wenn sup M € M ist (entsprechend fiir min und inf).

Beispiele: (1) M = [1,2): M ist nach unten und nach oben beschréankt. Esist 1 = min M =
inf M, M hat kein Maximum, und es ist sup M = 2.

Beweis. 2 ist obere Schranke von M. Zeige: es gibt keine echt kleinere obere Schranke. Sei
v < 2. Zeige: 7 ist keine obere Schranke von M. Falls v < 1 ist, so gilt ¥ < 1 € M, also ist
7 keine obere Schranke von M. Falls ¥ > 1 ist, so ist 7 < % € M und 7 ist keine obere
Schranke von M. ]

(2) M = (1,00): Es ist 1 = inf M ¢ M und sup M existiert nicht.

4.5. Das Vollstandigkeitsaxiom:

(A15) Jede nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von R hat ein Supremum.

Folgerung: Jede nichtleere nach unten beschrankte Teilmenge von R hat ein Infimum.
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Beweis. Es sei ) # M C R nach unten beschriankt. Setze —M := {—z : x € M }. Beachte
—M #0.

Es sei v eine untere Schranke von M, also v < z (z € M). Dann ist —x < —y (x € M),
d.h. —M ist nach oben beschriankt. Nach (A15) existiert s := sup(—M ). Wegen

ist —s eine untere Schranke von M. Da —~ eine obere Schranke von —M ist folgt s < —~,
also v < —s, d.h. —s = inf M. ]

Definition: Eine Menge M C R heiflit beschrankt, falls M nach oben und nach unten
beschrankt ist.

Bemerkung: M ist beschrankt < 3y > 0Ver € M : |z| < 7.

4.6. Satz: Es sei ) # B C A C R. Dann gilt:
(1) A ist beschrénkt = inf A < sup A.

(2) A ist nach oben [nach unten| beschrénkt = B ist nach oben [nach unten| beschrénkt
und sup B < sup A [inf B > inf A].
(3) Sei A nach oben [nach unten] beschréankt und ~ eine obere Schranke [untere Schranke]

von A. Dann gilt:

vy=supA <= Ve>0dreA: z>v—=¢
[y=infA <= Ve>03dxecA: z<v+¢|.

Beweis. (1) und (2) sind leicht.
Zu (3): “=": Sei v =sup A und € > 0. Dann ist v — ¢ keine obere Schranke von A.
“<=" Seiy # sup A =: 7. Dann ist v > 7, da 7y obere Schranke von A ist, und € := y—7 > 0.
Dann existiert ein x € A mit
r>y—e=y—(y—7)=7=sup4,

ein Widerspruch. O

4.7. Natiirliche Zahlen: Idee ist N={1,1+1,1+1+1,...}.

Definition: A C R heiit Induktionsmenge (IM), falls 1 € Aund Ve € A: x4+ 1 € A. Es
sei A die Menge aller Induktionsmengen.

Beispiele: R, [1,00), {1} U [2,00) sind Induktionsmengen, {1} U (2, 00) ist keine Induk-
tionsmenge.
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Definition: Die Menge
Ni=()A={zcR: VAc A:zc A}
AcA

heifit Menge der natirlichen Zahlen. D.h. x ist eine natiirlichen Zahl genau dann, wenn fiir
jede Induktionsmenge A C R gilt: = € A.

Beispiel: 3 ¢ N, denn 3 ¢ {1} U [2,00).

Satz: (1) N € A (somit ist N die kleinste Induktionsmenge).
(2) N ist nicht nach oben beschrénkt.

(3) Fiir jedes x € R gibt es n € N mit n > x.

(4) Fiir jedes e € R mit ¢ > 0 gibt es n € Nmit + < ¢.

Beweis. (1) Esist 1 € N, da 1 € A fiir jedes A € A. Sei € N. Zu zeigen: x + 1 € N. Sei
dazu A € A. Dann gilt + € N C A und also x +1 € A (da A eine Induktionsmenge ist).

(2) Annahme: N ist nach oben beschrankt. Dann existiert v := sup N und v — 1 ist keine
obere Schranke von N. Also existiert ein n € N mit n > v — 1. Dann gilt n +1 > ~ und
n+1 e N, d.h. v ist nicht obere Schranke von N, Widerspruch. (3) folgt sofort aus (2).

(4) Sei e > 0. Nach (3) gibt es n € Nmit n > 2 > 0. Es folgt + <e. O

4.8. Vollstandige Induktion:
Satz: Ist AC N und ist A € A, soist A=N.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt A C N. Wegen A € A gilt N C A. ]

Beweisverfahren durch Induktion

Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage. Es gelte

Induktionsanfang (/4)  A(1),
Induktionsschritt (1.5) Vn e N: (A(n)= A(n+1)).

Dann ist fiir jedes n € N die Aussage A(n) wahr, d.h. es gilt ¥Yn € N: A(n).

Beweis. Setze A := {n € N : A(n)}. Beachte A C N. Nach ([/A) gilt 1 € A. Sei n € A.
Dann gilt A(n) und nach (1.5) ist auch A(n + 1) wahr, d.h. n+1 € A. Somit ist A € A
und A = N folgt aus obigem Satz. ]

Beispiele: (1) Fiir alle n € N gilt n > 1.
(n)
=:A(n
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Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n:
Induktionsanfang (IA): Es gilt 1 > 1, d.h. A(1) ist wahr.
Induktionsschluss (1.5): Es sei n € N und es gelte A(n), d.h. es gelte n > 1 (Induktionsvo-
raussetzung (IV)). Dann ist n +1 > 1+ 1 nach (/V) und es gilt 1 +1 > 1+ 0 = 1, also

n+ 1> 1. Damit ist A(n + 1) ist wahr. B
1
(2) Fiir jedes n e Ngilt 1 +24... +n= ”(”; )
::;((n)

Beweis durch Induktion nach n. (IA) n=1: Esgilt 1 = w, d.h. A(1) ist wahr.
(15) Es sei n € N und es gelte

|
1+2+...+n=@ (IV).

Za zeigen ist

1424 +n+m+1)= <n+1)2(n+2).

Es gilt

1 1 2
1+2+...+n+(n+1)(g)@+n+1: (n+ )2(n+ )

O

Wir setzen die natiirlichen Zahlen ab jetzt als bekannt voraus, einschlielich ihrer bekannten
Eigenschaften, wie z.B. Vn,m € N:m +n,mn € N, etc.
Definition durch Rekursion (bzw. durch Induktion)

Fiir jedes n € N soll ein mathematisches Objekt (Zahl, Term, etc.) T'(n) definiert werden.
Es sei T'(1) definiert, und fiir jedes n € N sei T'(n + 1) definiert unter der Voraussetzung,
dass T'(1), T(2), ..., T(n) schon definiert sind.

Dann ist T'(n) fiir jedes n € N definiert, denn {n € N: T'(1),...,T(n) sind definiert} € A.

Beispiele: (1) Fakultdt: 1! := 1 und rekursiv (n+ 1)! := (n+ 1) - n! fiir jedes n € N. Dann

istn!l=n-(n—1)-...-2-1 fiir jedes n € N. Weiter sei 0! := 1.
(2) Summenzeichen » : Seien ay, ag, ... € R. Setze
n+1 n
Zaj :=a; und fir jedes n € N : Zaj = (Zaj> + Gyt
j=1 j=1 j=1

Dann ist >, a; = a1 + az + ... + a,, fiir jedes n € N. Die leere Summe ist 22=1 a; :==0.
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(3) Produktzeichen []: Seien aq,as,... € R. Setze

1 n+1 n
a; == a; und fiir jedes n € N: H a; = (Haj> -
j=1 j=1 j=1
Dann ist [[/_, aj = a1 -az ... a, fiir jedes n € N. Das leere Produkt ist ngl aj = 1.

(4) Potenzen: Setze fiir a € R: @ := 1, a' := a und a"™' := a" - a fiir jedes n € N. Dann
gilta"=ga-a-...-aqa fir jedesn € N.
——

n Faktoren

Varianten der Induktion: Man kann die Induktion auch bei z.B. n = 5 beginnen lassen.
Zum Beweis von “Vn € N mit n > 5: A(n)” hat man dann zu zeigen:

(14)  A(5)
(IS) VYneNmitn>5:(An)= An+1)).
Bei der Abschnittsinduktion zeigt man
(14)  A(1)
(IS) VYneN:(AQ)ANA2)A...NA(n) = A(n+1)).
Auch dann hat man A(n) fiir jedes n € N gezeigt (man fithrt eigentlich ein Induktion fiir

B(n) := A(1) AN A(2) A ... AN A(n) durch). Vorteil ist hier, dass man zum Nachweis von
A(n + 1) mehr Aussagen verwenden darf.

Beispiel: Vo € N mit n > 5: 2" > n?.

Beweis durch Induktion. (IA) n=5: Es gilt 2> = 32 > 25 = 52.
(IS) Es sei n € N, n > 5 und es gelte 2" > n? (IV). Dann gilt:
2" =2.2" >y 20t = (P4 2n+ 1)+ (n—1°=2)> (n+1)*+ 14> (n+1)%
UJ

4.9. Ganze und rationale Zahlen:
Definition: Ny := NU {0}, Z := NoU {—n : n € N} Menge der ganzen Zahlen und
Q= {§ :p € Z,q € N} Menge der rationalen Zahlen.

Bemerkung: Die Axiome (A1) — (A14) gelten auch in Q. Hingegen hat z.B. die nichtleere
nach oben beschrinkte Menge M := {z € Q : 22 < 2} kein Supremum in Q, d.h. das
Vollsténdigkeitsaxiom (A15) gilt in Q nicht!

Satz: Ist ) # A C Z und ist A nach unten beschrinkt, so existiert min A. (ohne Beweis)

Satz: Sind z,y € R mit z < y, so gilt:
(1) Ist y —x > 1,s0 gibt es ein p € Z mit © < p < y.
(2)IreQ:z<r<uy.
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Beweis. (1) Die Menge A := {m € Z : x < m} ist nicht leer und nach unten beschréinkt.
Somit existiert p := min A. Damit gilt z <pundp—1<z,alsoz<p<z+1<y.

(2) Wegen y —x > 0 gilt: 3n € N : % <y —ux,also 1 <ny—nz. Nach (1) gilt:
dpeZ:nx<p<ny.

Fiir 7 := 2 gilt nun 2 <r < y. ]

4.10. Binomialkoeffizienten: Fiir n, k € Ny mit £ < n setzt man

(4)

(“n iiber k7).

Beispiele:

()-1-() e ()-(2) wten ()-t5-e

Lemma: Fir 1 < k <n gilt

n + n _(n+ 1

k k—1) k '
Beweis. Es gilt

n n n B n! n+1—k+ n! E
k k—1)  kln—k)!n+1—-k (k-—Dln+1-k)k

 (n+1—-k+kn!  (m+1
 kKtn+1-kY k)

Aus obigem Lemma ergibt sich das Pascalsche Dreieck.

4.11. Potenzen: Fiir a € R und n € Ny haben wir a” in [1.§(4) definiert. Fiir a # 0 und

n € N setzt man a~" := -1

am™”’

n m-+n

Es gelten die bekannten Rechenregeln, also etwa (a™)" = ™" und a” - a™ = a

(1) Fiir alle a,b € R und alle n € N gilt:

n—1

a—b"=(a—Db) Z a1 kbR,

k=0
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[Ubungsaufgabe]
ZB.n=3:a>—b= (a—0)(a®+ ab+ b?).
(2) Binomialsatz: Fiir alle a,b € R und n € Ny gilt:

(a+b)" = i (Z) a"o"

k=0

Z.B. (mit a=5b=1):

oder (mit a = —1 und b = 1):

n

Z(—U’“(Z) = (-1+1)"=0 (neN).

k=0

Beweis durch Induktion nach n. (IA) n =0 ist klar.
(1S): Sein € N mit (a+b)"=>"7_ (})a*d" % (IV). Dann gilt

(a+b)""t = (a+b)(a+b)" =av) (a+) Z (Z) ok
k=0

— - TL) k+1lin—k - (n) kint+l—k
= Z a“ b + a®b
<k pr k

k=0

n+1 n
_ n kin+1—k N\ kintl—k
= Z(k—l)ab —i—Z(k)ab

k=1 k=0

— n+1 - n n kbn+17k anrl
a +;Kk_1)+ kﬂa +

/

-~

(1)
n+1
— i n+1 akbn-l—l—k
I .

k=0

(3) Bernoullische Ungleichung (BU): Es sei > —1. Dann gilt fiir alle n € N:
(14+2x)" > 14+ nx.

Beweis durch Induktion nachn. (IA)n=1:(1+z)!'=1+2x>1+1-x.
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(1S5): Sei n € Nmit (1 + )" > 1+ nx (IV). Dann gilt:

I+z)""=0+2)"(1+2)> 1 +nz)(1+z)=1+nr+z+n2®>> 1+ (n+ 1)

(4) Folgerung: Sei a € R.
(1) Ist @ > 1, so gibt es zu jedem ¢ > 0 ein n € N mit a™ > c.
(17) Ist a € (0, 1), so gibt es zu jedem € > 0 ein n € N mit a" < ¢.

Beweis. (i) Ist a > 1, so finden wir zu ¢ > 0 ein n € N mit n > —% und mit (BU) fiir
x =a—1 gilt dann

a"=(1+z)">1+nr=14+n(a—1)>1+c>c

(i) Ist @ € (0,1), so ist a~' > 1 und wir finden nach (i) zue > 0 ein n € Nmit a™ > e},

d.h. mit a™ < €. ]

(5) Fiir alle z,y > 0 und n € N gilt:
r<y<= 2" <y"

[Ubungsaufgabe, verwende (1)]
(6) Mit Hilfe der Bernoullische Ungleichung kann gezeigt werden: Fiir jedes n € N gilt

1 n 1 n+1 1 n+1 1 n+2
1+—) <1+ und 14— > 1+ )
n n—+1 n n+1

[Beweis in den Ubungen.]

4.12. Wurzeln: Es sei n € N.

Satz: Zu jedem a € R mit a > 0 gibt es genau ein b € R mit b > 0 und 0" = a. Bezeichnung:
{/a := b heiBit die “n-te Wurzel aus a”.

Beweis. Eindeutigkeit: Es seien b,¢ > 0 mit 0" = ¢" = a. Mit (5) folgt b = c. Die
Existenz folgt spater aus dem Zwischenwertsatz [9.10] O

Bemerkungen:

(1) Va:= ¥a.

(2) Z.B. existiert die reelle Zahl v/2 (bekannt: v/2 ¢ Q).

(3) In R ziehen wir Wurzeln nur aus Zahlen > 0 und Wurzeln sind dann Zahlen > 0.
Z.B. ist v/4 = 2, V4 # —2. Die Gleichung z> = 4 hat zwei Losungen: = v/4 = 2 und
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r=—\4=-2
(4) Wichtig:
Ve eR: Va2 = |z].

(5) Fiir alle a,b > 0 gilt wegen [1.11] (5):
a<be= Ya<Vb, a<be Ja<Vb

und wegen (/a/b)" = ab gilt
Vab = /av/b.

4.13. Ungleichung zwischen harmonischem, geometrischem und arithmetischem
Mittel: Sei n € N. Sind aq,as,...,a, > 0, so gilt

n aL+ a2+ ... +a
ﬁg\'yal-a?...-ang ! 2 n.
__|__|_a n

al

Ohne Beweis.
Bemerkung: Die 2. Ungleichung gilt auch fiir a1, as,...,a, > 0.
Beispiel: ay =k (k=1,...,n). Mit der zweiten Ungleichung folgt

n 1 1 nn+1) n+1
val< =) k=—- = :
n_n; n 2 2
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5 Die komplexen Zahlen

5.1. Konstruktion: Auf R? erkliren wir zwei Verkniipfungen “+” und “+” durch
(T1,91) + (22,92) = (T1+T2,01 +12)  und
(21, 91) * (T2,92) == (122 — Y1Y2, T2y1 + T1Y2)-

Man kann nachrechnen: R? ist mit diesen Verkniipfungen ein Korper (d.h. (A1) — (A9)
gelten fiir diese Verkniipfungen, wobei “«” die Rolle der Multiplikation tibernimmt) mit
Nullelement (0,0), Einselement (1,0), additiver Inverse —(z,y) = (—z, —y) und multip-
likativer Inverse

( S > fiir (z,y) # (0,0).

x2+y2 $2+y2

Es gilt (21,0) + (22,0) = (21 + 22,0) und (z1,0) * (29,0) = (x129,0), d.h. man kann das
Paar (z,0) mit der reellen Zahl = identifizieren. Somit sind die reellen Zahlen (R, +,-) im
Korper (R?, +, %) enthalten.

Weiter ist (0,1) % (0,1) = (—1,0), d.h. (0,1) ist eine “Zahl”, deren Quadrat = —1 ist. Man
setzt nun i := (0, 1) und schreibt (z,y) als

(z,y) = (2,0) +(0,1) % (y,0) = 2 + iy (= = + yi).
Die Menge
C:={zx+iy:z,y e R}

heifit Korper der komplexen Zahlen. Fir z = x 4+ 1y € C mit z,y € R heifit = der Realteil
von z (geschrieben Re z) und y heiBt der Imagindrteil von z (geschrieben Im z).

Also: Man kann mit komplexen Zahlen wie gewohnt rechnen und muss nur i? = —1

beriicksichtigen, etwa

(1 4 iy1) (22 + iy2) = T122 + (Y122 + 21Y2) + *Y1ys = (w122 — Y1y2) + 1(T201 + 21Y2).

5.2. Konjugation und Betrag: Zu einer komplexen Zahl z x —I— 1y mit z,y € R heiflt
7 := v — iy die kongjugiert komplexe Zahl. Es gilt 2z = zz = 2% + y* > 0 und

12| := V2Z = 2?2 + 32

heifit Betrag der komplexen Zahl z.
Rechenregeln: Fiir alle w, z € C gilt:

OB =22 7=}, 3) FFB=7+w, (4) 7w =7,
(5) Rez- s(z+2z)und Imz = 5-(z — 2),

(6) max{\Rez] Im z|} < |z| < |Rez| + [Im z|,

(7) [z - wl = [2] - [wl, (8) |2 + w] <[] + |w], (9) [|2] = [w]| < |z — wl.
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Beweis: (1)-(5) nachrechnen.
(6) folgt aus

max{|z|, |y} < Va2 + 12 < |z|+|y| (z,y €R).

(7) folgt aus
|zw|* = 2wzw = 2zzww = |z)*|w]?.

(8) Es ist
lz+w)? = (z+w)(Z+W) =27+ w0 + 20 + wZ
= [2]* + |w]® + 2w + (zw) = |2|* + |w|* + 2Re (z0)
< el + [l + 20zl Jw] = (2] + Jw])?,
also |z + w| < |z] + |w|. (9) folgt aus (8). O

Division in C: Fiir z # 0 ist

1z z
z 2z |z
Beispiel:
243 (2+3i)(1—4) 2—-204+3i+3 5+1 5+1.
— — = = — —1.
1+ (T+14)(1—1) 2 2 2 2

5.3. Zur anschaulichen Vorstellung: Man stellt sich komplexe Zahlen gerne in der
Ebene vor, also x + iy als den Punkt (z,y) € R%

Addition: Addition mit a + ib bedeutet eine Verschiebung.

Multiplikation: Multiplikation mit ¢ bedeutet eine Drehung um 90° nach links, Multiplika-
tion mit a + ib bedeutet eine Drehstreckung.

Dreiecksungleichung:

Im
zZ+w

—e
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5.4. Polynome: Ein Polynom p (oder p(z)) mit komplexen Koeffizienten ist ein Ausdruck
der Form
p(2) = a2" + Un12" V. at Farz +ag

mit n € Ny und a; € C (j € {0,1,...,n}). Das Polynom heifit reell, wenn a; € R
(7€{0,1,...,n}).

Das Polynom p heifit vom Grad n, falls a,, # 0 gilt, und p heifit zusatzlich normiert, falls
a, = 1 ist.

Es gilt insbesondere
p(z) hat den Grad 0 <= p(z) = ap und ag # 0.

Das Nullpolynom p(z) = 0 hat keinen Grad.

Die Menge aller Polynome mit komplexen Koeffizienten bezeichnen wir mit C|[z].

Definition: Ein zy € C mit p(zy) = 0 heiit eine Nullstelle des Polynoms p.

5.5. Satz und Definition (ohne Beweis): Es sei p € C[z] ein Polynom mit Grad n > 1.
Dann gilt:

(1) Ist zp € Cund p(zp) = 0, so existieren eindeutig bestimmte m € {1,...,n} und ¢ € C[z]
mit Grad n —m, so dass

p(z) = (2 = 20)™q(2) und ¢(zo) # 0.

Dabei heifit z — zg ein Linearfaktor von p und m die Vielfachheit der Nullstelle z.
(2) (Fundamentalsatz der Algebra): Ist

p(z) = anzn -+ an,lznfl + ...+ G222 + a1z + ag, Qp, 7£ 07

so gibt es eindeutig bestimmte Zahlen zq, ..., 2, € C mit
p(z) = a, H(z — Zk).
k=1

Ist zy eine Nullstelle von p, so kommt z; in der Liste zq, ..., z, so oft vor, wie ihre Vielfach-
heit angibt.

Folgerung: Ist p ein Polynom vom Grad n > 1, so besitzt p mindestens eine Nullstelle.

Beispiele: (1) p(z) = 2% + 2% + z + 1. Eine Nullstelle ist zg = —1 (erraten). Nun gilt
p(z) =2+ 2242+ 1=(+D(E+1) =+ 1) =) = (2 +1)(2 =) (2 +19).

Die Nullstellen von p sind also —1, ¢ und —¢ und haben jeweils die Vielfachheit 1.
(2) p(z) = 22 — 22 + 1 = (2 — 1)%. Einzige Nullstelle von p ist 1 (mit Vielfachheit 2).
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6 Folgen und Konvergenz

6.1. Definition: Es sei X # () eine Menge, p€ Z, Z,:={n€Z:n>p}unda: 7, - X
eine Funktion. Dann heifit a eine Folge in X. Wir schreiben a,, statt a(n). Statt a schreiben
WIT (@ )n>p, 0der (a,)p2, oder (an )nez, oder (ap, api1, Gpra, - - .). Oftist p = 0 (also Z, = Ny)
oder p =1 (also Z, = N). Im Fall p = 1 schreiben wir auch kurz (a,,).

Vereinbarung: Bis auf weiteres sei stets X = R oder X = C. Die folgenden Definitionen
und Sétze formulieren wir nur fiir Folgen der Form (a,,)5°, (also p = 1). Alles gilt sinngemé&s8
auch im allgemeinen Fall (a,);2,. Den allgemeinen Fall kann man auf den Fall p = 1
zurlickfiihren: Setze b, := a,_14+, (n € N), also

(bl, bg, bg, .. ) = (ap, Qp41, Ap4-2, - - )

Beispiele: (1) a, = + fiir alle n € N, also (a,) = (1,3, 3,...).
(2) a, = (—1)" fiir alle n € N, also (a,,) = (—1,1,—-1,1,—1,...).

(3) a, =" fir alle n € N, also (a,) = (i,—1,—i,1,4,—1,—i,1,...).

Der Begriff der Konvergenz ist fiir die Analysis von zentraler Bedeutung, z.B. fiir Stetigkeit,
Reihendarstellungen, Ableitungen, Integrale, Approximation, .... All dies baut auf dem
Konvergenzbegriff fiir Folgen auf und Zahlenfolgen sind hier der einfachste Fall.

6.2. Konvergenz: Eine Folge (a,) in X (also X = R oder X = C) heifit konvergent <
Es gibt ein a € X mit:

Ve >0 dng =ng(e) e NVn >nyg : |a, —al <e.
Die Zahl a heifit dann Limes oder Grenzwert der Folge (a,) und wir schreiben

lim a, = a oder a, — a (n — 00) oder kurz a,, — a.
n—o0

Ist lim,, o0 @, = 0, so heifit (a,) eine Nullfolge.
Ist (a,) nicht konvergent, so heifit (a,) divergent.
Bemerkung: Es gilt
a, = a < |a, —a| — 0, insbesondere a, - 0 < |a,| — 0.

Beispiele: (1) Sei ¢ € X und a,, = ¢ (n € N). Dann gilt |a, —¢| = 0 (n € N) und somit
a, — ¢ (n — 00).

(2) Es gilt



Beweis: Sei e > 0. Nach (4) existiert ein ng € N mit nio < e. Fiir jedes n > ng gilt dann:

1

N
n

N

<e.
n

(3) Die Folge (an)nen := ((—=1)"),en ist divergent: Es gilt
|ans1 — an| = |(=1)"" = (=1)"| = [(-)"(-1 =1 =2 (n €N).

Annahme: (a,) konvergiert. Sei a := lim,,_,, a, = a. Fir ¢ = % gilt dann:

1
dng € NVn >ng: \an—a|<§.
Fir n > ng gilt somit
1
2 =|aps1 — ap| = |ani1 —a+a—a,| < |apy —al +|a— a, <§—|—§:1,

ein Widerspruch.
(4) Sei b € X und a,, = b" (n € N). Dann gilt:

(a,) konvergiert < |b| <1Vb=1.

Im Fall [b] < 1 gilt b — 0: Sei ¢ > 0. Nach [4.11{(4) existiert ein ny € N mit [b|™ < e. Fiir
n > ng gilt dann
b7 = " < [bl™ <.

Im Fall |b| =1 und b # 1 ist (a,) divergent: Annahme (a,) konvergiert gegen a. Es gilt
lani1 — an] = [0" =" = p|"|b—1| = |b— 1] > 0.

Fir e = % gilt:

Ing e NVn>ng: |a, —al < ——
Fiir n > ng gilt somit

|b—1]
9

b= 1] = [ant1 = an| < lany —af +la —aq| <

ein Widerspruch. Im Fall |b] > 1 ist (a,) divergent (vgl. folgenden Satz).

(5) Zu jedem z € R gibt es eine Folge (r,) in Q mit r,, — x: Nach finden wir zu jedem
n€Neinr, € (xt—1/n,x+1/n)NQ, also |r, — x| < 1/n. Sei € > 0. Nach Beispiel (2)
existiert ein ng € N mit 1/n <e (n > ny), also |r, — x| < e (n > ng).
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Definition:

(1) Es sei a € R [oder a € C] und € > 0. Dann heifit
Ucda) ={xeR:|z—a| <e} [bzw. U.fa):={2€C:|z—al <e}]
die e-Umgebung von a in R [bzw. in C].

Die e-Umgebung von a € R in R ist das Intervall (a — ¢, a+¢€). Die e-Umgebung von a € C
in C ist die (offene) Kreisscheibe mit Mittelpunkt a und Radius e.

(2) Es sei A(n) eine Aussageform (n € N).
A(n) (gilt) fir fast alle (ffa) n € N 1=

dng € NVn >ng: A(n) ist wahr.

Beispiele:

(1) Fiir fast alle n € N gilt n? > 10.

(2) Fiir fast alle n € N gilt £ < .

(3) Sind A(n), B(n) Aussageformen (n € N) so gilt:

(A(n) ffan € N)A (B(n) ffan € N)) < A(n) A B(n) ffan € N.
Umformulierung der Folgenkonvergenz:
Ist (a,) eine Folge in X und a € X, so gilt:

lim a, =a <= Ve >0: a, € U.(a) ffan €N.

n—oo

Definition:

(1) Eine Menge M C C heifit beschrinkt :<
Iy >0Vee M: |z| <~y

(vel. fir M C R).
(2) Eine Folge (a,) in X heifit beschrinkt <

{a, : n € N} ist beschrinkt < Iy >0Vn e N: |a,| < 7.

Beispiele: (1) Betrachte M = U.(a). Ist z € U.(a), so gilt
ol < |z —al +la] < e+ o] = 7.

Also ist M beschrankt.
(2) Die Folge (a,) = ((—1)") ist beschrankt, denn |a,| = 1 (n € N). Bekannt: (a,) is
divergent.
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(3) Sei b € X mit |[b] > 1. Dann ist die Folge (a,) = (b") unbeschréankt: Annahme: (a,) ist
beschriankt. Dann existiert ein v > 0 mit |a,| = |b|" <7 (n € N). Dann ist

(ﬁ)n2%>0 (n € N).

1

5 < 1 gilt andererseits

Wegen

(%l)n =0 (n— o00),

ein Widerspruch.

Satz: Es sei (a,) eine Folge in X. Dann gilt:

(1) Ist (a,) konvergent, so ist ihr Grenzwert eindeutig bestimmt.
(2) Ist (a,) konvergent, so ist (a,) beschrénkt.

(3) Ist @ € X und (a,) eine Nullfolge in R mit

la, —al < a, ffan €N,

so gilt a,, — a.
(4) Ist (a,) eine Folge in C, so gilt

a, — a <= Rea, - Rea A Ima, — Ima.
(5) Ist (a,) eine Folge in C mit a,, € R ffan € N und a,, — a, so gilt a € R.

Beweis: (1) Es gelte a,, — a und a,, — b. Annahme: a # b. Dann ist ¢ := @ > (. Es gilt:
dny eNVn>ny: |a,—al <e und Iny e NVn >ny: la, — b <e.
Sei ng := max{ny, ns} und n > ny. Dann ist
2¢e =la—0bl=l|a—a,+a,—b|l <|a, —a|l+ |a, —b| < 2e,

ein Widerspruch.
(2) Es existiert ein ng € N mit |a,, — a| <1 (n > ng), also |a,| < 1+ |a|] (n > ng). Setze

V= max{\(l’, |&1’, R ’ano|} + 1.
Dann gilt |a,| <~ (n € N).

(3) Sei e > 0. Es gilt
Ing eNVn>ng: la, —al <a,
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und
dnoeNVn>ng: o <e.

Fiir n > ng := max{ny,ns} gilt dann |a, — a| < o, < €. Somit gilt a, — a.

(4) Es gilt (vgl. p.2):
max{|Rea, — Real,|Ima, —Imal} <|a, —a| <|Rea, — Rea| + |Ima, —Imal.

Die Behauptung folgt damit aus (3).
(5) Es gilt Rea,, = a, ffa n € N. Wir haben a,, — a und mit (4) folgt a,, — Rea. Mit (1)
folgt Rea = a. O

Bemerkung: Wegen (4) konnen wir uns bei der weiteren Untersuchung der Folgenkonver-
genz weitgehend auf Folgen in R beschranken.

6.3. Grenzwertsatze: Es seien (a,), (b,) und (¢,) Folgen in R und a,b € R. Dann gilt:
(1) ap, = a = |a,| — |al.

(2) a = a, b, > bund a, <b, ffane N = a <b.

(3) a, > a,b, >aund a, <c, <b, ffaneN= ¢, — a.

(4) Gilt a,, — a und b, — b, so gilt:

(a) an

(b) an

(c)

c Istb;«éO somtb # 0 flan € Nund es gilt 3= — 7.

Die Eigenschaften (1) und (4) gelten auch fiir Folgen in C.
Beispiele: (1) Sei p € N. Bekannt: = — 0. Mit 6.3{(4)(b) folgt

i:(l)p%opzo (n = 00).

2) Mit [5.3(4) folgt

n+4dn+5 1+345 L L4040 1
3n2+n—1 34+L1-4 "3+04+0 3

(n — 00).

Beweis von 6.3: (1) Es gilt ||a,| — |a|| < |a, —a| =: @, (n € N) und «a,, — 0. Damit folgt
|an| = lal.

(2) Annahme: a > b. Setze € := (a — b)/2. Nun gilt

b
bn<b+8:%:a—5<anﬁaneN,
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Widerspruch.
(3) Es sei € > 0. Es gilt
a—ec<ap,<c,<b,<a+effaneN,
also |c, —a| < e ffan €N,
(4) (a) Es sei € > 0. Es gilt |a, —a| < &/2 und |b, — b| < ¢/2 ffa n € N. Also ist
|an+bn—(a+b)|g|an—a|+|bn—b|<§+g:gﬁaneN.

(b) Die Folge (a,,) ist beschrankt (da konvergent). Fiir ein v > 0 gilt also |a,| < v (n € N).
Es folgt

|anb, — ab|l = |(anb, — anb) + (a,b — ab)| < |a,||b, — b| + |b||a, — a

< 7lb, = b + |bl|la, —a|] = a, (n €N).

Es gilt «,, — 0, also a,b, — ab.
(c) Wegen b # 0 ist § := |b|/2 > 0. Also (bea. |b, —b| < § = |b,| > |b| — 9)

dng e NVn >ng: |by| > 10— =9 >0.
Somit ist die Folge (3=)7%,,, definiert. Fiir n > ng gilt nun

1 1] |b—Dby
— — | = < —
by b| [b[jba] — 202

b, — b = 0 (n— 00),

woraus mit (b) die Behauptung folgt. O

6.4. Monotone Folgen: Eine reelle Folge (a,,) heifit

(monoton) wachsend, falls Vn € N: a, < apy1,
(monoton) fallend, falls Vn € N: a, > a,41,
streng (monoton) wachsend, falls Vn € N:a, < ap1,

streng (monoton) fallend, falls ¥n € N:a, > a,.1.

Satz (Monotoniekriterium): Ist eine monoton wachsende [bzw. fallende] reelle Folge
(a,,) beschrankt, so konvergiert sie, und zwar gegen sup{a,, : n € N} [bzw. inf{a, : n € N}|.

Beweis. Es sei (a,) monoton wachsend und s := sup{a, : n € N}. Zu e > 0 existiert ein
ng € N mit a,, > s —e. Fiir n > ng gilt dann

s—e<lp, <a, <s<Ss+e,

also |a, — s| < e. O
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Beispiel: Sei (a,,) rekursiv definiert durch a; := v/6, a,41 := /6 + a, (n € N). Dann gilt:
(a,) ist streng wachsend und 0 < a,, < 3 (n € N).

Nachweis (induktiv) A(n) := [a, < ape1 A0 < a, < 3J:

(IA)nzl:a2:\/6+\/6>\/6:a1und0<a1<\/6+3=3.

(1S) : Sei n € N und es gelte A(n). Dann ist

i1 = V6 + a, < \/6+anp1 =ana A 0<an =vV6+a,<V6+3=3.

Also gilt A(n) (n € N) und nach dem Monotoniekriterium ist (a,) konvergent; setze a :=
limy, 00 @y AUS appq = /6 + a, folgt a2, | := 6+a, (n € N) und n — oo liefert a* = 6+a,
dh.0=0a>—-a—6=(a+2)(a—3). Also gilt a = —2 oder a = 3. Wegen a,, > 0 (n € N)
gilt a > 0, also ist a = 3.

6.5. Wichtige Beispiele: (1) Sei a,, > 0 (n € N) und a,, — a. Dann gilt fiir jedes p € N:
Ya, = Ya (n— o0).
Beweis. Vorbemerkung: Fiir alle y > > 0 gilt ¢y — ¢/z < ¥y — x, denn

k
k=0

=+ 9ar =3 (D)=t ety -a =y

Wir erhalten somit |¢/a, — ¢/a| < {/|a, —a| (n € N). Fiir b, := |a, — a| gilt b, — 0 und
es reicht zu zeigen, dass /b, — 0:

Zu € > 0 existiert ein ng € N mit 0 < b, < &P (n > nyg), also 0 < /b, < e (n > ny). O
(2) Es gilt /n — 1.
Beweis. Setze a, := {/n — 1. Dann ist a,, > 0 (n € N), und fiir n > 2 gilt:
n=1+a,)" = i (n)aﬁ > (n)ai = Mai,
— k 2 2

also (beachte: nach Bsp. (1) gilt \/1/n — 0)

V2
Vvn—1

Es folgt a,, — 0. [

0<a,< =0 (n— o0)
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Folgerung: Fur ¢ > 0 gilt /c — 1:

Firec>1list 1 < {/c < {/nflan € N, und fiir c € (0,1) ist 1/¥/n < {/c <1 ffan € N.
Die Behauptung folgt nun aus [6.3(3).

(3) Konvergiert eine Folge (a,,) so gilt a,4+1 —a, — 0, denn fiir a,, — a gilt auch a,1; — a,
und a, 1 — a, — 0 folgt aus Satz (4)

Es gilt aber auch z.B. v/n +1 — y/n — 0: Fiir jedes n € N gilt

O<W—\/ﬁ:(\/n+ —vn)(vn+1++/n) (n+1)—n 1

NCES Y I e TV

woraus /n + 1 — y/n — 0 folgt, obwohl (y/n),en divergiert.
(4) Es sei z € C und

Spi= Y F=14+24+224... 42" (neNy).
k=0
1. Fall |z| < 1: Nach [4.11[(1) ist dann
1 Zn—i—l
y = ————— € Np).
N 1—=2 (n 0)

Wegen |z| < 1 gilt 2" — 0, also

2. Fall |z] > 1. Dann ist
[Sna1 = sal = 2" > 1 (n € Np)

und somit ist (s,)22, divergent (vgl. Bsp. (3)).
6.6. Die Eulersche Zahl e: Fiir jedes n € N sei
1 1
=1+ )" b, :=(1+ )"
b= (42 b= (14 )

Nach 4.11{(6) ist (a,) (streng) monoton wachsend und (b,) ist (streng) monoton fallend.
Auflerdem gilt a,, < b, fiir jedes n € N. Also
Vn eN: algan<an+1<bn+1<bn§b1.

Nach Satz sind die Folgen (a,) und (b,) konvergent wegen

by = (14 S)an  (n € N)



gilt lim,, o0 a,, = lim,, o by,.

Der Limes

) \"
e = lim (1 + —)
n—o00 n

Bemerkung: Es gilt ¢ &~ 2.718. Wir haben aus dem Beweis z.B. die Abschatzung 2 =

a1 < e < by =4, aber auch 2.25 = § = ay < e < by = 2L = 3.375 etc.

heif3t Eulersche Zahl.

6.7. Intervallschachtelung: Eine Intervallschachtelung ist eine Folge (I,),eny von ab-
geschlossenen Intervallen I,, = [a,, b,], mit a,, < b,, 1,11 C I, (n € N) und b, — a,, — 0.

Beispiel: Nach 6.6 definiert I,, := [(1+ 1), (1 + +)"™!] eine Intervallschachtelung, fiir die
Nhen In = {e} gilt.

Satz: Ist (I,) eine Intervallschachtelung, so gibt es genau eine Zahl r € R mit
()L ={r}.
neN

Es gilt max I, — r und min I,, — r.
Beweis. Es gilt min [, = a,, und max I,, = b, (n € N). Wegen
In—i—l = [a'n-l—la bn+1] C [Cln, bn] = In (TL € N)

ist (b,) monoton fallend und beschrankt und (a,) ist monoton wachsend und beschrénkt.
Somit existieren a,b € R mit a,, — a und b,, — b. Wegen b,, —a,, — 0 ist a = b =: r. Wegen
an <17 < b, (n€N)ist (),enIn = {7} O

6.8. Teilfolgen: Ist (a,) eine Folge in einer beliebigen Menge und &k : N — N eine Abbil-
dung mit
VneN: k(n) <k(n+1)

(d.h. (k(n)) ist eine streng wachsende Folge natiirlicher Zahlen), so heifit die Folge (ax@))
Teilfolge (TF') von (a,). Beachte: k(n) > n (n € N).

Ist (an) eine Folge in X € {R,C} so heifit a € X ein Haiufungswert (HW) der Folge (a,),
falls es eine Teilfolge von (a,) gibt, die gegen a konvergiert. Wir setzen

H(a,) :={a € X : aist ein HW von (a,)}.

Beispiel: Die Folge (ag, a4, ag, . ..) ist eine Teilfolge von (a,), hier ist k(n) = 2n (n € N).
Hingegen ist (as, ai, ar,as, .. .) keine Teilfolge von (a,,).
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Satz: Es sei (a,) eine Folge. Dann gilt:
(1) « ist ein Haufungswert von (a,) <

Ve >0: a, € U («) fiir unendlich viele n € N.

(2) Ist (an) konvergent mit Grenzwert a, und (ax)) eine Teilfolge von (a,), so gilt
apmn) — a. Insbesondere gilt dann H(a,) = {a} (d.h. eine konvergent Folge hat genau
einen Haufungswert).

(3) Sind die Teilfolgen (ag,) und (as,—1) konvergent mit

a:= lim ay, = hm Qo1
n—oo

so gilt a,, — a.

Beweis: (1) “=" Fiir eine Teilfolge (ax(n)) von (a,) gilt agm) — a. Sei e > 0. Dann gilt
apm) € Us(a) flan € N,

also (bea. k ist streng wachsend) a,, € U.(«) fiir unendlich viele n € N.

“” Zu e = 1 existiert ein k(1) € N mit ayqy € Ui (o);

Zu e = 1/2 existiert ein £(2) € N mit aye) € Uyj2(a) und k(2) > k(1);

Zu € = 1/3 existiert ein k(3) € N mit ays) € Uyys(a) und k(3) > k(2); etc.

Es existiert also eine Teilfolge (ax(n)) mit |arm) — o < 1/n (n € N), also mit apm) — .
(2) Sei € > 0. Es gilt a,, € U.(a) ffan € N, also auch ay,) € Us(a) fla n € N. Somit gilt
Ak(n) — Q.

(3) Ubung. O

Beispiele: (1) Es gilt H((—1)") = {-1,1}:

Wegen ag, — 1 und ag,y1 — —1 gilt —1,1 € H((—1)"). Ist a € R\ {1,—1} und ¢ :=
min{|1 — «a|,| =1 — a|}/2, so ist ¢ > 0 und in U.(«) liegen keine Folgenglieder. Somit ist
a ¢ H((=1)").

(2) Fir (a,) = (1 + (=1)™)") gilt H(a,) = {0}: Wegen ay,—1 =0 — 0ist 0 € H(a,) und
(a2,) = (2™) hat keinen Haufungswert, da jede Teilfolge unbeschrénkt ist und somit nicht
konvergiert.

(3) Ubung: Es gilt H(@i") = {i,—1,—i,1}.

Satz (Bolzano-Weierstraf}): Jede beschrinkte Folge (¢,) in R hat eine konvergente
Teilfolge, d.h. H(c,) # 0.

Beweis. Da (c,) beschrankt ist existiert ein Intervall I; := [ay,b;] mit ¢, € I; (n € N).
Setze k(1) := 1. Es gilt ¢y € 1.
Sind I,, = [an, by]) und k(n) konstruiert und

a, + by,
2

a, + by,

Jl [an7 9

]7 Jr ::[

7bn]7
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so gilt
(¢m € J; fur unendlich viele m € N) Vv (¢, € J, fiir unendlich viele m € N).

Definiere I,,11 = [an11, bn11] als J; oder J,., so dass I,,,1 unendlich viele der ¢, enthélt. Dann
existiert ein k(n + 1) > k(n) mit cpny1) € Iny1. Nun ist () eine Intervallschachtelung,
denn

by — ay
b, — a, = T —0 (n— o00),
also ey In = {a} und a,, = @, b, — a nach . Es folgt cx(n) — a nach (3) O

Bemerkung: Der Satz gilt auch fiir Folgen in C. Ist (z,) eine beschrinkte Folge in C,
so findet man zunéchst eine konvergente Teilfolge (Re zj(,)) der Realteile. Da (Im zj,))
beschrénkt ist, findet man davon eine konvergente Teilfolge (Im 24 (n))). Dann ist (2(kor)n))
eine konvergente Teilfolge von (z,).

6.9. Rechnen mit co: Es sei (a,,) eine Folge in R.

a, > 00 <= VceR dnygeNVn>ng:a, >c,
a, — —00 <= VYeceRdIngeNVn>ng:a, <c

Also a,, — o [a,, — —o0], falls fiir jedes ¢ € R gilt, dass a,, > ¢ [a, < ] fiir fast alle n € N.

Achtung: Man redet hier nicht von “Konvergenz” und auch nicht von “Grenzwert”, denn
+oo € R, d.h. oo und —oo sind keine Zahlen. Man sagt jedoch etwa “die Folge a,, geht
gegen unendlich” und schreibt auch lim,, ., a,, = co.

Bemerkung: (a) Gilt a,, — d00, so folgt offensichtlich |a,| — oo. Damit folgt 1/a,, — 0:
Sei € > 0. Dann
dng € NVn > ng : |a,| > 1/e,

also
Vn >mng: |1/a,] <e.

Ist a, > 0 [bzw. a, < 0] (n € N) und gilt a,, — 0, so folgt 1/a,, — oo [bzw.1/a, — —o0].

(b) Ist die reelle Folge (a,) nicht nach oben [unten] beschrénkt, so gibt es eine Teilfolge
(ak(n)) Vo1 ((ln) mit CLk(n) — 00 [bZW mit ak(n) — —OO]

(c) Fiir jede monoton wachsende [monoton fallende] reelle Folge (a,,) existiert genau ein
a € RU{oo} [bzw. a € RU{—o0}] mit a,, — a.

Beispiel: Sei b > 1 und a,, :=b" (n € N). Dann gilt a,, — cc.

Konventionen: Fiir alle a € R gilt —oo < a < oo.

Man setzt
Va eR: a4+ 00:=00, a — 00 = —00,
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Va>0: a-00:=00, a-(—00):=—00,

Va<0: a-00:=—-00, a-(—00):= 00,
o0+ 00 =00, —00— 00 = —00,
00+ 00 1= 00, 00 - (—00) = —00, (—00) - (—00) := 0.

Achtung: Die Ausdriicke 0 - 0o, 0 - (—00) und oo — oo sind (aus gutem Grund) nicht
definiert! Beispiele zu “0 - 00”:
1 1 1 1,

n— 1, n— -, ——n—0, n° — oo.
n+1 2n +1 27 n?2+1 n+1

Regeln: Seien (a,), (b,) reelle Folgen mit a,, — a und b, — b, wobei a,b € RU {00, —c0}.
Dann gilt:

a, +b, — a-+0b, falls a+ b definiert ist,
an - b, = a-b, falls a-b definiert ist.

Beachte, dass Bemerkung (a) oben das Verhalten von (1/a,) beschreibt.
Definition: Sei () # M C R eine Menge.

sup M = oo :<=- M ist nicht nach oben beschrankt,
inf M = —oc0 :<= M ist nicht nach unten beschrankt,

sup ) := —oo0, inf () := oo.
Bemerkung: Man hat also fir () # M C R:

supM =00 <= Ve>0de e M:x>c,
inffM=—-00 <= Ve>0dveM:z<—c

Beispiele: supN = oo, inf Z = —c.

6.10. Limes superior und Limes inferior: Es sei (a,) eine Folge in R. Fiir n € N sei
Api={ag: k> n} ={an, ani1, anyo, ...}

Es gilt:
(%) vneN: A, CA,.

Fall 1: Ist (a,) nicht nach oben [unten]| beschrinkt, so setzen wir

limsupa, := 0o, [liminfa, := —o0].
n—00 n—00
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Fall 2: Ist (a,) nach oben [unten] beschrénkt, so sind alle A,, nach oben [unten| beschrénkt.
Wir setzen b, := sup A, [b, := inf A,,] (n € N). Wegen (x) ist (b,,) fallend [wachsend]. Setze

limsupa,, := lim b, € RU{—o0}
n—oo

n—oo

liminf a, := lim b, € RU{c0}].
n—oo

n—oo

In beiden Fallen heifit limsup,,_, . @, [liminf, . a,] der Limes superior [Limes inferior]
von (ay,).

Schreib- und Sprechweisen: Man schreibt auch lim,,_,,a, [lim, ,. a,] und spricht vom
“oberen Limes” [“unteren Limes”] von (a,).

Beispiele: (1) Die Folge (a,) = ((—1)"n) = (—1,2,-3,4,—5,...) ist weder nach oben
noch nach unten beschrankt. Also ist limsup,,_, . @, = oo und liminf, , a, := —oc.

(2) Die Folge (a,) = (n) ist nicht nach oben beschrankt. Also ist limsup,,_, . a, = co. Sie
ist aber nach unten beschrankt. Es gilt

A, ={n,n+1,n+2,...}also b, :=inf A, =n (ne€N).

Somit ist liminf,,_,. a,, = lim,,_,. b, = 0.

(3) Die Folge (a,) = (1,2,1,3,1,4,...) ist nicht nach oben beschrénkt. Also ist
limsup,,_,., a, = oo. Sie ist aber nach unten beschrankt. Es gilt inf 4, = 1 (n € N),
also liminf, - a, = 1.

Satz (ohne Beweis): Es sei (a,) eine Folge in R. Dann gilt:
(1) liminf, . a, < limsup,,_, . a,.
(2) Es gibt Teilfolgen (ay(,)) und (aim)) von (a,) mit

lim ap@n) = limsupa,, lim a,) = liminf a,.
n—00 n—00 n—00 n—00

(3) Sei o := limsup,,_,. a, und 5,7 € R mit v < a < #. Dann gilt:

a, < fffaneN und a, > v flir unendlich viele n € N.

(4) Sei o := liminf, o a, und 3,7 € R mit v < a < B. Dann gilt:

a, < [ fir unendlich viele n ¢ N und a, >y ffan &€ N.

(5) Ist (a,) beschriankt, so ist H(a,) beschrénkt (und nicht leer; vgl. Satz von Bolzano
Weierstrafl) und

liminf a,, = min H(a,), limsupa, = max H(a,).
n—00 n—00
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(6) Ist (a,) konvergent, so ist

liminf a,, = limsupa, = lim a,.
n—00 n—00 n—00

(7) Gilt a,, > 0 (n € N) und limsup,, . a, = 0, so gilt lim,_,, a, = 0.
Bemerkung: In Verallgemeinerung von (5) gilt: Ist (a,) eine reelle Folge und
H(a,) :={a € RU{—00,00} : es gibt eine Teilfolge (ax(n)) mit agm) — af,

SO ist

liminf a, = min A, limsupa, = max A.
n—00 n—00

Beispiele: (1) Bekannt: Die Folge (a,) = ((—1)") ist beschrankt und H(a,) = {—1,1}.
Also gilt

liminfa, = -1, limsupa, = 1.
n—oo n—o00

(2) Es sei die Folge (a,) gegeben durch

- (—1)z(1 — %), n gerade
In = n(l1+(=1)"2"), n ungerade

Dann gilt:
1
a4n:1—5—>17 a4n+1:(4n+1)(1—1):0—>0,
1
Agpio = —(1 — 4n+2)—>—1, Aants = (An+3)(1 + 1) — oo.
Wir haben also H(a,) = {—1,0,1, co} und somit limsup,,_,., a, = oo, liminf, . a, = —1.

6.11. Cauchyfolgen: Es sei (a,) eine konvergente Zahlenfolge. Dann gilt:
(C) Ve >03ng € NVn,m > ng : |la, — an| < e.

Beweis. Es gelte a,, — a. Sei e > 0. Dann existiert ein ny € N mit Vn > ng : |a, —a| < /2.
Seien nun n, m > ngy. Dann gilt:

lan, — am| = |an, —a+ (a —am)| < lap, —a| +]a—an| <e/24+¢c/2=¢.
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Definition: Eine Folge (a,) in R oder C, fiir welche (C) gilt, heiit Cauchyfolge (CF).
Satz (Cauchykriterium): Es sei (a,) eine Folge in R oder C. Dann gilt:

(a,) ist konvergent < (a,) ist eine Cauchyfolge

Beweis. “="": Siehe oben.
“<”: Wir zeigen zuerst, dass (a,) beschrankt ist: Es existiert ein nyg € N mit

Vn,m > ng: |a, —any| < 1.
Fir v := max{|a1|, |as], . . ., |an,|} + 1 gilt nun: |a,| <~ (1 <n < ng) und
|an| < fan = ano| + [an| <1+ |an,| <7 (n>no).

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra8 hat (a,) eine konvergente Teilfolge (ax(n)). Setze
a = limy,_, ap(n). Sei € > 0. Nun existiert ein ng € N so, dass fiir alle n, m > ng gilt

|an, — G| < €/2 und |y — a| < /2.
Fiir jedes n > k(ng) gilt dann wegen k(ng) > ng:
e €
lan, — a] < |an — Qrmg)| + |arme) — al < gts=¢

6.12. Abzahlbarkeit von Mengen:

Definition: Es sei M eine Menge.
(1) M hei3t endlich = M = (), oder es existiert ein n € N und eine surjektive Funktion

fAL2,...,n} = M, also M ={f(1), f(2),..., f(n)}.

(2) M heiBt unendlich :< M is nicht endlich.
(3) M heifit abzdhlbar :< M = (), oder es existiert eine surjektive Abblidung von N nach
M, also eine Folge (a,)nen in M mit

M ={a, :n e N} ={a,as,...}.
Beachte: Ist M endlich, so ist M abziahlbar. Z.B.
M ={-1,1} = {a, : n € N} fir (a,) = ((—-1)").
(4) M heilt dberabzdhlbar :< M ist nicht abzéhlbar.

Beispiele: (1) N ist abzdhlbar: (a,) = (1,2,3,...).

(2) Z ist abzahlbar: (a,) = (0,1,—1,2,—-2,...).

(3) Q = {2 : p € Z,q € N} ist abzdhlbar: Das liegt daran, dass Z x N abzihlbar ist
(Cantorsches Diagonalisierungsverfahren).

Satz Jedes Intervall mit mindestens 2 Punkten ist Uiberabzahlbar. Insbesondere ist R
uberabzahlbar.
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Beweis. Wir betrachten 0.B.d.A. I = [0, 1]. Angenommen es gibt eine Folge (a,) mit
I ={a, :n €N}

Wir konstruieren induktiv eine Intervallschachtelung (7,,) wie folgt: Sei I; eines der In-
tervalle [0,1/3], [1/3,2/3], [2/3,1] mit a; ¢ I;. Ist I,, konstruiert, so zerlegt man I, in 3
gleichlange Intervalle und wéhlt als I, eines dieser Intervalle mit a,.; ¢ I,,1. Die Lénge
von I, ist 1/3" (n € N). Nach [6.7] existiert ein r € [0, 1] mit

ﬂ I, ={r},

neN

und nach Konstruktion ist r ¢ {a,, : n € N}, ein Widerspruch. O

Satz Ist M # () und f : M — Pot(M) eine Funktion, so ist f nicht surjektiv.

Beweis. Annahme: f ist surjektiv. Sei N := {x € M : x ¢ f(z)}. Dann ist N € Pot(M),
also N = f(x) fiir ein xy € M.

L.Fall: xg € N. Dann gilt z¢ ¢ f(z9) = N. Widerspruch.
2.Fall: 2y ¢ N. Dann gilt zy € f(x¢) = N. Widerspruch. O

Folgerung: Pot(N) ist {iberabzdhlbar.

7 Reihen

7.1. Definition: Sei (a,),en eine Folge in R oder C und

N
sN::Zan:a1+a2+...+aN (N € N).

n=1

Die Folge (sny)nen heifit eine (unendliche) Reihe und wird mit >~ a, bezeichnet. Die
Zahl sy heiit N-te Partialsumme oder N-te Teilsumme von 22021 Qp,.

Die Reihe Y ° | a, heifit konvergent [divergent], falls die Folge (sy)nven konvergiert [bzw.
divergiert].

Ist >, a, konvergent, so heifit limy_, sy der Reithenwert von ) | a, und wird eben-
falls mit "> | a,, bezeichnet (Vorsicht: Doppelbedeutung des Symbols > 7  a,,).

[e.9]

nep €ntsprechend

Bemerkung: (a) Ist p € Z so verfahrt man mit Folgen der Form (a,)

und setzt
N

SN ::Zan:ap+ap+1—|—...+a1\f (NZP)~

n=p
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Meistens: p = 1 oder p = 0.
(b) Ist (a,) komplex, so gilt nach

o] o0 oo
Z a, ist konvergent < Z Rea,, und Z Im a,, sind konvergent.
n=1 n=1 n=1

In diesem Fall ist

o0 (o] o0
E a, = E Rean+z’§ Ima,.
n=1 n=1 n=1

Beispiele: (1) Die geometrische Rethe .- 2", z € C, konvergiert genau dann, wenn

|z| < 1. Es gilt
- 1
T= <1
D=1 (<
n=0
(vgl. [6.5(4)
(2) >, n(n+1) ist konvergent: Es gilt n(n-l—l) =1 — — (n € N), also ist fiir jedes N € N
1 + + +1 L L —1 (N — o0)
sy=1—=-+-—= —— =1- 00
Y 3 N N+1 N+1
Somit ist | ~ n+1) konvergent und Y 7, n(n+1) =1.

(3) Die harmonische Reihe > 0" | = 1st divergent: Fir jedes NV € N ist

14l +1 sy eN— 1
S = - Ce - .. — S — = S —.
N 2 NTNT1 Y R
;Z& >_1 >_1
—Z 2N —2N

Somit ist (sy) divergent, denn aus sy — s € R folgt soy — s, also s > s + 4 5, €in
Widerspruch.
Bemerkung: Da (sy) monoton wachsend ist folgt sy — oo (N — oo). Man schreibt dafiir

auch .
> =

n=1

3I+—‘

7.2. Satz: Es seien (a,) und (b,) Folgen und sy :=a; +...+ay (N € N).
(1) Monotoniekriterium: Gilt a,, > 0 (n € N) und ist (sy)nen beschriankt, so ist

oo
Z a, konvergent.

n=1
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(e o]

(2) Ist >~ | a, konvergent und p € N, so konvergiert > a, und es gilt

n=p+1

[ee) o0 p

g an:E an—g Q.-
n=p+1 n=1 n=1

Definiert man
o
rp = g a, (p€N),
n=p+1

so gilt 7, = 0 (p — o00), d.h. die Folge der “Reihenreste” konvergiert gegen Null.
(3) Ist > 2 | a, konvergent, so gilt a, — 0.
(4) Sind >~ a, und Y2 b, konvergent und «, § € R (bzw. C), so ist

Z(aan + f3b,,) konvergent
n=1
und es gilt
Z(aan + pb,) = az a, + BZ b,,.
n=1 n=1 n=1
(5) Cauchykriterium: 220:1 a, konvergiert genau dann, wenn gilt:
N
V€>OEInOGNVN>M2nO:‘ S an‘<€.
n=M+1

Beweis. (1) folgt aus angewandt auf die monton wachsende Folge (sy)nen-

(2) Setzt man oy = ZN A, 80 ist o = sy — 5, (N > p+ 1) und mit N — oo folgt

n=p+1
oo o0
Zan:Zan—sp (N — 00).
n=p+1 n=1
Somit gilt
(0.9] oo o
rp:Zan—sp%Zan—Zanzo (p — o0).
n=1 n=1 n=1

(3) Es gilt a,, = s, — s,—1 — 0 nach [6.5((3).
(4) folgt aus[6.3((4).
(5) Fir N € N, gilt wegen [6.11}

(o]
Z a, konvergiert <= (sy)nen konvergiert <= (sy)nen ist eine Cauchyfolge
n=1

< Ve>03ng e NYN,M >ng:|sy —su| <e

— Vs>03noeNVN>M2n0:‘ Z an‘<5.
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Bemerkung: Aus [7.2(3) folgt: Ist (a,) keine Nullfolge, so ist > ", a, divergent. Die
Umkehrung von [7.2(3) gilt nicht:

— 1 1
Z — ist divergent, aber — — 0 (n — 00).
n n

n=1

7.3. Absolut konvergente Reihen und Leibnizkriterium:

Definition: Die Reihe ) ° | a, heiit absolut konvergent, falls >~ | |a,| konvergiert.

Satz: Ist )~ a, absolut konvergent, so ist >~ a, konvergent und es gilt die “Dreiecks-
ungleichung fiir Reihen”:
oo [e.e]
PICAED A
n=1

n=1
Beweis. Sei e > 0. Mit der Dreiecksungleichung und [7.2(2) folgt: Es existiert ein ny € N
so, dass

N N [}
VN > M > ng: ‘ Z an’§ Z |an|§2|an|<5.

n=M+1 n=M+1 n=ng

Mit (5) folgt die Konvergenz von >~ a,. Die Dreiecksungleichung fiir Reihen folgt

mit N — oo aus
N N
PHAESI!
n=1 n=1

]

Satz (Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen): Es sei (b,,) eine monoton fallende
Folge mit b, — 0. Setzt man a,, :== (—1)"b, (n € N), so konvergiert > | ay.

Beweis. Da (by,) eine fallende Nullfolge ist gilt b, > 0 (n € N). Sei sy := a3 + ...+ an
(N € N). Nachrechnen:

(son) ist nach unten beschrinkt und fallend,
(san—1) ist nach oben beschrénkt und wachsend.

Somit sind (son) und (sen_1) konvergent. Sei a := limy o Son und b := limy_,o0 Son_1.
Es gilt
‘SQN—SQN,H = ‘GQN’ :ng—>0 (N—>OO),

also a = b. Mit [6.8(3) folgt sy — a (N — o0). O
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Beispiel: (1) Die alternierende harmonische Reihe
G A G O
D D D

n=1 n=1

ist konvergent (denn (1/n) ist eine fallende Nullfolge), aber nicht absolut konvergent.

Spater werden wir sehen:
(_1 n+1

Z 2 = log(2).

n=1

(2) Die geometrische Reihe "> 2™ ist fiir jedes z € C mit |z] < 1 absolut konvergent
(beachte: |2"| = |2]").

Bemerkungen: (a) Ist (a,) eine komplexe Folge, so ist >~ a, genau dann absolut
konvergent, wenn beide Reihen > ° Rea, und ) - Ima, absolut konvergent sind. Ist

Y>> | an absolut konvergent, so schreibt man auch > 7 | |a,| < co.

(b) Fiir eine reelle Folge (a,) sei b, := max{a,,0} und ¢, := max{—a,, 0}, so dass
an = by —Cp,y lan] =by+c¢, (n€N).

Dann ist ) | a,, genau dann absolut konvergent, wenn beide Rethen Y b, und > 7 ¢,

konvergieren. In diesem Falle ist > 0~ a, = o0 by — > 7 cn.

7.4. Majoranten- und Minorantenkriterium: Es seien (a,) und (b,) Folgen.
(1) Gilt |a,| < b, ffan € Nundist )7, b, konvergent, soist Y~ | a, absolut konvergent.
(2) Gilt @, > b,, > 0 ffan € N und ist >~ b, divergent, so ist auch Y > | a, divergent.

Beweis. (1) O.B.d.A. sei |a,| < b, (n € N). Setze

N N
ay = Zl lan|, By = Zlbn (N €N).

Dann gilt 0 < ay < Oy (N € N). Nach Voraussetzung ist (fx) beschrankt. Also ist (ay)
beschrénkt und die Behauptung folgt mit [7.2{(1).
(2) folgt aus (1). O

Beispiel: (1) Die Reihe
i :
—~ (n+1)°

konvergiert: Es gilt




und > 07 m konvergiert nach ( ). Somit konvergiert auch 7 | .

wir sehen:
=1 B 2
— n? 6
(2) Ist ¢ € N mit ¢ > 2 so gilt 1/n? < 1/n? (n € N). Also ist
= 1
ne
n=1
konvergent.
(3) Es gilt
! > ! >0 (neN)
— > — n :
N

Da Y>> | L divergiert ist auch > 7 f divergent.

(4) Ist spater die allgemeine Potenz definiert, so sieht man fiir ¢ € R:

= 1
Z — konvergiert < ¢ > 1.
nd

n=1

In HMII werden

7.5. Wurzelkriterium: Es sei (a,,) eine Folge und « := limsup {/|a,| € [0, 0o].

n—oo

(1) Ist « < 1,80 ist Y~ | @, absolut konvergent.
(2) Ist > 1,s0ist Y~ | a, divergent.

Bemerkung: Ist a = 1, so liefert das Wurzelkriterium keine Entscheidung.

Z.B.ist Y 2, < divergent und
a = limsup {/1/n = Tim 1/3/n=1,

n—oo

hingegen ist > - konvergent und

a = limsup {/1/n? = hm 1/(3/n)? =

n—oo

n1n2

Beweis. Ist a < 1, so wihlen wir 8 € (a,1). Dann gilt

Vla, < B flan €N, also |a,| < " flan € N.

Wegen 8 € (0,1) konvergiert >~ 5", und die Behauptung folgt aus [7.4[1).

Ist @ > 1, so wahlen wir v € (1, «). Dann gilt

\/|ay| >~ > 1 fiur unendlich viele n € N, also |a,| > 1 fiir unendlich viele n € N.

Somit ist a, # 0, und nach [7.2(3) ist >°o", a,, divergent.
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Beispiel: Sei p € N. Wir betrachten > 7 nPz" fiir z € C. Hier ist also a, = n?z" und

Vlan| = (/n)|z] = |2| - (n — o0).
Also ist )" >°  nPz™ fir |z| < 1 absolut konvergent und fiir |z| > 1 divergent. Fiir |z| = 1
gilt |a,| = nP — oo und Y77 | nPz" ist nach [7.2(3) divergent.
7.6. Quotientenkriterium: Sei (a,) eine Folge mit a,, # 0 (n > ny € N) und

Apy1
G,

Cp = (n > ngp).

1) Ist ¢, > 1 fiir fast alle n € N, so ist Y~ | a, divergent.

2) Ist limsup,,_,., ¢, < 1, s0ist Y~ a, absolut konvergent.

[
n=1

(1)
(2)
(3) Ist liminf, oo c, > 1, s0ist > 7 | a, divergent.
(4)

4) Existiert o := lim, o ¢y, s0 ist fiir @ < 1 die Reihe )
fir @ > 1ist )7, a, divergent.

a, absolut konvergent und

Bemerkung: In (4) ist im Fall o = 1 keine allgemeine Aussage moglich (man betrachte
wieder a, = = bzw. a, = ).

Beweis. (1) Es sei ¢, > 1 fiir n > ny > ny. Dann ist
|an| Z |an—1| Z s 2 |an1| >0 (TL Z nl)a

d.h. |a,| # 0. Nach[7.2{(3) divergiert > o7 | a,.
(2) Ist @ = limsup,,_,, ¢, < 1, so wihle 5 € (a, 1). Es gilt dann ¢, < g ffan € N, d.h. wir
finden ny; > ng mit ¢, < B (n > ny). Es folgt

0] < Bl < oo € B ] = 84|87 (02 my).

Wegen § € (0,1) konvergiert >, ", und nach [7.4[1) ist > 7 | a,, absolut konvergent.
(3) Ist @ = liminf,_,oc ¢, > 1, so folgt ¢, > 1 ffan € Nund ) 7 | a, divergiert nach (1).
(4) folgt aus (2) und (3). O

7.7. Die Exponentialreihe: Die Reihe

) 2 3

z z z
ZE:1+Z+§+§+'“ (2 €C)

n=0

konvergiert absolut fiir jedes z € C:
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Beweis. Fir z = 0 ist Y .- (% offensichtlich absolut konvergent (und = 1). Es sei z # 0
und a,, := 2"/n! (n € Ny). Dann gilt:

Api1 2t ) ||
= = — 0 — 00).
an (n+1)! 27| n+1 (n = o0)
Nach dem [7.6[(4) konvergiert die Reihe also absolut. O

Satz: Es gilt
— 1
e= E —  (Bulersche Zahl, vgl.[6.6)).

Beweis. Fiir jedes n € N gilt:

() - B ()b e

k=0 k=0
"1 1 2 — -
- —-1-<1——>-<1——)-...-<1—k 1>§ Ly
k! n n n k!
k=0 N e N’ ~———— k=0

“”:(H%)nzié'l'(l—%)-(1_%)....-<1—k;1),

woraus fiir n — oo folgt: e > b,,. Flir m — oo erhalten wir

=1
k=0

Bemerkung: Spater werden wir sehen:

k

WE

Ve e R: lim(l—l—g)":

n—00 n

T
H.

b
Il

0
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7.8. Umordnungen: Es sei (a,) eine Folge und ¢ : N — N eine bijektive Abbildung.
Setze by, == aym) (n € N). Dann heifit (b,) [bzw. >~ b,] eine Umordnung von (a,) [bzw.

von » > ay).

Beispiel: Die Folge (ag,aq4,aq,as, ag, as, as,az,...) ist eine Umordnung von (a,) (aber
keine Teilfolge von (a,,)).

Satz: Es sei (b,) eine Umordnung von (a,,). Dann gilt:

(1) Ist (a,) konvergent, so konvergiert auch (b,) und

lim a,, = lim b,
n—oo n—oo

(2) Ist > 7 | a,, absolut konvergent, so ist auch > | b, absolut konvergent und
> 0=
n=1 n=1

Beweis. (1) Setze a := lim,_, a,. Sei € > 0. Dann gilt |a,, — a| < € ffa n € N, also auch
lapmy — al < e ffan € N (hier wurde nur die Injektivitét von ¢ verwendet).

(2) Wegen der Bemerkungen in reicht es, den Fall a, € R und a, > 0 (n € N) zu
betrachten. Fiir jedes N € N gilt

N max p({1,...,N}) 00 N max = ({1,...,N}) 00
Shs Y asda wd Yas Y nedn
n=1 k=1 k=1 n=1 k=1 k=1
Daraus folgt die Behauptung. ]

Riemannscher Umordnungssatz (ohne Beweis): Die reelle Reihe Y > | a,, sei konver-
gent, aber nicht absolut konvergent (man sagt dazu auch bedingt konvergent). Dann gibt es
fiir jedes s € R eine Umordnung ) >°, b, von Y >° | a, mit >~ b, = s. Es gibt auflerdem
divergente Umordnungen von » 7 | a,.

Beispiele hierzu gibt es in den Ubungen.

7.9. Das Cauchyprodukt: Es seien Y ja, und >~ b, Reihen. Fiir jedes n € Ny sei

Cp = Z akbn,k = aobn -+ albn,l + ..+ an,1b1 —+ anbo.
k=0

Die Reihe > 7 ¢, heifit das Cauchyprodukt der Reihen ) ja, und > 7 b,.

Satz: Sind die Reihen ) ° a, und > b, absolut konvergent, so ist auch ihr
Cauchyprodukt Y >° ¢, absolut konvergent und es gilt

S () (20)
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Beweis. Auch hier reicht es, den Fall a,,, b, € Rund a,, > 0, b, > 0 (n € Ny) zu betrachten.
Es gilt dann fiir jedes N € Ny:

N N N 2N
s (L) (L) < e
n=0 n=0 n=0 n=0
woraus die Behauptung folgt. ]

Beispiel: Sei z € C mit |z| < 1. Dann konvergiert ) 2™ absolut und » ° 2" = .
Das Cauchyprodukt von y 2 /2™ mit sich selber ist

Z (Z zkz”_k> = Z(n +1)z".

n=0 k=0 n=0

Nach obigem Satz konvergiert diese Reihe absolut und es gilt

S = (S)' = i

7.10. Die Exponentialfunktion: Da die Exponentialreihe nach fiir jedes z € C
(absolut) konvergiert, kénnen wir durch

exp: C — C, z > exp(z) = Z

n=0

Z’I’L

n!

eine Funktion definieren; exp heifit die komplexe Exponentialfunktion.

Eigenschaften der Exponentialfunktion:

(1) Es gilt exp(0) = 1 und exp(1) = e (vgl. [7.7).
(2) Fiir alle z,w € C gilt die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:

exp(z) exp(w) = exp(z + w).

Beweis. Nach [7.9] gilt

exp(2) exp(w) = (

n=0 n=0
mit
N T L= /n\ & o (zH+w)"
cnzzy(n—kz)!:a <k>zw T
k=0 k=0
Damit folgt die Behauptung. ]
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Folgerung: Es gilt
exp(z1) exp(ze) - - -exp(zm) = exp(z1 + 22+ -+ 2m) (21,...2m € C).
(3) Fiir alle z € C und n € Z gilt
1

exp(z) #0, exp(—z2)= xp(z)’ exp(z)" = exp(nz).

Beweis. Es ist 1 = exp(0) = exp(z + (—z)) = exp(z) exp(—=z), woraus exp(z) # 0 und
exp(—z) = exp(z)~! folgt. Der Rest folgt aus (2). O

(4) Es gilt exp(z) € R, exp(z) > 0 (z € R), und exp(z) > 1 (z > 0).

Beweis. Sei x € R. Dann ist exp(z) € R klar und fiir z > 0 gilt

o0 n

x
exp(x)zz ol >14+az>1.
n=0" "~
>0
Also ist fiir # < 0 nach (3): exp(z) = exp(—z)~! € (0,1). O

(5) Fiir alle z,y € R gilt: x < y = exp(x) < exp(y).
Beweis. Ist x <y, so gilt nach (2) und (4):

exp(y) = exp(y — x) exp(x) > 1 - exp(x).

O]
(6) Es ist sup{exp(z) : z € R} = 0o und inf{exp(z) : z € R} = 0.
Beweis. Fiir jedes z > 0 gilt
(1) > 142> A exp(—z) = —— < >
exp(x x> exp(—z) = -
P\ = P exp(z) x’
woraus die Behauptungen folgen. ]
(7) Fiir alle z € C gilt exp(Z) = exp(z).
Beweis. Sei wy == 3., Z.. Dann gilt wy — exp(z), also Wy — exp(z), sowie
N 2n
Wy = i exp(Z).
n=0
O]
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(8) Fiir alle z,y € R gilt exp(z + iy) = exp(x) exp(iy) und |exp(iy)| = 1.

Beweis. Die erste Gleichung folgt aus (2). Mit (7), (2) und (1) folgt:

| exp(iy)|* = exp(iy)exp(iy) = exp(iy) exp(—iy) = exp(iy — iy) = 1.

[
(9) Fiir alle # € R gilt {/exp(z) = exp(Z)
Beweis. Nach (4) ist exp(z) > 0, exp(2) > 0, und es gilt nach (2):
(exp(5))" = exp(n’-) = exp(e).
[
(10) Es gilt | exp(z)| = exp(Re z) (z € C).
Beweis. Nach (7), (2) und (9) ist:
|exp(2)] = \/exp(z)exp(z) = exp(z + Z) = v/exp(2Re z) = exp(Re ).
[

Bemerkung und Definition: Wegen (1), (2), (3) und (9) gilt fiir alle m € Z und alle
n € N:

1 m
e™ =exp(m), /e=exp (—), Vem = exp <T> = ({’/E) )
n n
Man schreibt deshalb auch e* := exp(z) (z € C).

Wir zeigen noch die folgenden Ungleichungen:

(11) Es gilt
[exp(2) — 1] < |z|exp(lz]) (2 € C).

(12) Es gilt

z

exp(2) =1 1' < |z|exp(]z]) (z € C\ {0}).

Beweis. Es ist exp(z) =1+ 2+ ;—? + g—? +.... Also

wm—w42—|2%4 Y A =l e

=1
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Somit gilt (11). Fiir z # 0 ist

exp(z) — 1 =t Pl
z a 1‘ B nl = Z n!
n=1 n=2
|Z’n 2 |Z|n 2
= |z |§E: <z IEE: = |zl exp(]z]).

7.11. Sinus und Cosinus: Wir definieren die Funktionen sin : C — C und cos : C — C
durch

sinz = —(e” —e™ ") und CoS 2 1= 5(6” +e ).

(1) Es gilt sin0 = 0 und cos0 = 1. [folgt aus [7.10[(1)]

(2) Reihendarstellungen: Fiir jedes z € C gilt:

‘ B o0 (_1)nz2n+l B 23 2’5
Se = ; P A T TR
(1) 22 2t 28
= — =1+ —=—=+....
e ; (2n)! SRR
Das folgt aus
: L A L L LA
exp(iz) = 14iz— T —ig++ig—g-imgtgt. .
2 .3 4 5 6 T .8
exp(—iz) = 1—iz— —+4i—+ ol T Ty gy e

2 314l 5! 6! 7 8l
(3) Eulersche Formel: Fiir alle z € R gilt sinz € R und cosz € R, sowie
e = cosx +isinz und (sinx)? + (cosx)? = 1,also |sinz| < 1, |cosz| < 1.

Beweis. Aus (2) folgt sinx, cosz € R. Weiter ist

, 1, . — , 1, . —
Ree™ = 5(6” +e*) =cosz und Ime” = f(em — ") =sinw.
i

Somit (cosz)? + (sinz)? = |e*|> = 1 nach [7.10[8) O
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(4) Additionstheoreme: Fiir alle z,w € C gilt:

sin(z +w) = sinzcosw + cos zsinw,

cos(z+w) = coszcosw — sin zsinw.

Das folgt aus [7.10] - Ubung

Wir zeigen noch die folgenden Ungleichungen:

(5) Fiir alle z € C gilt: |sin z| < |z| exp(|z]).

(6) Fiir alle z € C gilt: | cos z — 1| < |z]| exp(]z]).

(7) Fiir alle z € C\ {0} gilt: [#22 — 1] < |z] exp(|2]).
(8) Fiir alle z € C\ {0} gilt: [<22=| < |z] exp(|2]).

Beweis. Diese Ungleichungen folgen aus (11) und (12) in [7.10] wenn man beachtet:

sinz = %(exp(iz) — 1 — (exp(—iz) — 1)),

cosz—1 = %(exp(iz) — 1+ (exp(—iz) — 1)),

sinz 1 — exp(iz) —.exp(—iz) 1 1 exp(i.z) -1 i, exp(—i'z) -1 1),
z 2z 2 12 —12
cosz—1  dexp(iz) — 1+ exp(—iz) —1
h 2 1z

_ % (exp(i;) -1 (eXp(:i;) -1 1)> '

7.12. Potenzreihen: Sei 2z, € C. Eine Potenzreihe (PR) um zj ist eine Reihe der Form

NE

an(z — 20)",

3
I
o

wobei (ay)nen, eine Folge in C ist. Die a, heien Koeffizienten der Potenzreihe und z
heifit Entwicklungspunkt. Wir nennen eine Potenzreihe reell, falls zy € R und alle a,, reell
sind. Betrachten wir reelle Potenzreihen mit Entwicklungspunkt zy € R und wollen reelle
Zahlen einsetzen, so schreiben wir haufig

WE

an(x — )",

i
[e)
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Frage: Fiir welche z € C konvergiert eine gegebene Potenzreihe (absolut)? Klar: Eine
Potenzreihe konvergiert absolut in z = z;.

Beispiele: (1) Die Potenzreihen fiir exp, sin und cos konvergieren absolut fiir jedes z € C.
Hier: z; = 0.

(2) Die geometrische Reihe ) ° 2" ist fiir [2| < 1 absolut konvergent und fiir |z| > 1
divergent. Hier: zp = 0 und a,, = 1 (n € Ny).

(3) Die Potenzreihe
>
n=0
konvergiert nur in z = 2y = 0: Fiir 2z # 0 gilt

yntlz|r =nlz] 5 00 (n— o0).

Nach [7.5]ist die Reihe dann divergent.

7.13. Der Konvergenzradius: Es sei >~ a,(z — 2)" eine Potenzreihe. Setzt man

1
R:= Formel von Cauchy-Hadamard
hm Supn%oo n\/ |an| ( )
mit den Konventionen % = oo und é = qﬂ, so gilt:

(a) Die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z — 2| < R.

(b) Die Potenzreihe divergiert fiir alle z € C mit |z — zo| > R.

R heifit Konvergenzradius (KR) der Potenzreihe.

Beweis: Fiir z € C\ {2} gilt:

limsup v/ |a,(z — 20)"| = (limsup Vi |an]> |z — 2o,

n—oo n—o0

und die Behauptungen des Satzes folgen aus dem Wurzelkriterium [7.5] ]

Bemerkung: Im Falle R = 0 konvergiert die Potenzreihe also nur fiir z = 2, und divergiert
fir alle z € C\ {20}

Im Fall R = oo ist die Potenzreihe fiir jedes z € C absolut konvergent.

!Beachte, dass a := limsup {/|a,| € [0, 0] und dass also diese Konventionen fiir 1/a € [0, o] sinnvoll

sind, vgl.
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Bemerkung: Im Fall R € (0,00) lasst sich fiir z € C mit |z — 29| = R keine allgemeine
Aussage treffen:

(a) Die geometrische Reihe Y > /2" hat Konvergenzradius R = 1, sie divergiert fiir jedes
z € Cmit |z| = 1.

(b) Die Potenzreihe > °° . Z; hat Konvergenzradius R = 1, fiir jedes z € C mit |z| = 1 ist

n=1 n2
sie absolut konvergent.

(c) Die Potenzreihe ) 2 - hat Konvergenzradius R = 1, fiir jedes z € C mit |z] = 1,
z # 1 ist sie konvergent (ohne Beweis, bekannt fiir z = —1), fiir z = 1 ist sie divergent.

Folgerungen: (a) Konvergiert die Potenzreihe fiir ein z; € C, so konvergiert sie absolut
fur alle z € C mit |z — 29| < |21 — 20| und fiir den Konvergenzradius R gilt R > |21 — 2.
(b) Divergiert die Potenzreihe fiir ein z; € C, so divergiert sie fiir alle z € C mit |z — zy| >

|21 — 20| und fiir den Konvergenzradius R gilt R < |z; — z|.

Beispiele: (1) Die Potenzreihen fiir exp, sin, cos haben jeweils Konvergenzradius co. Damit

folgt u.a.: limsup,,_, . V/1/n! =0 und mit

1
lim

A ey = 0

(2) Die geometrische Reihe )" ;2™ hat Konvergenzradius R = 1, ebenso die Potenzreihen
> nPz™ mit p € N. Die Potenzreihe > °°  n"z" hat Konvergenzradius R = 0.
n=0 n=0 g

Bemerkung: Eine reelle Potenzreihe Y~ a,(z — 2)" mit Konvergenzradius R € (0, oo]

ist fiir x € (xg — R, o + R) absolut konvergent und fiir z € R\ [z9 — R, x¢ + R| divergent.
Fir o = xy £ R ist keine allgemeine Aussage moglich!

7.14. Satz (Konvergenzradius iiber Quotienten): Es sei

o0
Z an(z — 29)"
n=0

eine Potenzreihe mit a, # 0 ffa n € N. Gilt

Qn,
1 a e 0,00,
Qn
so ist der Konvergenzradius R = é
Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Quotientenkriterium (Bemerkung in [7.6). O

Beispiel: Fiir die Exponentialreihe ist a, = 1/n!, also || = —5 — 0 und R = § = oo.

Auf die Potenzreihen fiir sin und cos aus [7.11] 1asst sich der Satz nicht anwenden.

o7



an41
an

Bemerkung: Hier erlauben limsup,,_, | | und liminf,

dung!

“tl] i.a. keine Entschei-
n

Beispiel: Sei a,, = (M)” fir alle n € Ny. Dann ist

0 — 37", n ungerade, and Apy1| 3", n ungerade,
" 1, n gerade. a, | | 37!, ngerade.
also limsup,, ., [**| = oo und liminf, ,o [*2*] = 0, aber der Konvergenzradius ist
R =1, denn
: . 2+ (=1)"
lim sup v/|a,| = limsup 2+ =1

7.15. g-adische Entwicklung reeller Zahlen: Sei g € N mit g > 2. Ist (a,);2, eine
Folge in {0,1,...,9 — 1} mit p <0, so definiert man

e}
An

gn

n=p

ApQpyq - .. Ao, A10203 ... 1=

und nennt dies einen g-adischen Bruch, wobei aus dem Zusammenhang klar sein muss, was
g hier sein soll. Jede reelle Zahl x > 0 kann als g-adischer Bruch geschrieben werden, dieser
ist aber nicht eindeutig: Z.B. ist g = 10, so gilt (Ubung):

1=1,00000...=0,99999...

Man kann Eindeutigkeit herstellen indem man “a, = g — 1 ffa n > p” verbietet. Wir
betrachten den Fall z € [0, 1):

Ohne Beweis: Fiir jedes x € [0,1) gibt es eine eindeutig bestimmte Folge (a,)nen in
{0,1,...,9— 1} so, dass fiir jedes N € N gilt:

i%gm(i“—"%%. (1)

n=1 g n=1 gn 9
Man hat dann .
xzzﬁalsoxzo,alaﬂg..., (2)
gn
n=1

mit a, # g — 1 fir unendlich viele n € N.

Gebréuchlich sind vor allem die Dezimalbruchentwicklung (g = 10) und (meist im Zusam-
menhang mit Computern) die Dualbruchentwicklung (g = 2).

o8



8 Vektorraume

In diesem Abschnitt wird der Begriff des Vektorraumes eingefiihrt und einige Beispiele
gegeben. Wir werden uns spéater im Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen noch
genauer mit Vektorraumen beschaftigen.

8.1. Vektorraumaxiome:
Im folgenden sei stets K = R oder K = C,

Definition: Es sei V # () eine Menge mit zwei Verkniipfungen
+:VxV =V KxV-—=V

Die Menge V' (genauer (V,+,-)) heifit ein Vektorraum iiber K oder ein K- Vektorraum (K-
VR), wenn die folgenden Eigenschaften (V1) — (V'7) erfiillt sind:

(V1) Va,y,2€V: (x+y)+2=a+ (y + 2) (Assoziativitét der Addition),

(V2) Ve,y e V: x4+ y =y + 2z (Kommutativitdt der Addition),

(V3) 30 e V Ve eV :z+ 0=z (Existenz der Null),

(V4) Vee VI—x eV :a+ (—x)=0 (Existenz des Negativen),

(V5) Va,B e KVx e V: (af) -z =a- (6 x) (Assoziativitdt der Multiplikationen),

(V6) Vo, e KVe,y e V: a-(z4+y)=a-z+a-yund (o +p) -z =a-xz+ 0 -z
(Distributivitét),

(V7) Ve € V: 1.2 =x (Kompatibilitit).

Die Elemente eines Vektorraumes heiflen Vektoren. Der Punkt - fiir die Multiplikation mit
Skalaren wird gewohnlich weggelassen, und x — y := z + (—y).

Satz: (Beweis als Ubung) Es sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt:
(1) Es existiert genau ein 0 € V mit t +0 =2 (x € V),

(2) zu jedem x € V existiert genau ein —z € V mit x + (—z) = 0,
B)VeeV: —x=(-1)-ux,

4)VeeV:0-2=0.

Definition: Es seien A, B nichtleere Mengen.

B4 := Menge alle Abbildungen f : A — B.

Beispiele: (1) Sei n € N. Dann ist
K" = {(z1,22,...,7,): 7, EK (j=1,2,...,n)}.
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Hier sind Abbildungen z : {1,...,n} — Kals (21,29, ..., 2,) geschrieben, d.h. z(k) = xy.
Wir erklaren Verkniipfungen

+: K" x K" —» K", K x K —= K?
durch
(x17x27"'7xn)+(y17y2a"'7yn) = (x1+y17x2+y27"'7xn+yn)
a-(r1,29,...,2,) = (ax1,axs,...,ax,),
7.B. in R?:
(17 1) + (07 1) = (172)7 2- (17 _1> = (27 _2>7
oder in C3:

(1,4,0) +i(1,2,4) = (1 +4,3i,—1).
Mit obigen Verkniipfungen ist K" ist ein K-Vektorraum mit Nullelement
(0,0,...,0)
und

—(x1, .. xn) = (=21, ..., —xn)  ((21,...,2,) € K").

Bemerkung: C" ist ein C-Vektorraum, aber C" ist auch ein R-Vektorraum, wenn die
Skalarmultiplikation auf R eingeschrakt wird. Insbesondere ist C ein R-Vektorraum. All-
gemein ist jeder C-Vektorraum auch ein R-Vektorraum.

(2) Die Menge der komplexen Polynome C|z] ist ein C-Vektorraum.

8.2. Wichtiges Beispiel: Es sei I # () eine nichtleere Menge (hdufig ist z.B. I C R ein
Intervall). Setzt man fiir f,¢g € K/ und a € K:

fH+g:I—=K,  t—= f(t)+9g(t),
a-x: 1 —-K,  teaf(t),

so ist K! bzgl. dieser Verkniipfungen + : K/ x K/ — K/ und - : K x K/ — K’ ein K-
Vektorraum. Fiir f,g € K/ und « € K sind f + ¢g und af also punktweise erklart, d.h.
indem man die Punkte ¢t € I in die Funktionen einsetzt und dann die Verkniipfung in K
verwendet.

Beispiele: (1) I = [a,b] mit a < b reell: Die Menge K[** aller Funktionen f : [a,b] — K
ist ein K-Vektorraum.

(2) I = N: KN ist die Menge aller Folgen in K, d.h.
KN = {(.Tl,ﬂjg,...) Iy e K (] € N)}
ist ein K-Vektorraum. Die Verkniipfungen sind hier

(x1,29,...) + (Y1, Y2, .- .) = (x1 + Y1, 22 + Y2, .. .),  azy,2e,...) = (ax1, @, .. .).
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8.3. Untervektorraume: Es sei V ein K-Vektorraum.
Definition: Eine Teilmenge U C V heifit Untervektorraum (UVR) oder linearer Teilraum
von V', falls U bzgl. der Verkniipfungen + und - von V ein K-Vektorraum ist.

Satz: (Beweis als Ubung) Eine Teilmenge U C V ist UVR von V' genau dann, wenn gilt:

(i) U # 0 und
(ii) Ve,y e UVa e K:z+y €U und ax € U.

Bemerkung: Die Bedingung (i) kann man ersetzen durch 0 € U.

Beispiele: (1) Jeder Vektorraum V' hat die trivialen Untervektorraume {0} und V. Sind
Uy, U, CV UVRe von V, so ist auch U; N Uy ein UVR von V.

(2) {(z,0,0) : 2 € K} = K x {0} x {0} ist ein UVR von K?.

(3) Sind z,y € K", so ist {ax + Py : a, f € K} ein UVR von K".

(4) K := {(z1,79) € R? : 22 + 23 < 1} ist kein UVR von R? (K ist nicht abgeschlossen
unter +).

(5) C = {(x1,13) € R* : 1y > 0,25 > 0} ist kein UVR von R?. C ist zwar abgeschlossen
unter +, aber —x ¢ C fiir x € C'\ {0}.

(6) Uy = {(2,0) : x € R} und Uy = {(0,y) : y € R} sind Untervektorraume von R?, aber
U, U U, ist kein UVR von R?, denn

(1,0), (O, 1) € U1 U UQ, aber (1, 1) = (1,0) + (O, 1) §é U1 U UQ.

Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen und Reihen ergeben sich mit obigem Satz
folgende Beispiele fiir Untervektorraume von K.

(7) Der Raum der konvergenten Folgen
c:={(z,) € K" : (z,) ist konvergent }
ist ein UVR von K. Die Menge der Nullfolgen

co = {(z,) € c: lim z,, =0}

n—o0

ist ein UVR von c.

(8) Der Raum der absolut summierbaren Folgen

M= {(z,) e KN Z |T,| < oo}

n=1

ist ein UVR von K" oder auch von cj.
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(9) Der Raum der beschrénkten Folgen
1°° .= {(z,) € KN : sup{|z,| : n € N} < o0}

ist ein UVR von K. Der Raum ¢ ist ein UVR von [*.

Allgemeiner ist fiir jede nichtleere Menge X der Raum der beschrankten Funktionen
BOX) = {f € K¥ : |[f]l < o0}

ein UVR von K¥. Hier ist ||f| := sup{|f(z)| : * € X} die Supremumsnorm von f auf
X. Man iiberzeuge sich von folgenden Eigenschaften: Fiir alle f,g € B(X) und o € K gilt:

(a) f=0 & [[flle =0,

(b) llaflloo = lafllf oo,

(©) [1f + gllo < [1flloc + [lglloo-

8.4. Lineare Abbildungen: Es seien V, W K-Vektorraume.

Definition: Eine Abbildung ¢ : V. — W heifit linear (genauer K-linear), falls fiir alle
x,y €V, ae K gilt:

¢ +y) = o) +¢y), olax) = ap(z).

Fiir ein solches ¢ heifit

Kerng¢ := {z € V : ¢(x) = 0} = ¢~ *({0})
der Kern von ¢ und
Bild¢ :={¢(x) :z € V} = o(V)
heifit Bild von ¢.

Ist ¢ : V — W linear, so gilt immer ¢(0) = 0. Mithilfe von Satz sieht man leicht, dass
Kern ¢ ein UVR von V ist und dass Bild ¢ ein UVR von W ist. Wir werden das spater
noch genauer betrachten. Hier geben wir nur einige Beispiele.

Beispiele: (1) Ist V ein K-Vektorraum und oy € K, so ist die Abbildung V' — V| z — apz
linear. Ist yo € V, so ist die Abbildung V' — V| 2 +— x + yy (Verschiebung um ) nur im
Fall yg = 0 linear.

(2) Ist n € N, so ist fiir jedes j € {1,2,...,n} die Abbildung auf die j-te Komponente
¢; K" =K, (21,...,2,) = x;

linear.

(3) Die Abbildung
¢:c— K, ()~ lim z,,

n—oo
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die jede konvergente Folge auf ihren Grenzwert abbildet, ist nach (4) linear. Hier ist
Kern ¢ = ¢y (der Raum der Nullfolgen).

(4) Die Abbildung

A N
n=1

ist linear nach [7.2|(4).
(5) Die Abbildung

i1 o (@) > ()
ist linear und Bild ¢ ist ein UVR von c¢yg. Aber Bild¢ # c¢y: Z.B. ist (
(vn) & 1.
(6) Die Abbildung

L) ¢ Bildg, da

o' - K, (xn) — in
n=1

ist nicht linear.
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9 Stetigkeit

9.1. Definition: Es sei ) # D C R und f : D — R eine Funktion. Die Funktion f heifit
stetig in xo € D, falls fiir jede Folge (z,,) in D mit z,, = zo gilt f(x,) — f(x0).

Die Funktion f heifit stetig in/auf D, falls sie in jedem xy € D stetig ist. Wir setzen

C(D):=C(D,R):={f:D —R: fistauf D stetig}.

9.2. Beispiele: (1) Ist p € R[z| ein Polynom, d.h.
p(x) = apr™ + am—lxm_1 + ...+ a2 + aop,

so ist die Funktion p : R — R, x — p(x) auf R stetig. Sei o € R und (x,) eine Folge
mit x,, — xg. Aus folgt «% — z& (k= 1,...,m) und somit p(x,) — p(zo). Also gilt
p € C(R).

(2) Betrachte p € N, D :=[0,00) und f : D — R, f(z) = ¥/x. Sei zp € D und (x,,) eine
Folge in D mit z, — xo. Nach [6.5] folgt f(z,) = f(x0). Also gilt f € C([0,00)).

(3) Sei D =[0,1]U{2} und f: D — R definiert durch

%, x€]0,1)
fl)=< 3, z=1
1, =2

Offensichtlich ist f in jedem x € [0,1) stetig.

Betrachte zy = 1: Die Folge (z,) = (1 — 1/n) ist eine Folge in D mit z,, — 1 und
f(z,) =22 = 1#1/2= f(1). Also ist f in xyp = 1 nicht stetig.

Betrachte xy = 2: Sei (z,,) eine Folge in D mit x, — 2. Dann gilt z,, = 2 ffa n € N, also
f(z,) =1 ffan € N. Es folgt f(z,) = 1= f(2). Somit ist f in xy = 2 stetig.

Mit den Rechenregeln fiir konvergente Folgen in [6.3] folgt:

9.3. Satz: Seien f,g: D — R in xg € D stetig und «, § € R. Dann sind auch

af+8g, f-9, |f|:D—=R

in z stetig. Ist g(xy) # 0, so ist auch
! .
5.{x€D.g(m)7é0}—>R

in zy stetig.

64



Folgerung: Ist ) # D C R, so ist die Menge C'(D) der stetigen Funktionen f : D — R ein
reeller Vektorraum (und ist ein UVR des Vektorraumes R? aller Funktionen f : D — R).

Bemerkung: Ist ¢ stetig in o € D und g(xg) # 0, so gibt es ein § > 0 mit
(xg — 0,20+ ) N{x € D:g(x) =0} =10,
d.h. mit g(z) # 0 fiir alle z € D mit |z — x| < 0.
Beweis. Andernfalls findet man zu jedem n € N und 6 = % ein z, € D mit g(z,) =0 und

Ty € (xg — 1/n,20 + 1/n), d.h. mit |z, — x| < 1/n. Wir haben also z,, — x¢ und wegen
der Stetigkeit von ¢ in xy auch 0 = g(x,) — g(x¢) # 0. Widerspruch! O

Beispiel: Sind p € R[z] und g € R[z] \ {0} reelle Polynome, so ist die rationale Funktion

S;{xeR;q(z)7A0}—>R, J:H%

stetig.

9.4. e-6-Kriterium: Sei ) # D C R, f : D — R eine Funktion und xy € D. Dann ist f in
xo stetig genau dann, wenn gilt:

Ve>030>0Vr e D:|r—xo <= |f(x)— flxg)] <e.
Beweis. Es gelte “c-0”. Es sei (z,) eine Folge in D mit x, — x¢. Sei € > 0. Dann finden

wir ein 0 > 0 mit |f(z) — f(zo)| < e fiir alle x € D mit |z — xo| < §. Wegen z,, — ¢ gilt
|z, — xo| < 6 ffa n € N. Es folgt |f(z,) — f(x0)| < e ffan € N. Also gilt f(z,) — f(xo).

Wenn “e-¢” nicht gilt, finden wir ein ¢ > 0 so, dass zu jedem n € N (zu § = 1/n) ein
T, € D existiert mit

1
fr =20l < = wnd () = Jw)] 2 =
Es gilt dann z,, — xg, aber f(z,) 4 f(xo). Somit ist f in xy nicht stetig. O

Bemerkung: Die e-9-Bedingung findet sich in der Literatur auch oft als Definition der
Stetigkeit.

Definition: Die Funktion f heifit gleichmdpig stetig in/auf D, falls gilt: Sind (), (yn)
Folgen in D mit x,, — y,, — 0, so gilt f(z,) — f(y,) — 0. Aquivalent ist:

Ve>030>0Vr,ye D:|lz—y|l<d=|f(z)— fly)] <e.
Bemerkung: Ist f gleichmaBig stetig auf D, so gilt f € C(D). Die Umkehrung gilt nicht.
Z.B.ist f: R — R, f(z) = 2? stetig auf R, aber nicht gleichméBig stetig auf R (Ubung).

Im Fall D = [a,b] ist “Stetigkeit auf D” und “gleichméflige Stetigkeit auf D” dasselbe
(Satz von Heine).
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9.5. Grenzwerte bei Funktionen: Sei ) # D C R und f : D — R eine Funktion. Seien
a, € RU{oo,—oc0} derart, dass eine Folge (x,) in D \ {a} mit x, — « existiert. Wir
schreiben

lim f(z) = 3,

T—Q

falls fiir jede Folge (x,) in D\ {a} mit =, — a gilt: f(z,) — B.

Beispiele: (1) Aus den Ungleichungen in und folgt etwa:

. . »
limexp(z) =1, lim MY 1 lim exp(@) —1 _ 1, lim 227 —0
z—0 z—0 X 2—0 T 250 T
(2) Sei m € Ny. Aus der Ungleichung
©° l‘n Im+1
exp(x) :nzzom > m (ZL’ > O)
folgen
exp(z) > x (&> 0)
zm (m+1)!
sowie 0
0< 2™ exp(—z) < T o5 )
x

Also e’;p—,ff) — 00 (x — 00) und z™exp(—x) — 0 (z — o00). Insbesondere gilt (mit m = 0):

lim exp(z) =00, lim exp(z)=0.
T—r00 T—>—00

Bemerkungen: (1) (5 ist in obiger Definition eindeutig bestimmt (das liegt daran, dass es
mindestens eine Folge (z,,) in D \ {a} mit z,, — a gibt).

(2) Der eventuell vorhandene Funktionswert f(«) spielt keine Rolle.

(3) Die Rechenregeln fiir den Folgenlimes aus und iibertragen sich auf den Funk-
tionenlimes. Gilt z.B.

lim f(z) = B, lim g(z) = B,

T—Q

und ist 3, + [, definiert, so gilt

lim (f(x) + g(x)) = B1 + Ba.

T—Q

Definition: Ist &« = 25 € R und gibt es eine Folge in D \ {z¢} mit z,, — x0, so heifit z,
ein Haufungspunkt von D. Fiir jedes xo € R und jede Menge D C R gilt:

o ist Haufungspunkt von D <= V§ > 0: Us(zo) N (D \ {zo}) # 0.
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Beispiele: 0 ist ein Haufungspunkt von (0, 1), von [0,1) oder von {1/n : n € N}, aber 0
ist kein Haufungspunkt von Z.

Bemerkung: Ist o € D kein Haufungspunkt von D, so gibt es ein § > 0 mit
Us(xzo) N (D \ {zo}) =0, d.h. mit Us(xo) N D = {z0}.

Ein solches xq heif3t isolierter Punkt von D. So ist etwa 0 ein isolierter Punkt von Z.
Eine Funktion f : D — R ist in jedem isolierten Punkt xy von D stetig, vgl. Beispiel (3)
in 0.2

Satz: Die Funktion f : D — R ist stetig auf D genau dann, wenn fiir jedes x¢ € D, welches
Haufungspunkt von D ist, gilt:

lim f(x) = f(z0).

T—T0

9.6. Einseitige Grenzwerte: Es sei ) # D C R, f : D — R eine Funktion, und z5 € R
sei ein Haufungspunkt von D N (xg, 00) [bzw. von D N (—o0, zp)]. Wir schreiben

lim f(z)=8€RU{oo,—00} [bzw. lim f(x)=p¢€ RU{oo,—00}],

T—To+ T—To—
falls fiir jede Folge (x,,) in DN (z, 00) [bzw. in DN (—00, z¢)] mit z, — zo gilt: f(x,) — 5.
Im Falle der Existenz heiit lim, .+ f(z) rechtsseitiger Limes und lim, ., f(z) heifit

linksseitiger Limes von f in xg.

Bemerkung: Man kann sich fiir den rechtsseitigen Limes auf monoton fallende Folgen
und fiir den linksseitigen Limes auf monoton wachsende Folgen (z,,) beschranken!

Beispiel: Sei D =R und f : R — R gegeben durch

1, >0
flz):=¢ =7, z=0 .
%, z <0
Dann gilt lim, o, f(x) =1 und lim, o f(z) = —oc.

Satz: Sei f : D — R eine Funktion und zy € D Haufungspunkt sowohl von D N (—o0, )
als auch von D N (xg,00). Dann ist f stetig in z¢ genau dann, wenn gilt:

limf(o) = f(ag) = lm f(z).

r—xo+ rT—To—

9.7. Satz zur Komposition stetiger Funktionen: Es seien D;, D, C R nichtleer,
f:D; — Rund g: Dy — R Funktionen. Es sei f(D;) C Dy, xg € Dy und g := f(xg). Ist
f stetig in xy und g stetig in yg, so ist go f : D1 — R stetig in x,.
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Beweis. Sei (x,,) eine Folge in Dy mit x, — 0. Da f in x, stetig ist, folgt v, := f(z,) —
f(zo) = yo. Da g stetig in yy ist, folgt

(go f)(@n) = g(f(xn)) = 9(yn) = 9(30) = 9(f(z0)) = (g © f)(x0)-
Also ist g o f in x stetig. [

Beispiel: Sei p € N. Die Funktion g, : [0, oo) — R, g,(x) = ¥/x ist auf [0, 00) stetig (nach
9.2(2)). Die Funktion f: R — R, f(z) = 2*+ 1 ist auf R stetig und f(z) € [0,00) (z € R).
Also ist auch g, o f : R = R, (gp o f)(x) = Va2 + 1 auf R stetig.

9.8. Stetigkeit von Potenzreihen: Es sei

oo
Z an(x — x0)"
n=0

eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0, oo]. Dann ist die Funktion

o0

fi(zo—R,zo+ R) =R, f(x Zanx—xg

n=0

auf D = (xg — R, x¢ + R) stetig.

Einen Beweis dieses Satzes fithren wir in Abschnitt [9.9] unten.

Wichtige Beispiele: Es gilt

exp, sin, cos € C'(R).

Obiger Satz hat die folgende Ergénzung (ohne Beweis):

Abelscher Grenzwertsatz: Ist in der Situation des Satzes R < oo und konvergiert die
Potenzreihe fiir x = zy + R, so gilt

o0

xilxrg:»Rf( ) ZanR '

n=0

Man kann also f stetig fortsetzen auf (xg — R, zo + R]. Entsprechendes gilt bei Konvergenz
inxr=uxzy— R.

9.9. Funktionenfolgen und Funktionenreihen: Es sei ) # D C R und (f,,)nen eine
Folge von Funktionen f,, : D — R. Setzt man

SN _an (N € N),
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so heifit (sy) eine Funktionenreihe und wird mit

>t
n=1
bezeichnet.
Definition: (1) Eine Funktionenfolge (f,,) heiit punktweise konvergent auf D, falls

Ve e D: (fn(z)) ist konvergent.

In diesem Fall heiit f: D — R, f(z) := lim, o fn(z) die Grenzfunktion der Folge (f,).
(2) Eine Funktionenreihe Y >, f,, heifit punktweise konvergent auf D, falls

Vx € D: (sy(z)) ist konvergent.

In diesem Fall heifit f : D — R, f(z) := > 7, fo(z) die Summenfunktion der Reihe
2 e Jo-
Beispiele: (1) f, : [0,1] = R, f,(z) = 2™ (n € N). Hier gilt:

fml)=1—=1(n—>o00), Vxel01): folr)=2"—=0(n— o).

Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise auf [0, 1] gegen die Grenzfunktion

£:00,1] =R, f(x):{ (1) “”:io’ll) .
(2) Sei
Zan(:c — )"

eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0,00] und D := (2o — R, ¢ + R). Fiir
n € Ny sei f, : D — R definiert durch f,(x) = a,(x — z¢)". Nach konvergiert die
Funktionenreihe Y >° . f, auf D punktweise gegen die Summenfunktion

fiD=R, f@) =) fuz) =) a(x— )"
n=0 n=0
Beachte: Punktweise Konvergenz von (f,) auf D gegen f bedeutet:
Ve € D Ve >0 3Ing =ng(x,e) e NVn >ng: |fulz) — f(z)] <e.
Definition:

Die Funktionenfolge [Funktionenreihe] (f,,) [>° 7, fn] konvergiert auf D gleichmdf$ig gegen
f:D—-R &

Ve >03dng=no(e) ENVRn>noVe e D: |fu(x)— f(x)| <e
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Ve > 03Ny = No(e) e NVN > Ny Ve € D : |sy(x) — f(z)] < €]

Bemerkung: Aus gleichméfliger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz aber nicht
umgekehrt.

Beispiele: (1) Die Funktionenfolge (f,,) mit f,(x) = 2™ (x € [0, 1]) konvergiert auf [0, 1]
nicht gleichméfig gegen ihre Grenzfunktion f: Andernfalls existiert zu e = 1/3 ein ng € N
mit

1
Vn >ng Vo €[0,1]: 2" — f(x)] < 3

Sei n > ng und = 1//2 € [0,1). Dann gilt f(z) = 0, also

"~ @) =5 < 5.

ein Widerspruch.
(2) Sei D = (—1,1). Die Funktionenreihe )" >° " konvergiert auf D punktweise gegen
f:D—R, f(r)=1/(1—z), aber nicht gleichmé&fig: Hier ist

N+1

1—2
Zx T 1—gz

Annahme: Es liegt gleichmaflige Konvergenz vor. Dann existiert zu € = 1 ein Ny € N mit

|I|N+1

VN > Ny Vx € (—1,1) : |sy(x) — f(z)| = ——

< 1.
11—z

Sei N > Nj fest. Es gilt
|JZ|N+1
: — OO (33' — 1—),
ein Widerspruch.
Wie zeigt man gleichmaflige Konvergenz?
(a) Ist (cv,) eine Nullfolge und gilt

ImeNVn>mVee D: |fulx) — f(z)| < an,

so ist (f,) auf D gleichméflig konvergent gegen f.
(b) (Kriterium von Weierstral): Ist (¢,) eine Folge in [0, 00) mit > >~ ¢, < co und gilt

dmeNVn>mVeeD: |f.(x)] < ey,

so gilt:
(1) o0, falz) ist fiir jedes z € D absolut konvergent, und
(ii) >°>°, fn konvergiert auf D gleichméBig gegen f: D — R, f(z) :=> 7 fu(x).
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Beweis. (a) Sei ¢ > 0. Dann existiert ein ng > m mit a,, < € (n > ny), also
Vn>no Ve e D: |fulx) — f(z)| < a, <e.
(b) (i) folgt aus[7.4] (ii) Fir sy = f1 +--- + fy gilt fiir alle N > m und = € D:

|sn () Z ful@)] < Z Ch = TN

n=N+1 n=N-+1

Nach [7.2(2) gilt 7x — 0 und die Behauptung folgt aus (a). O

Satz: Es sei )~ a,(x — xo)" eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0, oo],
D = (xy — R,xzo + R) und

Zanx—xg (x € D).

n=0

Weiter sei 0 < r < R. Dann konvergiert sie Potenzreihe auf [zo — 7,z + 7] gleichméBig
gegen f.

Beweis. Fiir n € Ny sei f,(x) := a,(x — x0)" (x € [xg — 7,20 + 1]). Es gilt
(@) < lan|r™ =:c0 (n €Ny, @ € [wg — 7,20 +7]).

Wegen 0 < r < Rist >~ ¢, konvergent und die Behauptung folgt aus dem Kriterium
von Weierstrafl. [

Wir zeigen nun, dass Stetigkeit bei gleichmafliger Konvergenz erhalten bleibt.

Satz: Es sei ) # D C R und (f,,)nen eine Folge in C(D), die auf D gleichméBig gegen eine
Funktion f : D — R konvergiere. Dann ist f € C(D).

Beweis. Sei xqg € D und € > 0. Fiir jedes € D und n € N ist dann

[f(2) = fxo)| < [f(@) = ful@)] + [fal2) = fulzo) + [fnlzo) = [ (o).

Zunéchst finden wir m € N so, dass fir alle € D gilt: |f,.(z) — f(z)| < €/3. Da f,
in xy stetig ist, finden wir ein & > 0 so, dass fiir alle x € D mit |x — x| < ¢ gilt:
| fm(z) — fin(z0)| < /3. Fiir jedes x € D mit |x — zo| < § folgt dann:

[f (@) = fwo)| < [f(2) = frnl@)| + [fm(2) = fim(@0)| + [fm(20) — f(20)] <,

womit Stetigkeit von f in x( gezeigt ist. [
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Beispiele: (1) Die Funktionenreihe »_>° % konvergiert gleichméBig auf R (wegen (b)

n=1
mit ¢, = =) und die Summenfunktion

f) =3 0D (o )

ist stetig (da alle Funktionen z +— cos(nz)/n? stetig sind).

(2) Bekannt: Die durch f,(z) := 2" (z € [0,1]) definierte Funktionenfolge konvergiert
auf [0, 1] punktweise aber nicht gleichméflig gegen ihre Grenzfunktion f. Zum Nachweis,
dass (f,) nicht gleichméBig konvergiert kann am auch obigen Satz benutzen: Es gilt f, €
C([0,1]) (n € N) aber f ¢ C([0,1]).

Aus obigem Satz folgt nun auch (die Stetigkeit von Potenzreihen): Es sei

oo
Z an(x — x0)"
n=0

eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R € (0,00], D := (xy — R, zo + R) und

f:D—=R, f(z):= Zan(x — x)".

n=0

Sei x € D. Wahle ein r € (0, R) mit x € (xo—r, zo+7r). Da die Potenzreihe auf [zg—r, xo+7]
gleichméBig konvergiert und alle Funktionen x +— a, (x —x¢)™ auf [zo—1r, 20+ 1| stetig sind,
ist auch f stetig auf [xq —r, zo +r], also stetig in x. Da x € D beliebig war folgt f € C(D).

9.10. Zwischenwertsatz (ZWS): Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R stetig. Es
sei yo zwischen f(a) und f(b), d.h.

min{ f(a), f(0)} < yo < max{f(a), f(b)}.

Dann existiert ein zg € [a, b] mit f(xo) = yo.

Beweis. O.B.d.A. sei f(a) < f(b), also yo € [f(a), f(b)] (andernfalls betrachte —f und
—yo). Wir konstruieren rekursiv eine Intervallschachtelung (7,,)0, mit I,, = [a,,b,] so,
dass b, —a, = (b—a)/2" und yo € [f(an), f(by)]. Sei Iy := [a, b], also ag := a, by := b. Ist

I, = [an, by] definiert, so sei ¢, = 2t und

I — [a’nv Cn]a falls f(Cn) > Yo
LT [en, ba), falls flen) <yo

Setze

To = lim a,, = lim b,.
n—oo n—oo
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Da f stetig ist, folgt
f(xo) = nh_{go flan) = lim f(b,)

n—0o0

und wegen yo € [f(an), f(b,)] (n € N) dann auch

Folgerung: Ist [ ein Intervall und f : I — R stetig, so ist f(I) ein Intervall.

Bemerkung: Eine Teilmenge () # J C R ist genau dann ein Intervall, wenn fiir alle ¢,d € J
mit ¢ < d gilt: [¢,d] C J.

Beweis der Folgerung. Seien ¢,d € f(I) mit ¢ < d. Sei yo € [¢,d]. Wir finden a,b € I mit
f(a) = cund f(b) = d. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein zy zwischen a und b mit
f(zo) = yo. Somit ist yo € f(I), und [c,d] C f(I) ist gezeigt. O

Beispiele:

(1) Es gilt J := exp(R) = (0, 00). Nach [7.10[(4) ist exp(x) > 0 (z € R), also gilt J C (0, c0).
Nach der Folgerung ist J ein Intervall und nach [7.10|(6) ist sup J = oo, inf J = 0. Folglich
ist (0,00) C J.

(2) Ist p € R[X] ein Polynom von ungeradem Grad m, so gilt p(R) = R.

Beweis. O.B.d.A. sei p normiert. Wegen des ZWSes reicht es zu zeigen, dass p(z) — oo
(x — o0) und dass p(z) — —oo (z — —o0). Dies ist klar fiir m = 1. Sei also m > 3 und
p(x) =2+ ap 2™+ aw+ag. Fiur x > 1+ |ap 1| + |am_o| + ... + |a1| + |ao| gilt
dann

p(z) > 2" —|am_1]|T™ ! = |amo]™ % — ... = |ai|z — |ag
> 2™ — a1 |2 = Jama ™ — = a2 — Jagz™ !
> 2" (@ = (Jam-1| + |am—o| +. . +]as] + |aol))
>1
> 2™t 5 o0 (17— 00).
Die Aussage p(x) — —oo (z — —00) zeigt man &hnlich. O

9.11. Monotone Funktionen und Stetigkeit: Es sei ) # D C R und f : D — R eine
Funktion. f heifit (monoton) wachsend [bzw. (monoton) fallend], falls fir alle z1,z9 € D
gilt:

11 S 3y = f(21) < fx2) [bzw. f(z1) = f(z2)].
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f heifit streng (monoton) wachsend [bzw. streng (monoton) fallend], falls fiir alle x1, x5 € D
gilt:

11 < Ty = fz1) < fz2) [bzw. f(z1) > f(z2)].
f heifit monoton, falls f monoton wachsend oder monoton fallend ist, und f heifit streng
monoton, falls f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Beispiele: (1) Nach [7.10(5) ist exp : R — R streng monoton wachsend.
(2) Die Funktion R — R, x + x? ist nicht monoton.
(3) Die Funktion
1, >0
f:R =R, xr—>{ 0. <0

ist monoton wachsend, aber nicht streng monoton wachsend.

Satz: Sei / C R ein Intervall und f : I — R streng monoton wachsend [bzw. fallend).

(a) Dann ist f injektiv, also f : I — f(I) bijektiv, und die Umkehrfunktion f=1: f(I) — R
ist ebenfalls streng monoton wachsend [bzw. fallend].

(b) Ist f zusétzlich stetig, so ist f(I) ein Intervall und f~!: f(I) — R ist stetig.

Beweis. (a) Injektivitdt von f ist klar. Ist f z.B. streng monoton wachsend, so erhalten
wir (durch Kontraposition):

Yy, y2 € f(I) 2 g <yo = [ (1) < FH1).
Da f~! injektiv ist, ist somit f~! streng monoton wachsend.

(b) Wir verwenden zum Nachweis der Stetigkeit von f~': Sei yo = f(xo) € f(I) und
(yn) = (f(x,)) eine monotone Folge in f(I) mit y,, — yo. Nach (a) ist dann auch (z,) eine
monotone Folge, die durch x; und x(y beschrankt ist, und somit gegen ein a € I konvergiert.
Da f stetig ist, folgt v, = f(x,) — f(a). Somit ist f(a) = yo = f(xg). Es folgt a = z,
und damit
7 yn) = 20 — 20 = [ (40)-
O]

Beispiel: Ist D C R kein Intervall und f € C'(D) streng monoton, so kann es vorkommen,
dass f~': f(D) — R nicht auf f(D) stetig ist: Betrachte f : [0,1] U (2,3] = R, f(z) =z
(x €[0,1]), f(z) =2 —1 (z € (2,3]). Ubung: f~:[0,2] — R ist in 1 unstetig.

9.12. Der Logarithmus: Nach gilt exp(R) = (0,00). Die Abbildung exp : R —
(0, 00) ist bijektiv und stetig.

Definition: Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp : R — (0,00) heifit
(natiirlicher) Logarithmus log := In : (0,00) — R, d.h. also logz := exp~!(z) (z € (0,0)).

Somit ist
log(exp(z)) =z (r € R), exp(logy) =y (y € (0,00)).
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Eigenschaften des Logarithmus: log ist streng monoton wachsend und stetig. Es gilt
log((0,00)) = R, log(1) = 0 und log(e) = 1, sowie

logz — 00 (¥ = ), logx — —oc0 (z — 0+).

Fir alle z,y > 0 gilt
log(zy) =logx + logy und log(z/y) =logx — logy.
Es gilt namlich

exp(logz +1logy) = exp(logz)exp(logy) = zy = exp(log(zy)),
exp(logz —logy) = exp(logz)exp(—logy) = zexp(logy)™" = z/y = exp(log(z/y)).

9.13. Die allgemeine Potenz: Wir definieren fiir a > 0 die allgemeine Potenz:
Ve € R: a® :=exp(xzloga).
Weiter setzen wir 0% := 0 (z > 0) (Erinnerung: 0° := 1).

Bemerkung: Nach stimmt dies fiir € Z mit der bisherigen Definition (von ganz-
zahligen Potenzen) iiberein. Aus|7.10(9) folgt:

a'/" = exp —log = {/exp(log(a (n € N).

Fiir a = e erhalten wir e* = exp(x) wie in [7.10f. Wir schreiben in Zukunft oft e” statt
exp(z).

Eigenschaften: Fiir a,b > 0, z,y € R gilt:

1) a® > 0;

2) die Funktion = — a” ist auf R stetig (wegen 9.

3) at Y — elzty)loga _ prlogagyloga _ Ty
) a=® = e~vlosa = (erlogay—l — (g7)~1 = 1 /47,

5) log(a*) = log(e* %) = zloga;

6) (a¥)” = elosla’) ©) ryloga _ a™, insbesondere /a? = (/a)? = a?/? (p € Z,q € N).
) ab) — e log(ab) 9.12 erlogagzlogh _ qzpr.
) a¥ = a); ia. ist @ # (ab)®.

Der allgemeine Logarithmus: Sei a > 1. Dann ist die Funktion R — (0, 00), x — a”,
streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.
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Die Umkehrfunktion log, : (0,00) — R heifit Logarithmus zur Basis a. Es ist also
log,(a”) =z (x €R), a*¥ =y (y € (0,00)),

und es gilt

log, y = (y € (0,00)),

logy
loga
denn

log y logy
Qloga — exp(
loga

loga) = exp(logy) =y (y € (0,00)).

9.14. Abgeschlossene und kompakte Mengen: Es sei D C R.
Definition: D heifit abgeschlossen, wenn fiir jede Folge (z,,) in D mit x,, — 2o € R gilt:
T € D.

Beispiele: (1) Folgende Mengen sind abgeschlossen (a,b € R, a < b):
R, 0, [a,b], (—o0,al, [a,00), {1/n:n € N}U{0}.
(2) Folgende Mengen sind nicht abgeschlossen (a,b € R, a < b):
(a,b), (a,b], [a,b), (a,), (—c0,a), {1/n:n e N}.

Bemerkung: D ist abgeschlossen genau dann, wenn jeder Haufungspunkt von D zu D
gehort.

Satz: Ist ) # D C R abgeschlossen und nach oben [bzw. nach unten] beschrankt, so gilt
supD € D [bzw. inf D € D].

Beweis. Sei v := sup D. Es ist v € R. Nach [4.6] finden wir zu jedem n € N ein x,, € D mit
v — % < x, < 7. Dann gilt z,, — v, also v € D, da D abgeschlossen ist. O

Definition: D heifit kompakt, wenn jede Folge (z,,) in D eine konvergente Teilfolge (2xx))
hat, mit

lim zy,) € D.

n—oo

Satz: Es gilt: D ist kompakt < D ist abgeschlossen und beschrankt.

Beweis. “<": Da D beschrénkt ist, hat eine Folge in D nach Bolzano-Weierstrafl (siehe
eine Teilfolge, die in R konvergiert. Da D abgeschlossen ist, liegt deren Grenzwert in
D.

“=": Sei (x,) eine Folge in D, die gegen xy € R konvergiert. Diese hat eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwert in D. Jede Teilfolge konvergiert gegen . Also gilt o € D. Damit
ist D abgeschlossen. Ware D nicht beschrinkt, so konnten wir eine Folge (x,,) in D finden
mit |z,| — oo. Diese hétte keine konvergente Teilfolge. O
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9.15. Satz: Sei ) # D C R kompakt, sowie f : D — R eine stetige Funktion. Dann ist
f(D) kompakt, und es gibt x1, 29 € D mit

Ve eD: f(z) < f(z) < f(x2)
(d.h. “f nimmt auf D Maximum und Minimum an”).

Beweis. Sei (yn,) = (f(x,)) eine Folge in f(D). Dann ist (z,) eine Folge in D, und wir
finden ein zyp € D und eine Teilfolge (2x(,)) von (x,) mit x4y — 0. Da f stetig ist, folgt
Ykn) = [(@rmy) = f(xo) € f(D). Somit ist f(D) kompakt. Die zweite Aussage folgt aus
den Satzen in [0.14 O

Folgerung: Sind a,b € R mit a < b und ist f : [a,b] — R stetig, so gibt es ¢,d € R mit
¢ < dund f([a,b]) = [c,d].

Beweis. Nach ist f([a,b]) ein Intervall. Da [a, b] kompakt ist existieren
¢ :=min f([a,b]), d:=max f([a,d]).

Also gilt f([a,b]) = [e,d]. O
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10 Trigonometrische und Hyperbel-Funktionen

10.1. Die Zahl 7: Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung: Nach gilt

sinz = Z(—l)”% (z € R).

n=0

Fir z € (0,2) und n € N ist

l’2n_1 x2n+1 _ Z‘Qn_l . :IZ‘2 - Z'Qn_l . ZIZ‘2 =0
2n—1)! (2n+1)!  (2n—1)! 2n(2n+1)) = (2n —1)! 6 ’

also 3 PER 9l 3
sinx:(w—g)—k(g—ﬁ)%—(g—ﬁ>+...>x—§>0.
Speziell: sinl > 1 — & = 2. Weiter gilt cos0 =1 > 0 und

cos2 = cos(l + 1) = cos®1 —sin® 1 = cos® 1 4 sin? 1 — 2sin? 1

25
=1-2sin”1<1-2-— <0,
sin®1 < %
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es mindestens ein zy € (0,2) mit coszy = 0.

Definition: Wir definieren 7 als das zweifache der kleinsten Nullstelle des Cosinus im
Intervall [0, 2], also

7 :=2inf{ze € [0,2] : cosxzyg = 0} = 2min{z, € [0,2] : coszg = 0}.

Damit gilt 7 € (0,4) und cos(z) > 0 (z € [0,7/2)). Wegen cos(7/2) = 0 ist

sin? = =1 — cos? & = 1, also |Sinz| =1,
2 2 2
und wegen sin(z) > 0 in (0, 2) folgt
in > —=1.
sin

Bemerkung: Tatséchlich gibt es nur eine Nullstelle des Cosinus im Intervall [0, 2].

10.2. Eigenschaften von Sinus und Cosinus: Aus den Additionstheoremen in
erhalten wir:

(1) sinm =0, cosm = —1;

(2) Vx € R: sin(x + 7) = —sinz, cos(z + m) = — cos x;
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= sinz, cos(z + 2w) = cosx (d.h. sin und cos sind 27w-periodisch).

N
<C
I3
m
7

.@,

B
&
+
N}

2

( ) = —sin(m — x), cos(m + ) = cos(m — x);
Vo € R:sin(§ + x) = sin(§ — ), cos(§ +x) = —cos(§ — x);
(r 4 7F) = cosw.

Hieraus konnen wir alle Nullstellen von sin und cos bestimmen:
(8) Firz e Rgilt: coszx =0« Ik €Z: v =kr+ 7.

(9) Firz e Rgilt: sine =0« 3k € Z: x =kn.

(10) Vk € Z : cos(km) = (—1)* und sin(kr + §) = (—1)*.
Schliefflich geben wir noch an:

(11) sin§ = cos § = */75

Auflerdem erinnern wir an:
(12) Fiir alle z € R gilt sin(—z) = —sinx und cos(—z) = cos x.

(13) Fiir alle z € R gilt sin(§ — ) = cosx.

10.3. Monotonie bei sin und cos: Es reicht, die Funktionen auf dem Intervall [0, 7]

zu betrachten. Dabei ist sinz > 0 fiir z € (0,5] und cosz > 0 fiir z € [0, 7). Es folgt
cosx = /1 —sin*z < 1= cos0 fiir x € (0, 7], und fiir z,h € (0, §] mit x + h € (0, 7] gilt
also
cos(x + h) = cosx cos h —sinxsin b, < cosx,
N

<1 >0
d.h. cos ist auf [0, 7] streng monoton fallend.

Folglich ist sin x auf [0, 5] streng monoton wachsend, wg. sinz = V1 — cos?>z (z € [0, 7]).

10.4. Arcussinus und Arcuscosinus: Wegen und [10.2{(6) ist cos : [0, 7] — [—1,1]
streng monoton fallend, nach ist diese Abbildung stetig und wegen [9.11]ist sie bijektiv.

Die Umkehrabbildung arccos : [—1,1] — [0, 7] heiBt Arcuscosinus.

Eigenschaften: arccos : [—1,1] — [0, 7] ist streng monoton fallend, stetig und bijektiv.
Es gilt arccos(—1) = m, arccos0 = 7, arccos 1 = 0.

Wegen und [10.2(12) ist sin : [~F, 5] — [~1, 1] streng monoton wachsend. Auch diese
Funktion ist stetig und bijektiv.

Die Umkehrfunktion arcsin : [~1,1] — [~7F, 5] heifit Arcussinus.
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Eigenschaften: Die Funktion arcsin : [~1,1] — [~7, 7] ist streng monoton wachsend,
stetig und bijektiv. Es gilt arcsin1 = 7, arcsin0 = 0 und arcsin(—x) = — arcsin z fiir alle
x € [-1,1].

Achtung! Wegen sind fiir jedes k € Z auch die Abbildungen
cos : lkm, (k+ 1)m| — [—1,1], sin : [k — g, km + g] — [-1,1]

streng monoton, stetig und bijektiv. Fiir £ # 0 sind ihre Umkehrabbildungen verschieden
von den eben definierten Funktionen arccos und arcsin!

10.5. Der Tangens: Die Funktion

sinx

tan:R\(g—l—wZ) — R, zm tanz:= oot

heiflt Tangens. (Beachte, dass die Menge 7 +7Z genau die Nullstellen des Cosinus enthélt. )
Eigenschaften: Es gilt tan(0 = 0, tan § = 1, sowie
Ve e R\ (g +7Z): tan(—z) = —tanx, tan(x + 7) = tanzx.

Somit ist der Tangens eine m-periodische Funktion.

Auflerdem ist tan auf (—7, ) streng monoton wachsend mit tanz — oo fiir # — §— und
tanz — —oo fiir v — —5+.

Folglich ist tan : (—%5,%5) — R streng monoton wachsend, stetig und bijektiv. Die
Umkehrfunktion arctan : R — (=7, 7) heifit Arcustangens.

Eigenschaften: Es gilt arctan(0 = 0, arctan1 = § und arctan(—z) = —arctanx (z € R),
sowie

m m
arctan r — 3 (x = o0), arctanz — —3 (x — —00).

Bemerkung: Sei k € Z. Man sieht leicht, dass die Umkehrabbildung von
T

T
tan : (km — =,k
an : (km 5 7r+2

) — R

gegeben ist durch z — k7 + arctan x.

10.6. Anwendung (Polarkoordinaten):
Vorbemerkung: Sei ¢t € R. Dann gilt

e =1 & cos(t) +isin(t)=1 & cos(t)=1Asin(t) =0 & 3k €Z:t=2kn.
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Satz: Jede komplexe Zahl z € C\ {0} besitzt eine Darstellung
z =7re"¥ mit r = |z| und ¢ € R,

wobei ¢ bis auf Addition von 2k7m mit £ € Z bestimmt ist. Insbesondere gibt es genau
einen Winkel ¢ € (—m, 7] mit z = re’?. Dieser heifit das Argument von z. Wir schreiben

arg z 1= .

Beweis. 1. Fall: Es sei Imz > 0. Wir setzen x + iy := z/|z| mit z,y € R; dann ist
2?2 +9? =1 und y > 0. Wir setzen ¢ := arccos z. Dann ist ¢ € [0, 7], und es gilt cosp = z
und sinp > 0. Wegen y? = 1 — (cos p)? = (sin)? und y > 0 folgt sin ¢ = y. Also ist

T+ iy = cosg +isin g, somit z = |z]e'’.

2. Fall: Es sei Im 2z < 0. Nach dem 1. Fall hat z eine Darstellung z = |z|e™*?, —p € [0, 7],
also z = |z]e" mit ¢ € (—, 0], denn p = —7 ist nicht moglich wegen Im z < 0.

Ist nun z = |z|e™ eine weitere Darstellung, so ist ¢/¥~%) = 1 und aus der Vorbemerkung
folgt v — ¢ = 2k fir ein k € Z. ]

Multiplikation komplexer Zahlen: Seien z = re?, w = se®¥ € C\ {0} mit p,v €
(—m, 7). Dann gilt
2w = rse’ @Y,

d.h. Multiplikation mit w dreht z um den Winkel ¢ = argw. Ist aber ¢ + 1 & (—m, 7],
so ist argz + argw # arg (zw). Als Beispiel betrachte man z = w = —1 4+ ¢ mit argz =
argw = ?jf und argz + argw = 37“ # —5 = arg(—2i) = arg(wz) oder w = z = —1 mit
argz = argw = w und argz + argw = 27 # 0 = arg 1 = arg (wz).

Wurzeln komplexer Zahlen: Sei z € C\ {0} und n € N mit n > 2. Dann gibt es genau
n verschiedene komplexe Zahlen wy, ws, ..., w, € C\ {0} mit w} =z (k=1,2,...,n), d.h.
es gibt genau n verschiedene n-te Wurzeln von z. Schreibe dazu z = re? mit » > 0 und
¢ € (—m, 7] und setze

Wiyl i = Weiwjh (k=0,1,...,n—1).

Diese Zahlen sind paarweise verschieden: Es seien j, k € {0,...,n — 1}, k > j. Ist

- p+2kT c 25T 2(k—j)m
Yretn o = re n ,alsoe o =1,

so existiert ein [ € Z mit

o — i
M = 2lm, also
n n

Somit ist ,
k—3J

n

n—1 1
n n

0<i= <2<

S|
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Wegen [ € Z folgt damit [ = 0, also k = j.

Weiter gilt w} = re'” = z und nach dem Fundamentalsatz der Algebrahat das Polynom
p(w) = w™ — z hochstens n verschiedene Nullstellen. Also gilt w™ — z = [[}_, (w — wy).

Beispiele: (1) n =2, z € C\ {0}: Die beiden Quadratwurzeln von z sind

wi = /[2[e8@/2 = 2] AIBEIN/2 — | [LIGAIE ()2 gim gy
7 =-1
Eine weitere Moglichkeit Quadratwurzeln zu bestimmen ist folgende: Ist z € (—o0, 0], so
sind wy o = £iy/—2z die Wurzeln von z.
Behauptung: Ist z € C\ (—o0, 0], so sind

— Z+ |z

|2+ |z]]

die Wurzeln von z.

Beweis. Es gilt:

(i\/—zﬂzl) DD 2

+ |2]| (z + 2=+ |2]) Z + |2
|z|z + 2Z |z| +Z
g = Z =
Z+ 2| Z+ |2|

Z.B. sind die Wurzeln von —3 + 4i:

—344i+5 2+ 4i
+/5 : — /51— (14 2%).
| — 3+ 4i + 5| V20 ( )

(2) n =3, z = 1: Die drei dritten Wurzeln von 1 sind

ZQJ Zﬂ ;27 J—
wy = 1, wy = €3, ws =e"3 =e '3 = Ws.

(3) n =4, z = 1: Die vier vierten Wurzeln von 1 sind
-1 _ iz . _ im R <
wr =1, wy=e€e¢2=1 wzg=e" =-1, wyg=¢€"2 =—1.

(4) n € N, z =1: Dann gilt w" — 1 = [[;_,(w — wy), also (mit w = 0):

H wy, = n+1

Die n-ten Wurzeln von 1 heiflen auch die n-ten Einheitswurzeln.
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10.7. Hyperbelfunktionen: Die Funktionen

1
cosh: R —- R, x> coshz:= 5(636 +e7),

1
sinh: R —- R, x> sinhz:= 5(6”3 —e )

heilen Cosinus hyperbolicus bzw. Sinus hyperbolicus.

Es gilt cosh0 = 1 und sinh 0 = 0, sowie
Ve € R: cosh(—z) = coshz, sinh(—z)= —sinhuz.
Auflerdem gilt

coshz — 0o, sinhz — oo fir z — oo

coshr — oo, sinhz — —occ fir x — —oo,

sowie
Vr € R: cosh?’z —sinh®z = 1.

Reihendarstellungen: Fir alle x € R gilt

0 x2n . o0 x2n+1
coshxzzo(zn)!, smhxzzom.

Folgerung: Die Funktionen
cosh: [0,00) = [1,00) und sinh:R — R
sind streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

Additionstheoreme: Fiir alle z,y € R gilt

cosh(z +y) = coshacoshy + sinhzsinhy,
sinh(x +y) = sinhx coshy + cosh xsinhy.

Definition: Die Funktion

sinh x et —e "
tanh : R - R, x+ tanhzx := = ,
coshz e*+4e

heifit Tangens hyperbolicus.

Es ist tanh(—z) = —tanhx (z € R) und tanh0 = 0. Auflerdem gilt tanhx — 1 (z — o0)
und tanhz — —1 (z — —00).

Die Funktion tanh : R — (—1,1) ist streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.
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10.8. Areafunktionen: Die Umkehrfunktionen von sinh : R — R, cosh : [0, 00) — [1, 00)
und tanh : R — (—1,1) heiBen Arsinh : R — R (Areasinus), Arcosh : [1,00) — [0, 00)
(Areacosinus) und Artanh : (—1,1) — R (Areatangens). Diese Funktionen sind jeweils
streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

10.9. Weitere Funktionen: Es gibt noch weitere Funktionen, auf die wir hier nicht naher
eingehen, z.B. cotx = 1/tanz, secx = 1/ cosz, sechx = 1/ cosh z etc.
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11 Differentialrechnung

In diesem Abschnitt sei I C R stets ein Intervall mit mindestens zwei Punkten.

11.1. Differenzierbarkeit: Sei f : I — R eine Funktion und z( € I.

Idee: Approximation von f “in der Ndhe von xy” durch eine Gerade (da Geraden leichter
zu behandeln sind):

f(@) — (o)

r — g

f(x) = f(wo) + (z = z0) = f(20) + az — 29).

Anschaulich sollte dafiir a die “Steigung” von f in z( sein.

Definition: f heifit in xy € I differenzierbar (db), falls der Limes
lim f(z) — f(2o)

T—x0 r — Xy

eR

existiert. Dieser Grenzwert heifit die Ableitung von f in xy. Bezeichnung: f'(z), %f(xo).

Die Funktion f heiflt auf I differenzierbar, falls f in jedem x € I differenzierbar ist. In
diesem Fall heiit f': I — R, z +— f'(x), die Ableitung von f auf I.

Bemerkung: Falls f in xq differenzierbar ist gilt

o F@) = flwo) . flwo +h) = flwo)
h

T—x0 xr — o h—0

Mit sieht man: lim,_,,, @)=t _ g gt aquivalent zu

T—x0

Ve>030 >0Vz el: |x—xo| <d=|f(x)— f(zo) — alz — x0)| < glx — xo].

Beispiele: (1) f: I - R, f(z) = c € R, ist auf [ differenzierbar mit f'(z) =0 (z € I).
(2) f:R—= R, f(z) = |z| ist in 2o = 0 nicht differenzierbar, denn fiir h # 0 ist

f(h) = 1(0) M:{ 1, h>0
h h -1, h<O0

Also existiert limy,_ ! (h);f © picht.

(3) I =R, n € N, f(x) = 2" f ist auf R differenzierbar mit f'(v¢) = na{ ' fiir jedes
xo € R: Fiir o # x( ist nach 4.11)(1)

ZE" . In n—1
0 — E x"_l_kxlg — na:g_l (x = xp).
T — X9 =0
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(4) exp, sin, cos, sinh, cosh sind auf R differenzierbar mit
exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ = —sin, sinh’ = cosh, cosh’ = sinh.

Fiir z,h € R mit h # 0 gilt ndmlich nach [7.10{(2) und 9.5}

eaerh — v eh -1
=" — e (h—0),
h h
—1

sowie nach [7.11)(4) (Additionstheoreme) und

sin(z +h) —sinx  sinxzcosh 4 coswsinh —sinx
h a h
cosh —1 sin h
= SiH.CET—i—COS.CE ;o T CosT (h — 0).
—_—— ~——
—0 —1

Die Beweise fiir cos, sinh und cosh sind analog. Spater werden wir sehen, dass Potenzreihen
stets differenzierbar sind.

Satz: Ist f: I — R in xy € I differenzierbar, so ist f in x stetig.

Beweis. Da I ein Intervall ist, ist zyp € I ein Haufungspunkt von I. Fur € I\ {zo} gilt

dann
f($)—f($o):W(x—xo)%f’(xo)-O:O (x — ),
d.h. lim, ., f(x) = f(z0). Also ist f in zq stetig. O

11.2. Ableitungsregeln: Seien f,g : I — R Funktionen, die in zy € I differenzierbar
sind, und «, 8 € R. Dann gilt:

(1) af + By ist differenzierbar in z und
(of + Bg)'(wo) = af'(x0) + By (wo)-
(2) fg ist differenzierbar in z und
(f9) (o) = f'(x0)g(0) + f(x0)g'(x0)  Produktregel.

(3) Ist g(xzo) # 0, so gibt es ein 6 > 0 mit g(z) # 0 fir alle x € I N Us(xy) =: J. Die
Funktion g - J — R ist in z( differenzierbar und

(i)/ (20) = J'(x0)g(x0) — f(20)g'(0)

g 9(x0)?

Quotientenregel.
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Bemerkung: (1) besagt, dass
V:={f:1— R: fist differenzierbar in z¢}

ein R-Vektorraum ist und dass die Abbildung V' — R, f +— f’(zo) linear ist.

Beweis. (1) ist klar wegen [6.3 bzw. [0.5]
(2) Fiir x € I\ {xo} gilt

r — 2o r — T r — T

Y

woraus fiir x — ¢ die Behauptung folgt (beachte, dass g(x) — g(x¢) fir x — zo, da g
nach in xq stetig ist).

(3) Wegen (2) reicht f = 1. Die Existenz von § erhalten wir aus[0.3) da g in z, stetig ist.
Beachte, dass J ein Intervall ist. Fir x € J \ {zo} ist

(z)—g(z0)
Vg(w) = 1/g(xe) _ “a g'(x0)
=— — — 5 (= @)
T — T g(@)g(xo) — g(x0)

Wieder beachte man g(z) — g(xo) (x — x). O
Beispiele: tan = 22 und tanh = 22 sind auf (—%, %) bzw. auf R differenzierbar, und es
gilt:

1

tan' = — = 1 +tan® auf (—z, E), tanh’ = 5 =1 —tanh® auf R.
cos? 272 cosh
Es ist namlich
tan’ — (%), _ sin’ cos — sin cos’ _ cos? + sin? _ 1 — 14 tan?.
Ccos cos? cos? cos?

Der Beweis fiir tanh ist analog.

11.3. Kettenregel: Sei f : I — R in x( € [ differenzierbar und J C R ein Intervall mit
f(I) € J.Seig:J — Rin yy := f(xo) differenzierbar. Dann ist go f : I — R in zg
differenzierbar und

(g0 f)(zo) = g'(f(x0)) - f'(x0)

(“a4ulere Ableitung mal innere Ableitung”).

Beweis. Wir setzen
9(y)—g(yo)

q:J—=R, q(y):_{ y—vo y#yO.
g9 W)  Y=1uo
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Dann gilt ¢(y) — ¢'(v0) (¥ = o), also auch q(f(z)) — ¢'(f(z0)) (x — x0), da f in xzg
stetig ist. AuBerdem gilt g(y) — g(vo) = q(y)(y — yo) fiir alle y € J, also

o) =g o) _ o) 1) = T o)

T — X T — X

= g (f(x0)) - f'(w0)  (x = o).

]

Beispiel: Sei a > 0 und h(z) = a® = e*18¢ (z € R). Setze g(y) = e¥ und f(x) = xloga.
Also ist h = g o f auf R differenzierbar und es gilt

B (z) = (a*) =g (zloga)f (x) =a"loga (z € R).
Beachte die unprézise aber tibliche Notation “(a”)".

11.4. Ableitung der Umkehrfunktion: Sei f : I — R stetig und streng monoton auf /.
Ist f in zy € I differenzierbar und f’(zo) # 0, so ist die Umkehrfunktion f=': f(I) - R
in yo := f(xg) differenzierbar und

Y (o) = — !

fwo) — P w0))
Beweis. Nach ist f(I) ein Intervall. Sei y € f(I)\ {yo} und z := f~(y). Dann gilt

') — (o) T — o 1
= - Y —Yo)
= F@— e Py YT
da wegen der Stetigkeit von f~! aus y — yo folgt x — z. ]

Beispiele: Die Funktionen log : (0,00) — R, arctan : R — (=7, 7), Arsinh : R — R,

Artanh : (—1,1) — R sind differenzierbar. Dabei ist log die Umkehrfunktion von exp und
exp’ = exp, also

11
log'y = =-— (y>0).

elOgy Y
Weiter gilt
arctan’(y) = ! (y €R), Arsinh’(y) = ! (y € R)
v = 135 WER) W= v
1
Artanh’(y) (y € (—1,1)).

1—y?
Die Funktionen arcsin : (—1,1) — (=3, %), arccos : (—1,1) — (0,7) und Arcosh :
(1,00) — (0,00) sind differenzierbar mit

arcsin’(y) = % (y € (=1,1)), alfC(f()S’(@/)z—;2 (y € (=1,1)),
—y L—y
Arcosh’(y) = # (y € (1,00)).
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Anwendung: Fiir o € R betrachten wir x — z* auf (0, 00). Es gilt:

/ / o
(ma> = (eo‘log“”) =87 . — =z ! (2 € (0,00)).

x
Ein wichtiger Grenzwert: Fiir jedes x € R gilt:

lim (1 + £>n =e”,
n

n—oo

Beweis. Fiir n > —x ist nlog(1 + ) definiert. Wir zeigen zuerst
x
nlog(l4+ —) =z (n — o0).
n

Das ist klar fiir z = 0. Fiir x # 0 gilt

. log(1+ %) . log(1+ %) . log(14+h) —logl
lim — ] ==X lim ——— =z lim
n—oo =

=zlog'(1) = z.

n— 00 = h—0 h
n

Wegen exp € C'(R) folgt

(1 + %)n = exp (nlog (1+ %)) — e’ (n— 00).

11.5. Lokale Extremstellen: Sei D C R mit D # (), g : D — R eine Funktion und
Xo € D.

Definition: (a) g hat in x ein lokales Mazimum [Minimum)|, falls es ein § > 0 gibt mit

Ve € DN Us(xg) : g(x) < g(xg) [9(z) > g(x0)],

d.h.
VeeD: |r—xf <d=glx) <glxo) [9(x) = g(xo)]-
Ein lokales Maximum/Minimum wird auch als relatives Maximum/Minimum bezeichnet.

Ein relatives oder lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

(b) ¢ hat in zq ein globales Mazimum [Minimum)|, falls

Ve e D:g(x) <glxo) [g(z) = g(wo)]-

Ein globales Extremum ist ein globales Maximum oder ein globales Minimum.
(c) Globale oder lokale Extrema heiflen strikt, wenn fir x # x( jeweils “<” bzw. “>” gilt.

(d) Ein Punkt 2o € D heifit innerer Punkte von D, falls es ein § > 0 mit Us(zo) C D gibt.
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Bemerkung: Ist D = [ ein Intervall, so ist g € I genau dann ein innerer Punkt von 7,
wenn xo & {sup [,inf '} gilt.

11.6. Satz: Die Funktion f : I — R habe in einem inneren Punkt zy von [ ein lokales
Extremum und sei in z differenzierbar. Dann gilt f’'(z() = 0.

Beweis: Wir nehmen an, dass f in x, ein lokales Maximum hat (sonst betrachte — f). Dann
existiert ein 6 > 0 mit Us(zo) C I und f(x) < f(zo) (z € Us(zy)). Also gilt

f(l')—f(%){ <0, z € (0,70 +9)

T — X 20, lL‘E(fL’O—(S,.I’O)
und damit
Fla) = { T L5550 <0
xo) = :
0 hmx—mo— f(:vgz;j‘;éxo) Z 0
Somit ist f'(xg) = 0. O

11.7. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (MWS): Es sei f : [a,b] — R stetig
und auf (a, b) differenzierbar. Dann gilt:

1) = f(a)

3 € (o) £1(9 =10

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall f(a) = f(b). Nach existieren x1, x9 € [a, b]

mit
flxr) < flo) < faz) (2 € [a, b]).
Somit hat f in x; ein globales Minimum und in x, ein globales Maximum.
Fall 1, z; € (a,b) oder x5 € (a,b): Nach[11.6]ist dann f’(z;) = 0 oder f'(x2) = 0.
Fall 2, x1, 29 € {a,b}: Dann ist f konstant und f’(x) = 0 fiir jedes = € (a, b).

Im allgemeinen Fall setzen wir

o(a) = )~ OO ) e o),
Dann ist g(a) = f(a) = g(b) und wir erhalten ein £ € (a,b) mit
0=y =rie - 1O
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11.8. Folgerungen: Sei [ C R ein Intervall und f,g: I — R auf I differenzierbar.
(1) f ist auf I konstant <= f’ = 0 auf I.
(2) Ist f" = ¢’ auf I, so gibt es ein ¢ € R mit f = g+ c auf I.

(3) Ist f* >0 [bzw. f' <0, f' >0, f' < 0] auf I, so ist f auf I monoton wachsend [bzw.
monoton fallend, streng monoton wachsend, streng monoton fallend].

Beweis. (1) “<”: Nach dem MWS ist f(y) = f(z) fiir alle z,y € I.
(2) Wende (1) auf f — g an.
(3) Ist f" > 0 auf I, so gilt fir z,y € I mit x < y:

fly) — flz
st e (o) LU pig >0
y—x
Es folgt f(y) > f(x). Die anderen Aussagen beweist man analog. O

Eine erste Differentialgleichung: Sei ¢« € R und f : R — R eine differenzierbare
Funktion mit

f'(@)=af(x) (z€R),
sowie 79 € R. Dann gilt f(x) = f(20)e®®™20) (z € R): Setzt man g(z) := f(x)e™* (z € R),
so ist g differenzierbar auf R mit ¢’ = 0 auf R, und somit

f(@)e™ = g(x) = g(xo) = fxo)e ™ (z €R).
Somit hat fiir feste xg, c € R das Anfangswertproblem
y(z) = ay(x), ylzo)=c
auf R genau eine Losung, gegeben durch y(x) = ce®®=20) (z € R).
11.9. Die Regeln von de I'Hospital: Es seien a € RU {—o0}, b € RU {oco} und
f,g9: (a,b) = R auf (a,b) differenzierbar mit ¢'(x) # 0 (z € (a,b)). Weiter sei ¢ = a oder

¢=>bund ,
lim f/ (z)
ze g' (1)

=LeRU{—o00,00}.

(a) Ist lim, . f(z) = lim, . g(x) = 0, so gilt
f(x)

m—)L (r = ¢).

(b) Ist lim,_,. g(z) = o0, so gilt



Beweis. Wir beweisen nur (a) mit ¢ = b € R: Setze f(b) = g(b) = 0. Dann sind f, g stetig
auf (a,b]. Nach dem MWS existiert zu jedem = € (a,b) ein n € (x,b) mit

9(z) = g(z) — g(b) = ¢'(n)(z — b) # 0.
Also ist g(z) # 0 (z € (a,b)).
Sei nun (z,) eine Folge in (a,b) mit z,, — b. Sei n € N. Betrachte
W) := g(z)f(zn) — f(2)g(zs) (2 € [2,0]).
Dann ist h(z,) = 0 = h(b). Nach dem MWS existiert &, € (z,,b) mit ~/(&,) = 0, d.h. mit
flan) _ f'(&)

g(za)  g'(&)
Die Behauptung folgt nun fiir n — oo. ]

Beispiele: (1) Fiir a,b > 0 gilt

.oat =0 . a®loga — b"logb
lim = lim = loga — logb.
r—0+ x r—0+ 1
(2) Es ist
lim 987 i YT
T—00 T T—r00
(3) Es ist
. | . log x . 1/x lim (—) = 0
1m = 11m = l1m = [im (— = 0.
w—>0+x 08T =0+ 1/x =0+ —1 /22 2-0+ v

(4) Aus (3) folgt mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion:

lim 2% = lim e*98% = 0 = 1.
z—0+ x—0+

Bemerkung: Hier ist es jeweils so, dass erst die Existenz des letzten Limes die Existenz
des ersten Limes garantiert (vgl. die Regeln oben).

(5) Vorsicht:

1 1
0— lim 287 4 i 1Ty
r—1+ €x x—1+ 1

Der folgende Satz kann in Anwendungen niitzlich sein.

11.10. Satz: Sei f : [a,b] — R eine Funktion und zy € (a,b). Weiter sei f auf (a,zo)
und (zg, b) differenzierbar. Existiert der Grenzwert a := lim,_,,, f'(z) € R und ist f in
stetig, so ist f in xq differenzierbar mit f'(zo) = o und f’ ist in zq stetig.
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Beweis. Fir z € (a,b) \ {zo} gilt nach dem Mittelwertsatz

fz) = flzo)

T — 2o

= ['(§(x))

fiir ein £(z) zwischen x und zy. Fiir x — xo hat man {(z) — z¢ und also f'({(z)) — «
nach Voraussetzung. O

11.11. Hohere Ableitungen: Sei I C R ein Intervall und f : I — R sei auf [ differen-
zierbar.

Definition: (a) f heifit in zq € I zweimal differenzierbar, falls f’ in xq differenzierbar ist.
Dann heifit

f"(@o) = (f')(x0)
die 2. Ableitung von f in x.

f heiit auf I zweimal differenzierbar, falls f" auf I differenzierbar ist. Dann heifit f” = (f’)
zweite Ableitung von f auf I.

Entsprechend definiert man im Falle der Existenz
f" (o), (o), fO(x0), ... bzw. [, fO, fO

(b) Sei n € N. f heifit auf I n-mal stetig differenzierbar, falls f auf I n-mal differenzierbar
ist und f™ € C(I) ist. Dafiir schreiben wir f € C™(I). Fiir n = 0 ist f© := f und
CO(I) := C(I). Wir setzen

(1) := () c"(]),

n€ENg

d.h. f € C®(I) wenn f auf I beliebig oft differenzierbar ist.

Beispiele: (1) Es gilt exp € C*°(R). Hier ist exp™ = exp (n € Ny).
(2) Es gilt sin, cos € C*°(R). Hier ist

sin’ = cos, sin” = cos’ = —sin, sin” = —sin’ = — cos, sin® = — cos’ = sin, etc..

Genauso sind sinh, cosh € C*(R).

(3) Die Funktion f(z) = 1L ist auf I = (—o0,1) bzw. auf I = (1, 00) beliebig oft differen-

zierbar mit
n!

M(z)= ———— (n 0)-
FO@) = g (€ )

(4) Jedes Polynom ist beliebig oft differenzierbar auf R.
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(5) Die Funktion f: R — R,

[ a?sin(1/z), z#0
/(@) '_{ 0, r=0

ist auf R differenzierbar: Es gilt
f'(x) =2xsin(1/x) —cos(1/x) (x #0).

Weiter ist

‘W\ = [z|[sin(1/z)| < |z] =0 (z = 0),

also ist f in 0 differenzierbar und f’(0) = 0. Man beachte, dass der Limes lim, o f'(z)
nicht existiert: Z.B. fir (z,) := (=) gilt 2, — 0 und

f(z,) = 712—% sin(nm) — cos(nw) = (—=1)"*"  (n € N).

Damit ist f’ in 0 nicht stetig, also f ¢ C'(R).
(6) Fiir die Funktion f: R — R,

eV x>0

gilt f € C*(R): Es ist klar, dass f auf (—o0,0) und auf (0, c0) beliebig oft differenzierbar
ist. Fir jedes n € N gilt:

1\ ,—1/z
() (o pa(3)e , >0
) ={ a2l

wobei p,, ein Polynom ist (fiir n = 1 ist pi(s) = s* und also pi(2) = -5, die allgemeine
Aussage zeigt man durch Induktion nach n: Ist p, gefunden mit ™ (z) = p,(1/z)e” /"
fiir x > 0, so ist

Fr (@) = pl(1/2) - (=2~ 2)e Ve 4 pa(L/w)e a7 (2> 0),

also pny1(s) = —spl(s) + s*p,(s). Wir wenden den Satz[11.10| wiederholt auf f, f', f”, ...
an: Fiir jedes n € N gilt (vgl. Bsp.(2) in[9.5):

1
m ™ (z) = i <_) 1z _ — =
B S = A () e = A (seT =0

Wir erhalten so, dass f, f/, f”,... auf R differenzierbar sind, mit

Vn e Ny: f™(0)=0.
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11.12. Satz von Taylor: Sei n € Ny und f : I — R sei n + 1-mal auf I differenzierbar.
Seien z,xg € I mit z # xy. Dann gibt es ein £ zwischen x und zy mit

! (n) (n+1)
n f(n+1)(§) .
- Z kl - o)l“r\—(nJr D (2 — o) +1,
n-tes Taylorpolynom Restglied

Bemerkung: Fiir n = 0 ist das der Mittelwertsatz, den wir auch im Beweis verwenden.

Definition: Fir n € Ny schreiben wir

To(f;20)()

fiir das n-te Taylorpolynom, und

Roy1(fi20)(2) == f(x) — To(f; 20)(2)

fiir das n-te Restglied von f bei Entwicklung um x,.

Beweis des Satzes. O.B.d.A. sei 2o = 0 und = > 0. Wir wahlen ¢ € R so, dass gilt

B n f(k)(o) . anrl
)_; no Ty

und definieren g : [0, 2] — R durch

k C(f_y)nﬂ
(n+1)!

Dann haben wir g(z) = 0 = g(0). Nach Voraussetzung ist ¢ in [0, 2| differenzierbar. Nach
dem MWS existiert ein £ € (0, 2) mit ¢'({) = 0. Wegen (nachrechnen!)

g 0) = (e~ 1) T (e fo.a)

folgt dann ¢ = f1(¢). O

Bemerkung: Falls f € C*(I), so ist f um xy in eine auf I konvergente Potenzreihe
entwickelbar, falls fiir jedes x € I gilt:

T(f;x0)(x) = f(z)  (n— o0).
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Gleichbedeutend damit ist R,+1(f;x)(z) = 0 (n — o0) (z € I).

Beispiel: Wir betrachten f : (—o00,1) — R, f(z) := log(l — x) und xy = 0. Hier ist
f'(z) = —1= und also nach [11.113)

P90 =~ T FH0) =~k 1)t (ke ),

Wir erhalten somit fiir jedes n € N und = < 1:

1 xn—&-l

Q=& int 1

T(f0)@) = =Y 7 Run(f:0)(x) = -

Da ¢ zwischen 0 und x liegt, erhalten wir

T T 1
< <1 - <
0<1_5_1_$_ (@ € (0,3]), 0_‘

1fJ:1@gsmﬂs1@ep4nn
Also gilt R, 1(f;0)(z) = 0 (n = o0) (z € [—1, %]), und damit

’ 2
k

(x € [-1,3)).

T
log(1—2z) =— - 5

NE

i

1

Tatséchlich gilt dies auch fiir z € (1/2,1) (vgl. [L1.14] unten). Wir notieren als Spezialfall
(= -1)

i (_1)k:+1
Z = log 2.
k=1 k

Warnung: Nicht jede Funktion f € C°°(I) ist durch ihre Taylorreihe darstellbar!
Beispiel: Wir betrachten,

e /T x>0
FRoR f@={ 0" 120

und 79 = 0. Es gilt (™ (0) =0 (n € Ny), also T,(f;0)(z) = 0 (n € Np,z € R). Fiir kein
x > 0 gilt somit T,,(f;0)(z) — f(z).

11.13. Lokale Extrema: Sein > 2, I C R ein Intervall, f € C"(I) und xy € I ein innerer
Punkt von 1. Weiter sei

f'(wo) = f"(x0) = ... = f" D (wo) =0 und [ (x0) # 0.

(a) Ist n gerade und f™(z¢) > 0 [bzw. f™(x) < 0], so hat f in zy ein striktes lokales
Minimum [bzw. Maximum].

(b) Ist n ungerade, so hat f in z( kein lokales Extremum.
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Bemerkung: In Anwendungen ist meist n = 2 (vgl. Schule). Ist f'(x¢) = 0, so gilt:

fir f”(zo) > 0 hat f in x ein striktes lokales Minimum,
fir f”(zo) <0 hat f in x, ein striktes lokales Maximum,

fir f”(zo) = 0 erhélt man keine Entscheidung.

Beweis. Bs gilt f™ € C(I) mit "™ (z0) # 0. Somit existiert ein § > 0 mit
FME)fM (o) > 0 fiir alle £ € Uy(x) C 1.

Nach dem Satz von Taylor und der Voraussetzung gibt es fiir jedes x € Us(zo) ein § € Us(xo)

mit
(n)
F(@) = Tos (Fra0)) + Rul fr20)(@) = flao) + L

Nun betrachte man das Vorzeichen des Restgliedes. O

Fiir die Suche nach globalen Extremstellen ist folgende Situation besonders geeignet:

Konvexe und konkave Funktionen: f : [ — R heifit konvezr [konkav], wenn gilt:
(6) VayelVAe(0,1): f((1—No+y) < [2](1— N (@) + (),

d.h. wenn die Funktion auf jedem Teilintervall [z,y] unterhalb [oberhalb] der Geraden
durch (z, f(x)) und (y, f(y)) liegt. Ohne Beweis: Ist f € C?*(I), so ist dies dquivalent zu
f">0auf I [f" <0 auf I].

Satz: Es sei f € C*(I) mit f” > 0 auf I [bzw. mit f” < 0 auf I]. Ist zy € I mit f'(z9) = 0,
so hat f in zy ein globales Minimum [bzw. ein globales Maximum)].

Beweis. Wir betrachten den Fall f” > 0 auf I. Dann ist f’ auf I nach monoton
wachsend, also f’ < 0 links von zy und f’ > 0 rechts von xy. Wieder nach ist also
f monoton fallend links von z; und monoton wachsend rechts von x,. Wir erhalten so

f(x) = f(xo) (x € ). H
Beispiele: (1) Es sei p > 1, @ > 0. Bestimme das Maximum von
(0,00 R, f(z) = oz —2/p

Fur x > 0 ist
flla)=a—a?"" f'(x)=—(p—1)a"? <0.

Also ist f konkav. Es gilt f'(zo) = 0 < 9 = o/®=V. Also hat f in zy ein globales
Maximum. Der Funktionswert an dieser Stelle ist f(a/®~Y) = (1 — %)ap/(p_l) > (. Dies
ist das gesuchte Maximum.

(2) f:R—=R, f(z) =e*—xist in C®°(R) mit f'(x) =e”—1, f’(x) = e” > 0. Die Funktion
f ist konvex und hat bei der einzigen Nullstelle zo = 0 von f’ ein globales Minimum.

97



11.14. Ableitung von Potenzreihen: Sei )" " a,(x — zo)" eine reelle Potenzreihe mit
Konvergenzradius R € (0,00], I := (g — R, 20 + R) und

o0

f:I—=R z— f(z Zanx—:vo

n=0

Dann ist f auf I differenzierbar, und fiir jedes x € I gilt
= Z na,(xr — x9)" .
n=1

Da die Potenzreihe auf jedem Intervall [xg — 7,29 + 7], 0 < r < R gleichméBig konvergiert
(vgl. folgt dies aus dem allgemeineren

Satz: Sei (f,) eine Folge differenzierbarer Funktionen f, : I — R, die auf einem Intervall
I punktweise gegen die Funktion f : I — R konvergiert. Die Folge (f/,) der Ableitungen
konvergiere auf I gleichmafig gegen eine Funktion g und g sei stetig in xg € I. Dann ist f
in zq differenzierbar und f’(z¢) = g(xo).

Beweis. Nach dem MWS gilt fir z € I\ {0} und n € N:
fa(@) = fu(@o)

r — 2o

= g(w0) = [,,(&a(@)) = 9(&a()) + 9(&a(@)) — g(0),

fir ein &, (x) zwischen x und (. Zu € > 0 existiert ein ny € N so, dass

€
Vn>noVzel: |fl(x)—g(z)| < 3
Da g in xg stetig ist, existiert ein 6 > 0 so, dass

Veel: |t—z| <0 = |g(x)—g(:x0)|<g.

Fir z € I mit |z — zo| < 6 und n > ny gilt wegen |£,,(z) — 2| < § nun

P =D))< 12060(0) — g(Eate)] + lo(6n(e)) — glan)] < 5 + 5 =

T — Xg 2

Fir n — oo erhalten wir

f(@) = f(xo)

Veel: |[x—x9| < =
T — Zo

—g(zo)| <e.
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Folgerung: Sei (f,) ein Funktionenfolge in C*([a, b]), die punktweise gegen eine Funktion
f i [a,b] = R konvergiert und deren Ableitungen (f/) gleichméfiig gegen eine Funktion
g : |a,b] = R konvergieren. Dann ist f € C'([a,b]) und f’ = g auf [a, b].

Bemerkung: Man kann also Potenzreihen im Inneren des Konvergenzintervalls gliedweise
differenzieren. Da f’ wieder durch eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R gegeben ist,
kann man diese Aussage wiederholt anwenden und erhélt damit: f € C°°([) und fiir alle

k € N gilt:
=Y nn—-1)n=2)...-(n—(k—1)an(z —z0)" " (x€l).

Fur x = z( erhélt man
O () =k(k—1)(k—=2) ... - (k—(k—1))a = klay.

Somit gilt

und wir erhalten die Darstellung

. F) (2
:Zf n(! )(x—:xo)" (xel),

n=0

so dass die Potenzreihe die Taylorreihe der dargestellten Funktion ist.

Beispiel: Fiir x € (—1,1) gilt

arctan’(z) = L _ T ! = Z(—xz)k = Z(—l)kx%.

1+ 22

Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist 1. Der Konvergenzradius der Potenzreihe
2k+1 .
S0 (—1)FZ= st ebenfalls 1. Setzt man

2k+1
]

k:O

so ist g nach [11.14] auf (—1, 1) differenzierbar, und es gilt

2k+1

(LU € (_17 1))7

g (z) = Z(—l)%% = arctan’(z) (z € (—1,1)).

Wegen arctan(0) = 0 = ¢(0) ist also




Wir stellen fest, dass die Arcustangens-Reihe auch noch fiir # = £1 konvergiert (Leibnizkri-
terium), und wiirden gerne x = 1 einsetzen. Das geht nach dem Abelschen Grenzwertsatz
(siehe und wir erhalten

o0 -1 k.2k+1
T —arctan1 = lim arctan(x) = lim 1)t
rz—1— z—1— o 2k +1

_i":(—nk_l 1 1 1.
C&~2%k+1 0 3 5 T T

Eine ahnliche Argumentation zeigt

log(1 — z) = Z— (—1,1).

Da diese Reihe auch fiir z = —1 konvergiert, erhalten wir aus dem Abelschen Grenzwertsatz
e (_1)n+1
log2 = e

11.15. Identitatssatz fiir Potenzreihen: Sei r > 0 und I := (xg — r,xg + r). Seien
f,g: 1 — R gegeben durch

[e.9]

f(x)::Zan(x—xo : Zb x —xo)",

n=0

wobei beide Potenzreihen auf I konvergieren. Gilt f = g auf I, so folgt mit

() g (o)
YneNy: a, = o == = b,.

Bemerkung: Die Voraussetzung lasst sich sehr abschwachen. Gibt es z.B. eine streng
monotone Folge (2,,)men in I mit z,, — zo flr m — oo und f(x,,) = g(z,) (m € N).
Dann gilt a, = b, (n € Ny) (ohne Beweis).

Beispiel: Wir wollen ein Intervall 7 mit 0 € I und eine differenzierbare Funktiony : I — R
bestimmen mit y'(x) = xy(z) (x € I) und y(0) = 1. Wir machen einen Potenzreihenansatz

=> a,a" (v€l=(-RR)),
n=0
wobei R der Konvergenzradius der Potenzreihe sei. Wegen y(0) = 1 ist ag = 1. Ist R > 0,

so ist nach [[1.14} .
= Znanxn_l (x €I).
n=1
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Auflerdem ist

xy(x) = Z apr" T = Z an_ox™ ! (z€).
n=0 n=2
Durch Koeffizientenvergleich (d.h. nach (11.15)) folgt

a; =0, an:an_2 (n>2).

n
Durch Induktion erhalt man hieraus 0 = a; = a3 = a5 = ay = ... und
1
A2k = Sy (k € Np)
Wir erhalten o o - )
ya) =3 o= kz L(EY —e wem),
k=0 =0

und diese Funktion genitigt tatséchlich den geforderten Bedingungen (einsetzen). Wir haben
also durch Potenzreihenansatz eine Losung des Anfangswertproblems

y'(x) =wy(zr), y0)=1

bestimmt.
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12 Integration

12.1. Ober- und Untersummen, oberes und unteres Integral: Es seien a,b € R mit
a <bundessei f: [a,b = R beschrankt, d.h. f([a,b]) = {f(z) : = € [a, b]} ist beschrankt.

Definition: Z := {x¢, x1, ..., z,} heiit eine Zerlegung von [a, b], falls
a=To <11 <...<x, =0

Es bezeichne Z = Z([a, b]) die Menge aller Zerlegungen (von [a, b]).

Wir setzen m := inf f([a,b]) und M := sup f([a,b]). Es sei Z = {xg,z1,...,2,} € Z. Fiir
7=12...,n sei

I, = |z, %4, || =2;—xj_1, my:=inf f(I;), M;:=supf(l;), sowie
sf(Z) = ij|[j| Untersumme von f bzgl. Z,
j=1
Si(Z) = ZMj\Ijl Obersumme von f bzgl. Z.
j=1

Es ist m < m; < M; < M, also wegen |I;| > 0:

S omlLI <> ml LI <> M| <Y M|
j=1 j=1 j=1 j=1
Somit gilt fiir jede Zerlegung Z von [a, b]:
(%) m(b—a) <s;(2) < S¢(Z) < M(b—a).
Satz: Seien 7, Z, € Z. Dann gilt:

(1) Ist Zy C Zy, so gilt s4(Z1) < sp(Z2) < Sp(Zy) < S¢(Zy).
(2) Es gllt Sf(Zl) S Sf(ZQ)

Beweis. (1) Wende (x) an auf diejenigen Teilintervalle von Z;, die durch Punkte von 7
weiter unterteilt werden.

(2) Setze Z := Zy; U Zy. Wegen Z; C Z und Zy C Z gilt dann nach (1) und (%):

s1(20) < 54(2) < S4(Z) < S4(Z).
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Nach (x) konnen wir definieren:
sy = sup{sy(Z) : Z € 2},
das untere Integral von f iiber [a,b] und
Sy =1inf{S¢(Z): Z € 2}
das obere Integral von f tiber [a, b].
Wegen (x) und (2) gilt dann
() m(b—a) < sy < Sp < M(b—a).

[Aus (2) folgt durch Supremumsbildung iiber Z;: sy < S¢(Z,) fiir jede Zerlegung Zs. Dann
bilde man das Infimum {iber alle Zs.|

12.2. Definition: Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R beschrdnkt. Dann heifit
f (Riemann-)integrierbar (ib), falls sy = S gilt.

In diesen Falle heifit
/fdx—/f — Sy(=sy)

das (Riemann-)Integral von f iiber [a,b].

Wir setzen
R(la,b]) :=={f : [a,b] = R : f ist tiber [a,b] integrierbar }
(Menge der tiber [a, b] integrierbaren Funktionen).

Beispiele: (1) Sei ¢ € Rund f(z) = ¢ (x € [a,b]). Dann ist m = M = c und aus (*x) folgt
sy =Sf=c(b—a). Also ist f integrierbar und

/abcdx =c(b—a).

1, z€]0,1]nQ
f(x)'_{o, z€[0,1]\Q -

Ist Z = {xg,21,...,2,} € Z([0,1]) und sind m;, M;, I; wie oben, so gilt m; =0, M; =1
fiir alle j P} also s¢(Z) = 0 und S§(Z) = 1. Damit ist

Sf:(];él:Sf,

(2) Seia=0,b=1und

und f ist nicht integrierbar iiber [0, 1].

2Hier wird benutzt, dass jedes Intervall (mit mindestes zwei Punkten) rationale und irrationale Zahlen
enthalt.
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12.3. Satz: Es seien f,g € R([a,b]).
(1) Monotonie des Integrals: Gilt f < g auf [a, ], so ist fffdx < fabgdx.
(2) Linearitét des Integrals: Fiir a, f € R ist af + g € R([a,b]) und

/ab(ozf+59)d:v:a/abfdx+6/abgdx.

Insbesondere ist R([a, b]) ein R-Vektorraum und die Abbildung R([a,b]) — R, f f; fdx,

ist linear.

(3) Setzt man v := sup{|f(x)| : = € [a,b]}, so gilt

/ab f(x) dw’ <~(b—a).

Beweis. (1) ist klar. (2) ist klar fiir ¢ = 0 und o > 0. Fiir ¢ = 0 und o = —1 folgt die
Aussage aus S_j(Z) = —s¢(Z), s_y(Z) = —=S¢(Z). Fiir a = f = 1 haben wir

s1(Z) +54(2) < 5719(Z) < Sp19(Z) < 5p(2) + 54(2)  (Z € ),

woraus
Sf +Sg S 8f+g S Sf+g S Sf +Sg

folgt. Hieraus folgt die Aussage im Fall o = 5 = 1.
(3) Sind M und m wie in so folgt aus (kx):

‘/abf(:c) dx‘ < max{|M]|, |m|}(b— a).

Beachte nun v = max{|M]|, |m|}. O

12.4. Riemann-Kriterium: Sei f : [a,b] — R eine beschrdnkte Funktion. Dann gilt:
fe€R(a,b]) & Ye>03ZeZ: S¢2)—s4(Z) <e.

Aquivalent ist: f € R([a,b]) genau dann, wenn es eine Folge (Z))en in Z gibt mit
liml_mo Sf(Zl) - Sf(Zl) = 0. In diesem Fall ist (Wegen Sf(Zl) S Sf = Sf S Sf(Zl) (l € N))

b
/ f(z)der = lim S¢(Z;) = lim s¢(Z;).
a l—o00 l—o00

Beweis. “<": Sei € > 0. Dann existiert also ein Z € Z mit S¢(Z) — sy(Z) < e. Somit gilt
Sp<SpZ)<sp(Z)+e<sp+e, also0 < Sy —s;<e.

Da ¢ > 0 beliebig war folgt Sy = sy.

“=": Dies folgt aus der Definition des Integrals mithilfe von Satz (1). (Ubung.) O
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Wir betrachten eine dquidistante Zerlegung Z,, := {xo, z1,...,x,} fir n € N, d.h.
g _
x; ._a+ﬁ(b—a) (j=0,1,...,n).
Sind 1;, M; und m; wie in|12.1} so gilt |[;| = (b—a)/n (j =1,...,n) und

b— a —

(xxx) Sp(Zn) —sp(Zn) = n Z<Mj_mj)§(b_a>jg ~~~~~

Das werden wir in [[2.5] und [[2.6] ausnutzen.
12.5. Satz: Es gilt C([a,b]) C R([a,b]).

Beweis. Wir zeigen
max (M; —m;) =0 (n— 00),

dann folgt die Behauptung aus und (x* *). Nach existieren jeweils y;,y; € I; mit

M; —m; = f(y;) — f(y;). Wegen |y; —y;| < |I;| = I’_T“ reicht es somit zu zeigen, dass f

gleichméBig stetig ist (vgl. Satz von Heine, [9.4), also
Ve>036>0Vy,yelab:ly—yl<d = |fly) - f)l <e

Ist dies falsch, so existiert ein ¢y > 0 so, dass zu jedem m € N Punkte y,,, ¥, € [a,b]
existieren mit |y, — Um| < 1/m und |f(ym) — f(Um)| > 0. Nach Bolzano-Weierstrafl
existiert eine konvergente Teilfolge (yx(m)) von (ym). Sei

Yo := lim yx(m); beachte yo € [a,b].
m—0o0
Dann gilt auch yim)y — yo (m — 00). Da f in y, stetig ist, folgt

o < |fWremy) — FWrkem)l = | f (o) = f(wo)| =0 (m — o0),

ein Widerspruch. O

12.6. Satz: Ist f : [a,b] — R monoton, so ist f € R([a,b]).

Beweis. Sei f monoton wachsend (den Fall “f fallend” beweist man analog). Wir verwen-
den wieder (x x *). Es gilt M; = f(z;) und m; = f(x;_1), also

b—a b—
Si(Zn) = 87(Z0) = T2 (fla) = flaj1) = () = f(@) > 0 (n— o0),
=1
und die Behauptung folgt aus O
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Beispiele: (1) Sei b > 0 und f : [0,b] — R, f(z) = x. Nach ist f € R([0,b]). Wir
berechnen das Integral: Sei Z,, = {xo,...,%,} mit z; = jb/n (j = 0,1,...,n). Dann gilt
Mj = f(z;) = z; = jb/n, mj = (j — 1)b/n und |[;| = b/n, also

- L BPaln+1) b
Si(Zn) = Zf(xj)‘]j’:ZJEZETHE (n — 00),
j=1 j=1

) = Yl =36 -0 = o) P ),

- n n
Jj=1

und mithilfe von [12.4| folgt fob rdr = %

(2) Fiir n € Nund b > 0 ist « — 2™ iiber [0, b] integrierbar. Fiir 0 < a < b und n € N sind
x+— 7" und z — log x iiber [a, b] integrierbar.

12.7. Riemann-Summen: Sei f : [a,b] — R beschrankt und Z = {zg, x1,...,z,} eine
Zerlegung, sowie I, M;, m; wie in[I12.1} Dann heiflt

1Z]) == max{|I;| : j = 1,2, ...,n)

die Feinheit der Zerlegung Z.

Ein n-Tupel £ = (&, ...,&,) heifit passender Zwischenvektor, wenn &; € I; fur jedes j =
1,...,n gilt. Fiir einen solchen heif3t

01(Z,€) =Y f(&)]
j=1
eine Riemannsche Summe. Wegen m; < f(&;) < M; gilt dabei s¢(Z) < 04(Z,§) < Sf(2).

Satz: Sei f € R([a,b]) und (Z;)ien eine Folge von Zerlegungen mit || Z;|| — 0, sowie (¢€0)
eine Folge von passenden Zwischenvektoren. Dann gilt

b
lim o/(2,60) = [ fla)da.

Beweisidee. Wegen reicht zu zeigen: S¢(Z;) — s¢(Z;) — 0. O

12.8. Satz: Sei [ ein Intervall und f : I — R eine Funktion.
(1) Seien a,b,c € I mit a < ¢ < b. Dann gilt

f € R(la,b]) < € R(la,d) A f e R([e,b]).
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In diesem Fall ist

/abfda::/acfdx+/cbfdx.

(2) Sei f € R([a,b]) (Ja,b] C I), und sei ¢ € I. Setzt man

F:I—>R, Fly /f

wobei [ f(x)dx = — [ f(x)d fiiv y < c und [ f(x)dw := 0 gesetzt ist, so gilt fiir alle

a,bel: )
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Beweis. (2) folgt aus (1). Zum Beweis von (1) sei zunéchst f € R([a,b]) und € > 0. Dann
existiert ein Z € Z([a, b)) mit S;(Z) — s;(Z) < . Wegen Satz [12.1[1) kénnen wir davon
ausgehen, dass ¢ € Z gilt. Fiir Z;, := Z N [a,c] und Zy := Z N [c, b] gilt dann :

Si(Z0) — s4(Z0) < S5(2) — 5;(2) < (k=1,2).

Nach [12.4]ist also f € R([a,c]) und f € R([c,b]).

Sei umgekehrt f € R([a,c]) und f € R([e,b]). Zu € > 0 finden wir Z; € Z([a,c|) und
Zy € Z([c,b]) mit S¢(Zy) — sp(Zy) < g/2 fir k = 1,2. Wir setzen Z := Z; U Zy und

erhalten

S1(2) = 1(2) = S;(21) + S§(22) = 5;(Z2) = ;(Z0) < 5 + 5 = <.

Die Behauptung folgt wieder mit [12.4] Weiter gilt:

b
/ fdx = sup{sy(Z2):Z € Z([a,b])} =sup{ss(Z): Z € Z([a,b]) Nc € Z}

= sup{s;(Z )+5f(Z2) + 2y € Z([a, ), Zy € Z([¢, b))}
= sup{s;(Z) : Z1 € Z([a, )} + sup{s;(Zz) : Zo € Z([c,b])}

= /fder/fdx

wobei die erste Gleichheit die Definition ist, die zweite aus Satz [12.1(1) folgt, die dritte
die Uberlegungen im Beweis oben benutzt und die vierte die Glelchung sup(A + B) =
sup A + sup B fiir A, B C R verwendet. ]
Bemerkung: Ist f € R([a,b]) und g : [a,b] — R so, dass die Menge

{z efa,b]: fz) # g(2)}
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endlich ist, so gilt g € R([a,b]) und

/abf(x) iz — /abg(ac) da.

Andert man also eine integrierbare Funktion an endlich vielen Stellen, so bleiben Integrier-
barkeit und Wert des Integrals erhalten. [Ubung: Es reicht f = 0. Wegen reicht es,
g(x) =0 fir alle x € (a,b] bzw. alle z € [a,b) anzunehmen. |

Folgerung: Sei g : [a,b] — R so, dass es eine Zerlegung 7 = {zg,z1,...,2,} € Z([a,b])
gibt, mit

1. g:(zj_1,7;) = Rist stetig fir j =1,2,...,n,
2. limg,,— g(x) und lim, ., 4 g(x) existierenin R (j = 1,...,n) bzw. (j = 0,...,n—1).

Dann ist g € R([a,b]) und

/a " o) di = Z: / o(z) dz.

Die Voraussetzungen sorgen namlich dafiir, dass man ¢ : [z;_1,z;] — R durch &ndern in
den Randpunkten zu einer stetigen Funktion auf [z;_;, ;] machen kann. Dann verwende

12.8

Solche Funktionen g : [a,b] — R heiflen stickweise stetig. Sie spielen in der Regelungstech-
nik z.B. als “Steuerfunktionen” eine Rolle.

12.9. 1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Definition Sei I C R ein Intervall. Sind f, F' : I — R Funktionen, wobei F' auf I differen-
zierbar ist mit £’ = f auf I, so heifit F' eine Stammfunktion von f auf I.

Bemerkungen:
(1) Sind Fi, F; Stammfunktionen von f auf I, so gilt F| = f = F} auf I. Damit folgt

dee RVzel: Fi(z) = Fy(z) +c.

(2) Fiir eine Stammfunktion von f schreibt man auch
/ f(z)dz (unbestimmtes Integral),

also z.B.

1 1 1
/x2dx = §x3 auf R, /xzdx = gxg + 17 auf R, /—dx = log x auf (0, c0).
T
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(3) Es gibt integrierbare Funktionen die keine Stammfunktion besitzen: Ubung: Es sei
f:10,1] — R definiert durch

0, =0
f(“"):{ 1, ze(0,1]

Dann ist f € R(]0,1]) aber f hat keine Stammfunktion auf [0, 1].
(4) Es gibt Funktionen die eine Stammfunktion besitzen aber nicht integrierbar sind:
Ubung: Die Funktion F : [0, 1] — R,

[ xsin(1/z), x € (0,1]
F(z) = { 0 R

ist differenzierbar auf [0, 1], also eine Stammfunktion ihrer Ableitung f := F’. Aber f ist
unbeschréankt auf [0,1]. Also ist f ¢ R([0,1]). D.h.

1
/f(x)dx = F(x) auf [0, 1], aber / f(z)dz existiert nicht!
0

1. Hauptsatz: Es sei f € R([a,b]) und f besitze auf [a, b] eine Stammfunktion F. Dann
gilt

/ f(z)dz = F(b) — F(a) =: F(:z:)|a =: [F(x)]z

Beweis. Es sei Z = {xg,...,z,} € Z und I;, m;, M; wie in [12.1] Mit dem Mittelwertsatz
folgt fiir jedes j =1,...,n:

3§ € 1y Flzg) — Flzj—a) = f(§) (25 — xj-1) = f(E)IL]-
Summation iiber j liefert (beachte m; < f(&;) < M;):

n

si(Z) < Zf(fj)lfjl =Y (F(z;) = F(x;-1) = F(b) = F(a) < S§(2).

j=1
Also gilt

VZ e Z: sp(Z) < F(b)— F(a) < S¢(Z).
Wegen f € R([a,b]) folgt

b b
/ f(x)de = sy < F(b) — F(a) < Sy = / f(z)dx.

Beispiele: Es gilt

™ b T
/ cosxzdr = [sinz]j = 0, / 2"dr = |
0 a
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12.10. 2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Es sei f € R([a,b])
und F': [a,b] — R definiert durch

_ / oy
Dann gilt:

(1) F ist Lipschitz-stetig, d.h. es gibt ein L > 0 (eine sog. Lipschitz-Konstante) mit
Va,y € la,b] : |F(y) — F(a)] < Lly — «l.

Insbesondere ist F' € C([a, b]).
(2) Ist f € C([a,b]), so ist F eine Stammfunktion von f auf [a,b]. Insbesondere ist dann
F e C'([a,b]).

Beweis. (1) Es existiert ein L > 0 mit |f(x)| < L (z € [a,b]). Seien z,y € [a,b]. Mit
und [12.13(2) folgt
y
/ Ldt‘ = Lly — x|.

|F(y) — F(x)| = yf(t)dt‘ <

Insbesondere gilt F(y) — F(x) (y — x).

t)\dt‘ <

(2) Wir zeigen fiir x € [a, b):
F(x+h) — F(x)

hll>rcr)l+ h = f(),
(analog zeigt man fiir x € (a, b]: limy_o— w = f(x)).

Sei also x € [a,b) fest, h > 0 und = + h € [a,b]. Es ist

/ F@)dt = f(a), F(x—i—h / (1)

Somit gilt:

1 x+h
<i |10 - @l
Die Funktion ¢ — |f(t) — f(x)] ist stetig auf [a, b]. Nach gilt:
36, € o0+ B VEE [o, 0+ B 1) — F@) < |£(&) — F(@)].

Also gilt:
1 z+h
D)<y [ 16 - @t = &) - f@)]
Fiir h — 0+ gilt £, — x. Da f in z stetig ist folgt f(&,) — f(z) (h — 04), also D(h) — 0
(h — 0+). O
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Folgerung: Ist / C R ein Intervall, f € C(I), ¢ € I und

F: 1R, F(x):= /xf(t)dt,

so ist F' eine Stammfunktion von f auf I.

12.11. Partielle Integration: Seien f, g € C*(I). Dann gilt

/f’gdw—fg—/fg'da: auf I.

Ist I = [a,b], so gilt

- [ 1w

/ Fo)g(a) de = f(2)g(x)

Beweis. Es gilt (fg)' = f'g+ fg’ auf I. Somit hat f'g + f¢’ die Stammfunktion fg auf I,
woraus die Behauptungen folgen (fiir die zweite Formel verwenden wir den 1. Hauptsatz
12.9). O

Beispiele: (1)
1 dr = 1 -1 dr = 1 L dr =zl
ogrdr = y logx dr = 3; ogT — r, — dr=uxlogx —x.
9

12.12. Integration durch Substitution: Es seien /,.J C R Intervalle, f € C(I) und
g € C*(J) mit g(J) C I. Dann ist

[ Howywa= [ f@a]
Ist ¢'(t) # 0 (t € J), so ist g auf J streng monoton und
[ r@yae= [ raogod g

Ist I =la,b], J = [min{e, 5}, max{c, B}] und g(a) = a, g(B) = b, so gilt

b B8
/ f(z) dz = / F(a(t)g'(t) dt.
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Beweis. Wihle eine Stammfunktion F' von f auf I. Dann ist G := Fog eine Stammfunktion
von h:=(fog)-¢g auf J (denn G' = (Fog) =(F'og)-g=(fog)-¢). Also ist

/ h(t)dt = G(t) = F(g(t)) = / f (@) dz| o0

auf J. Ist ¢’(t) # 0 fiir alle t € J, so ist nach dem Zwischenwertsatz entweder ¢’ > 0 auf
J oder es ist ¢ < 0 auf J. In jedem Fall ist g streng monoton auf J und besitzt also eine
Umkehrfunktion ¢! : g(J) — J (beachte, dass g(J) ein Intervall ist). Dann ist

/h(t)dt B

i = Gl (@) = Flglg™ (@) /f

auf g(J). Schlieflich verwenden wir den 1. Hauptsatz:

B b
| 1a)g®de=6(8) - Gla) = Fb) - Fl) = [ (o) o

O

Merkregel: Ist y = y(x) eine differenzierbare Funktion, so schreibt man fiir die Ableitung
y' auch Z—g. In [ f(z)dx substituiere nun x = g(¢), d.h. fasse x als Funktion von ¢ auf. Dann
ist % = ¢/(t) und man erhélt (formal!) “dz = ¢'(t)dt” (dies ist nur eine Schreibweise, da
“dr” oder “dt” hier keine mathematische Bedeutung tragen).

Beispiele: ( fl 2;“ dx, substituiere t = e”, also x = logt. Dann ist dx = dt/t und aus

“x von 0 bis 1” ergibt sich “¢ von 1 bis e”. er erhalten:

1 22 1 e 1
/e i dasz/(1+t—2)dt:(t—t—1)\§:e——.
0 1

e’ e

2) fol V1 — 22 dz, das ist der Fliacheninhalt eines Viertelkreises mit Radius 1. Substituiere
x = sint. Dann ist dz = costdt und aus “x von 0 bis 1”7 ergibt sich “¢ von 0 bis §”. Wir
erhalten

1 3 3 3
/ \/1—1:2(11;:/ \/1—Sin2tdt:/ \/COSthostdt:/ cos® t dt,
0 0 0 0
da cos > 0 auf [0, 7] ist. Wegen
cos(2t) = cos?t —sin®t = cos’t — (1 — cos®t) = 2cos’t — 1

gilt cos? t = 1(1 + cos(2t)), also

3 1 3 3
/ cos2tdt:—(/ ldt—i-/ Cos(2t)dt> =—
0 2\ Jo 0
—_—

=0
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Der Flacheninhalt eines Kreises mit Radius 1 ist also .

(3) [we " dx, substituiere u = 2, also 2z dz = du bzw. xdr = %, Dann ist

1 1 1
e dr == [ e du =——e ¢ — e
2 u=x2 2 u=x2 2
Mittels partieller Integration folgt daraus z.B.:
x? x? 1
/3336_“32 dxr = x? -asef—xz dx = _56_"32 + /:)se_“”2 dr = _Ee_wQ - 56_“32.
g !

Man kann auf diese Weise Stammfunktionen von z"e~** bestimmen, falls n € N ungerade
ist. Fiir gerade n € N gibt es diese Stammfunktionen nicht in geschlossener Form.

4) | H% dz, substituiere e” = y, also z = logy und dx = d—;’, wobei man y > 0 beachte:

1 1
de= | ————d
/1+ex v /<1+y>y Y

Zur Umformung des Integranden macht man den Ansatz

1 A B

I+y)y vy 14y

Multipliziert man mit y und setzt y = 0, so erhalt man A = 1. Multipliziert man mit
1+ y und setzt y = —1, so erhdlt man B = —1. Das ist ein Spezialfall der sogenannten
Partialbruchzerlegung. Wir haben also

1
/k1+ywdy

12.13. Satz: Seien f,g € R([a,b]) und D := f([a,b]).
(1) Sei L > 0 und h: D — R eine Funktion mit

y=e”

e = (logy — log(1 + =ux —log(1+¢e").
/3/ I+y yy=ez (logy 51 +)) y=e® 3 )

y=e®

Vs,t € D: |h(t) — h(s)| < L|t — s| (L)

(h ist also eine Lipschitz-stetige Funktion). Dann gilt ho f € R([a, b]).
(2) Es gilt |f| € R([a,b]) und

b b
‘ / f daz‘ < / |f| dz (Dreiecksungleichung fiir Integrale).

(3) Esist f-g € R([a,b]).
(4) Ist ¢ > 0 und gilt | f(z)| > ¢ (z € [a,b]), so ist % € R([a,b]).
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Bemerkungen:

(1) Vorsicht: Bei Komposition integrierbarer Funktionen kénnen nicht integrierbare Funk-
tionen entstehen.

(2) Im folgenden Beweis benutzen wir: Ist A C R beschrankt und nicht leer, so gilt

supA —inf A =sup{a —a: a,a € A} =sup{la—a|: a,a € A}.

Beweis. (1) Sei Z = {xo,x1,...,,} eine Zerlegung und I;, M;, m; wie in|12.1] sowie

M; :=sup(ho f)(I;) und m;:=inf(ho f)(I;).

Dann gilt

B, — iy = sup{[A(F(x)) — H(F@)] : 2.7 € L} < L(M; —my).
<LIf(@)—f@)

Wir erhalten
VZ €2 Shof(Z) — snof(2) < L(S§(Z) — s4(Z)),

und ho f € R([a,b]) folgt aus

(2) Wende (1) an auf h(t) = [t|. Es gilt ||t] —|s|| < [t—s| (t,s € R), d.h. (L) gilt mit L = 1.
Also ist |f] € R([a, b]). Weiter ist

‘/abfdx’:max{/ab\{/dx,/awdx /|f|dx

<Ifl <Ifl

(3) Wegen fg = 1((f+9)* — (f — g)?) reicht es, f* € R([a,b]) zu zeigen. Da f beschrénkt
ist, gibt es v > 0 mit [f(z)| <7 (z € [a,b]). Also gilt D C [—,7]. Fiir s,t € D gilt nun:

2 — 5% =t +sllt — s| < ([t] + [s])[t — 5| < 29[t — 5.

Mit h(t) =t in (1) folgt f? € R([a,b]).
(4) Nach Voraussetzung gilt D C (—o0, —c|] U [c, oo). Fir t,s € D gilt somit:

1 1 |s — t\
- —- |t — 3.
£ T I S
Mit h(t) := 1/t in (1) folgt die Behauptung. O

Wir erinnern an den Begriff der gleichmafligen Konvergenz aus : Eine Folge (f,) von
Funktionen f, : [a,b] — R ist auf [a,b] gleichméBig konvergent gegen eine Funktion f :
la,b] — R, falls es eine Nullfolge (ay,) gibt, mit:

Vn e NVz € [a,b] : |fu(z) — f(2)] < an.
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12.14. Konvergenzsatz fiir Integrale: Sei f : [a,b] — R eine Funktion und (f,) eine
Folge in R([a,b]), die auf [a, b] gleichm&Big gegen f konvergiert. Dann gilt f € R([a, b]) und

lim bfn(x)dx:/abf(x)dx [: /abggofn(x)dx].

n—oo a

Bei gleichmafliger Konvergenz kann man also Limes und Integral vertauschen.

Beweis. Wir verwenden Sei € > 0. Wahle n € N mit

Vi € [a,8] : | folz) — F(2)] < ﬁ —. 5

und eine Zerlegung Z mit Sy, (Z) — sy,(Z) < ¢/3. Sind I;, M; und m; wie in [12.1} so gilt
fir jedes j € {1,....n}:

Mj —m; = sup{|f(z) — f(2)] : 2,7 € I;}.
Wegen
[f (@) = f@)] < |f(2) = ful@)] + [fal@) = fu(@)] + [ fu(2) = F(2)] < 20 + [ fu(z) — fu(T)]

erhalten wir
M; —m; <26+ sup{|fn(z) — fu(Z)| : z, 7 € I;},

also

S Z) —sp(Z) <20(b—a)+ S, (Z2) —s4,(Z) = 2 +i=e

3 3
Damit folgt f € R([a,b]) aus|12.4. Wegen [12.13|(2) gilt

‘ /ab Ful) da — /abf(m) da| < /ab [ful@) = f(@)] do < (b= a)a, = 0 (n — o0).

<an

]

Beispiele: (1) Sei b > 0 und (f,) gegeben durch f,(z) := e **/* (z € [~b,b]). Dann
konvergiert (f,,) auf [—b, b] punktweise gegen f : [—=b,b] — R, f(z) = 1. Fiir jedes x € [—b, ]
und n € N gilt

1folz) — f(@)|=1—e ™M <1 —e/m = q,.

Wegen «,, — 0 konvergiert (f,,) auf [—b, b] gleichméBig gegen f, also
b b
/ e Mdr — / ldx =2b (n — 00).
—b

—b
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(2) Sei f, :[0,2] — R definiert durch

n’w, z € [0,1/n]
fo(z) =< n?*2/n—2x), z € (1/n,2/n]
0, x € (2/n,2]

Dann gilt
2
/ folx)dxr =1 (n€N),
0

und fiir jedes = € [0, 2] konvergiert die Folge (f,(z)) gegen 0. Setzt man f : [0,2] — R,
f(z) =0, so konvergiert die Folge (f,,) auf [0,2] punktweise gegen f. Also gilt

/:fn(x)dle NP I%OZ/OQf(x)dx.

n—o0

Insbesondere konvergiert (f,) also auf [0,2] nicht gleichmdfig gegen f (das kann man
natiirlich auch direkt einsehen). Dieses Beispiel zeigt, dass Satz [12.14] bei punktweiser
Konvergenz im allgemeinen falsch ist.

(3) Fiir n € N sei f,, : [0,7] = R, f,(x) = sin(nz). Dann gilt
(fn(%)) = (17 07 _17 07 17 07 _17 07 o ')7

insbesondere ist (f,) auf [0, 7] nicht punktweise konvergent. Trotzdem gilt

"= (1= ()" — 0 (no0)

/O7r fo(z)de = /07r sin(nz) dx = 1 [ - cos(nx)}

n

Aus Konvergenz der Integrale kann also nicht auf punktweise Konvergenz der Integranden
geschlossen werden.
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13 Differentialgleichungen

13.1. Differentialgleichungen erster Ordnung: Sei D C R x R und f: D — R eine
Funktion. Wir betrachten Differentialgleichungen der Form

()= flz,y(x) (kuz y = f(z,y)), (DGL)

und fiir gegebene (g, yo) € D das Anfangswertproblem:

y(r) = flo,y()),
y(ro) = Yo (AWP)

Eine Ldsung von (DGLJ) ist eine differenzierbare Funktion y : I — R, wobei I C R ein
Intervall ist, mit (z,y(z)) € D (z € I) und

y'(r) = f(z,y(x)) (z€l).
Eine Lésung von (AWP)) ist eine Losung y : I — R von (DGL) mit zq € I und y(zo) = yo.

Ein Anfangswertproblem(AWP)), welches Losungen besitzt, heiit eindeutig ldsbar, wenn
fiir je zwei Losungen y; : [; - R, j = 1,2, von (AWP) gilt

yi(z) =yo(x) (z € L NI).

Ist eindeutig losbar, so gibt es genau eine Losung ymax : Imax — R mit maximalem
Existenzintervall I,.,. Diese heifit die mazimale Lésung von (AWP) (jede Losung von
(AWP)) erhélt man dann als Einschrankung von 9., auf ein Teilintervall I C I, mit
xo € I). Insbesondere kann, falls fir jedes (zo,y0) € D eindeutig l6sbar ist, jede
Losung von eindeutig auf ein maximales Existenzintervall fortgesetzt werden.

Beispiel: v = Ay, y(zo) = yo ist fir alle zg,yo € R eindeutig 16sbar und die maximale
Losung ist gegeben durch y(z) = yoe* @) (x € R) (vgl. [11.8)).

Bedeutung von und @ : Haufig ist « hier ein Zeitparameter und y = y(z)
beschreibt einen Zustand zur Zeit x. @ besagt, dass die Zustandsédnderung (zum Zeit-
punkt ) abhéingt vom gegebenen Zeitpunkt z und dem gegebenen Zustand y(z). Ist (AWDP)
eindeutig 16sbar, so legen Anfangswert y(zy) = yo und Systembeschreibung @ den
zeitlichen Zustandsverlauf in Vergangenheit und Zukunft fest.

13.2. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung: Sei J C R ein Intervall und
a,b € C(J). Dann heifit

y = a(z)y + b(z) (L1)
eine Lineare Differentialgleichung (1.0Ordnung) und
y =a(z)y. (H1)
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heifit die zugehorige homogene Gleichung.

Es sei
L:={y:J — R:yist Losung von }>

Ly :={y:J — R:yist Losung von (H1)}.

Satz: Es sei A eine Stammfunktion von a auf J. Dann gilt:
v yely, & IeeR:y(x) = cet@.
(2) Sei y, € £ (eine spezielle Losung). Dann gilt:
yel & Jy,€ly: y=1yp,+ Yn
(3) Es sei 29 € J und yo € R. Dann ist das Anfangswertproblem
y' =a(x)y+b(x), ylzo) =yo
eindeutig losbar und I,,,, = J.

Bemerkung: Variation der Konstanten: Der Ansatz

mit einer noch unbekannten Funktion = +— ¢(z) fiilhrt stets auf eine spezielle Losung v,
(vgl. Beispiele).

Beweis. (1) Ist ¢ € R und y(x) = ceA@, so gilt:
y(@) = cA'(2)e" = a(z)ce’™ = a(x)y(z) (x € J),
also y € L£y,. Ist umgekehrt y € Ly, so gilt fiir
o(z) = "Cy(z) (zeJ):

¢(2) = —A'(2)e” M y(x) + ey (2) = —a(z)e 1 y(x) + e Da(a)y(z) = 0.

Somit gilt:
deeRVz e J: ¢(z) =c,

also
y(z) = ce@  (z € J).

(2) Ist y = y, + yp mit y, € Ly, , so gilt:
y'(x) = y,(x) + yu(x) = a(z)y,(x) + b(z) + a(z)ya(z)
= a(z) (Yp(z) + yn(2)) + b(z) = a(z)y(r) + b(z).
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Ist umgekehrt y € £, so gilt fiir yu(x) := y(z) — y,(x):
() =9 (2) =y, (z) = (a(@)y(z) + b(x)) — (a(z)yp(x) + b(x))

= alx) (y(x) — yp(2)) = a(@)yn(z).
Also ist y, € L.
(3) Die allgemeine Losung von (L)) ist y(x) = y,(z) + cet®@.

Yo = y(z0) = yp(z0) + ceA®0) s o= (Yo — yp(0)) e~ A@o),

Das Anfangswertproblem hat also auf J genau eine Losung. Betrachtet man (L1 und
auf einem Teilintervall I C J mit xy € I, so ergibt sich als eindeutige Losung des
Anfangswertproblems auf I die Einschrankung dieser Losung auf I. Damit ist das AWP
eindeutig losbar und I,,,, = J. O

Beispiel: i = —(sinz)y + sin® z. Hier ist J = R. Wihle A(x) = cosx. Die Losungen der
homogenen Gleichung sind gegeben durch y(z) = ce®®*, ¢ € R. Eine spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung erhalten wir durch Variation der Konstanten. Ansatz: y,(z) =
c(x)e®=”. Es gilt y, € £ genau dann wenn gilt

3

Ccos T +sindx

COos T COosS T )

Yy, () = (1) — c(x)e" sinx = —sinz(c(x)e

3 cos T

& d(x) =sin’ze”

Z.B. mit partieller Integration erhalt man die Stammfunktion
c(x) = —e” “*(1 + cos ).
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also gegeben durch
y(z) = —(1 4 cosx)? 4+ ce”*  (z € R),

wobei ¢ € R eine Konstante ist.

Will man z.B. das Anfangswertproblem 3’ = —(sin x)y +sin® z, y(0) = 1 16sen, so fiihrt die
Anfangsbedingung auf 1 = —(1 + 1)? + ce, also ¢ = 5¢~!. Die (maximale) Losung dieses
Anfangswertproblems ist also

y(r) = —(1 + cosz)? + He 1T (z € R).

13.3. Trennung der Variablen: Seien I,J C R Intervalle und f: I - R, g:J — R
stetig. Eine Differentialgleichung der Form

y = f(z)g(y) (TdV-1)



heifit Differentialgleichung mit getrennten Variablen (oder Verdnderlichen). Das An-
fangswertproblem

y = f(@)gy),
y(zo) = o (TdV-2)

mit z¢ € I, yp € J behandelt man wie folgt:
1. Fall g(yo) = 0: Eine Losung ist gegeben durch y(x) = yo (z € I).

2. Fall g(yo) # 0: Sei J C J das grofite Teilintervall von J mit yq € J und g # 0 auf J.
Ist y : I — R eine Losung von (TdV-2) mit y(I) C J, also mit g(y(z)) # 0 (z € I), so gilt

YO ) e,

und mittels Substitution n = y(t), dn = y/'(t) dt folgt:

y(x)i B ggL(t) B N .
/yo 9(n) dn—/m 9(y(1)) dt—/xo ftydt (zel).

Sei F' Stammfunktion von f auf I und G Stammfunktion von 1/¢g auf J. Dann gilt fiir
xel:

Gy(x)) = Glyo) = F(x) = F(xo), also Gly(x)) = F(x) — F(xo) + G(yo).

Wegen G’ = 1/g # 0 auf Jund 1/g € C(J) ist G auf J streng monoton und besitzt also
auf G(J) eine Umkehrfunktion G~!. Wir erhalten

y(x) = G (F(z) = F(zo) + G(y0)) (v €1). (TdV-3)

Insbesondere ist die Losung im Falle der Existenz auf I eindeutig.

Umgekehrt definiert (T'dV-3|) auch eine Losung von (TdV-2|), wenn man I als ein Teilin-
tervall von I nimmt mit zo € I und F(z) — F(z) + G(yo) € G(J) (x € I): Dann ist

y(wo) = G (F(w0) — F(z0) + G(yo)) = G~ (G(y0)) = o

und fiir z € T gilt

F'(x) _
G'(GH(F(z) = F(wo) + G(w))  G'ylw)

Beispiele: 1.) v = /|y|, y(z0) = Yo, mit xg,yo € R. Hier ist f(z) = 1 auf I = R und
9(y) = /Iyl auf J =R.

Fiir yo = 0 ist y(z) = 0 (x € R) eine Losung.
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Wir betrachten nun y, > 0. Dann ist J = (0, 00). Auf J gilt G(y) = [1//Inldn =2,

also G(J) = (0,00). Somit haben wir

F(z) = F(xo) =z —xo, G(y) — Glyo) = 2V = 2/yo

und
F(xz) — F(xo) + G(yo) =2 — 20+ 240 > 0 <= x> o — 2/yo.

Folglich nehmen wir I = (0 — 24/%0,00) und erhalten als eindeutige Losung auf diesem
Intervall

($_x01_2\/%) (x> z9 — 24/Y0)-

Fir » < ¢ := x9 — 2,/yo kénnen wir die Losung fortsetzen durch y(x) = 0 oder durch

y(z) = G Nz — 20 + 2\/10) =

y(x) = —# oder fiir ein gewéhltes b < ¢ durch
(2) 0, x € [b, |
€Tr) =
) _ (x—4b)2’ r<b
Das Anfangswertproblem 3" = +/|y|, y(z¢) = yo hat also Losungen auf R. Diese sind nur auf

[0 — 24/¥0, 00) eindeutig, nicht jedoch auf R. Sie verzweigen sich im Punkt (zg —2,/y0,0).
Insbesondere sehen wir, dass das Anfangswertproblem mit y(xy) = 0 auf keinem Intervall
eindeutig losbar ist.

Bemerkungen: (1) Man kann sich Differentialgleichungen der Form ¢ = f(x,y) auch
durch das Richtungsfeld veranschaulichen: In jedem Punkt (z,y) gibt f(z,y) die durch
die Gleichung gegebene Steigung in diesem Punkt an.
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2.) ¥y = e¥sinz (zundchst ohne Anfangswerte). Hier ist /] = J = R, f(x) = sinz und
gy) =e¥ #0 (y € R), also J = R in jedem Fall. Trennung der Verdnderlichen fiihrt auf

—ey—/eydy—/sinxd:c——cosx—c,

d.h. e7¥ = cosx + ¢ und
y(z) = —log(cosx +¢), wobei cosx + ¢ > 0.

Beriicksichtigen wir den Anfangswert y(zo) = yo und setzen F(z) = —cosz, G(y) = —e™ ¥,

so ist G(J) = G(R) = (—00,0) und G~ : (—00,0) — R, 5 — — log(—s). Wir erhalten

y(x) = —log(cosx —cosxg +e %) (x € 1),

wobei I ein Intervall ist mit zg € I und — cosz + cos g — % € G(R), also mit

cosx —cosxzog+e >0 (rel).
Durch Vergleich sehen wir ¢ = e™% — cos xg, also insbesondere ¢ > —1.

Fiir ¢ > 1 kann man I = R setzen. Fiir ¢ € (—1, 1] hingegen ist das Existenzintervall
der Losung beschrankt. Fiir xp = 0 ist etwa ¢ < 1 genau dann, wenn yo > —log2. Fiir
Yo > —log 2 ist dann das maximale Existenzintervall gegeben durch

I ={z e (—mn):|z| <arccos(l — e ¥)}.

y(x) = —log(cosx + c¢) fiir ¢+ cosz > 0.
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13.4. Linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung: Sei J C R ein Intervall
und ay, ag,b € C(J).

Dann heif3t
y" + a1 (2)y + ao(x)y = b(x) (L2)

eine Lineare Differentialgleichung (2.Ordnung) und
y" +ai(x)y + ag(z)y =0 (H2)

heiit die zugehorige homogene Gleichung.

Es sei
L:={y:J— R:yist Losung von (L2)},

Lp:={y:J— R:yist Losung von (H2)}.

Beachte: Losungen sind nun Funktionen in y € C?(J), welche der jeweiligen Differential-
gleichung gentigen.

Satz: Es gilt:
(1) Sind u,v : J — R Loésungen von (H2|) mit der Eigenschaft

au(z) + Puv(z) =0 (r e J) = a=p=0,

So ist
Lp={cu+cv:cp,c € R}

Derartige Losungen u, v existieren (und heien ein Fundamentalsystem von (H2)).
(2) Sei y, € L (eine spezielle Losung). Dann gilt:

yel & Jy,€Lly: y=1yp,+ Yn
(3) Es sei g € J und 79, y; € R. Dann ist das Anfangswertproblem
y' +ai(z)y + ao(z)y = b(), y(z0) = Yo, ¥ (70) =1

eindeutig losbar und I,,,, = J.

Beweis. (2) Nachrechnen (wie in |13.2]).
(1) und (3): Spéter in HM III. O

Wir betrachten nun den Fall, dass ag und a; konstant sind (mit J = R). Dann heifit
p(A\) = A+ a1\ +ag

das zu (H2|) gehorende charakteristische Polynom.
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Satz: Es seien A, Ao die Nullstellen von p, also p(A) = (A — A1) (A — Aa).
Im Fall A, Ay € R, \; £ \; setze

u(z) = M, v(z) = eM”
Im Fall A\, Ay € R, A\ = Ay setze
u(z) = e v(z) = e

Im Fall \; = a+if mit « € Rund g € R\ {0} (dann ist Ay = a — i) setze
u(z) = e* cos(fr), wv(xr)=e*sin(fr).

Dann ist
Lp={cu+cv:cp,c € R}

Beweis. Nachrechnen: u,v € £;. Betrachte z.B. den Fall A\;, \s € R, A\; # X\. Sind o, § € R
mit
aeM® 4 B =0 (z € R),

so folgt mit x = 0 bzw. x = 1:
a+B=0 A ae’M+ Be =0,
also o = eM ™2y und damit o = 8 = 0. Die anderen Fille behandelt man analog. [
Beispiele:
(1) y"+2y +y =0, p(A) = N2+2X+1 = (A+1)? also \; = Ay = —1. Damit ist u(z) = e~ %,
v(xz) = ze~™. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also
y(x) = cre”® + cgze™ (xr €R), 1,00 €R.
Wir wollen das Anfangswertproblem
y'+2y +y=0, y(0)=1, y'(0)=-2
16sen. Die Ableitung der allgemeine Losung ist

T —xe ).

y'(x) = —cre”" + ca(e”
Wie erhalten die Gleichungen
1=y(0)=1c;, —2=49(0)=—c;+ e,
also co = —1. Die Losung des Anfangswertproblems ist also

y(x) =e® —ze ™ (x € R)
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(2) Wir wollen das Anfangswertproblem
Y'Hy=0 y(m) =1 y(m) = -3

16sen. p(A) = A2+1 = (A—i)(A+1),also \; =i = 0+i-1, \y = —i. Damit ist u(x) = cos,
v(z) = sinz. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also

y(x) =cicosx + cysinx (x € R), ¢, €R,

mit Ableitung
y/(x) = —c1sinx + ¢y cos .

Wie erhalten die Gleichungen
l=y(r)=—c;, —-3=9y(n)=—ca.
Die Losung des Anfangswertproblems ist also

y(x) = —cosx + 3sinz (z € R).

Wie man zu einer speziellen Losung von (L2|) kommt behandeln wir nur fiir rechte Seiten
b(x) der Form

) = an(o)e { )

mit «, € R und ¢, ein Polynom vom Grad m € Ny. Ist a + i3 eine v-fache Nullstelle des
charakteristischen Polynoms p, so fiihrt der Ansatz

Yp() = [Tm(x) cos(Bz) + T () sin(ﬁx)] 0T

zum Ziel, wobei r,, und 7, unbekannte Polynome vom Grad < m sind (beachte, dass die
Spezialfille « = 0, 8 = 0, m = 0, v = 0 moglich sind).

Beispiel: ¢y’ + y = cos(fz) mit 5 > 0. Bekannt: p(A) = (A — )(A + ¢), und die Losungen
der homogenen Gleichung 3" 4+ vy = 0 sind

y(x) =crcosx +cosine (x € R), ¢1,c0 € R,

1. Fall: g # 1: Dann ist i keine Nullstelle von p (d.h. v = 0) und wir machen den Ansatz

Yp(z) = v cos(Bx) + I sin(fBzx).

Dann ist
yo(x) = —yBsin(Ba) + 3Bcos(Br),  yl(x) = —yB” cos(Bx) — 66% sin(Bx),
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" Yo (@) + yp(x) = 4(1 — B%) cos(Bx) + 6(1 — 5?) sin(Bx) = cos(Bx)
fithrt auf & = 0, v = (1 — 82)~! (beachte % # 1). Wir erhalten die Lésung
yp(w) = (1= p*) " cos(Bz) (v € R).
Die allgemeine Losung
y(r) = cicosx + cosinz + (1 — 32)Leos(Bz) (v €R),

ist also fiir jede Wahl der Konstanten ¢y, co € R beschrankt.

2. Fall g = 1: Hier ist ¢ = ¢ einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms p (d.h.
v =1). Der Ansatz
Yp(r) = yrcosz + dxsinx

gibt
Yy, () = (v +dx) cosx + (0 — yx)sinz, y,(x) = (20 — yx)cosx + (—2y — dx)sinz,

und '
Yy (x) +yp(x) = 20 cosz — 2ysinx = cosx

fithrt auf § = 1/2, v = 0. Wir erhalten die Lésung
T .
Yp(x) = 5 sine (x € R).
Die allgemeine Losung

y(z) =¢ cosx—i—czsinx—i—gsinx (x € R),

ist also fiir jede Wahl der Konstanten ¢y, c; € R unbeschrankt: Die periodische Anregung
mit der Eigenfrequenz w = 1 des ungestorten Systems fiihrt zur Resonanzkatastrophe.
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14 Uneigentliche Integrale

Die folgenden Vereinbarungen sollen fiir den Rest dieses Kapitels gelten:
1. Ist I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion, so sei f tiber jedes Intervall
la,b] C I integrierbar.

2. Es seien stets a,b € R, a € RU{—o0} und f € RU{oo} mit & < bund a < .

14.1. Konvergenz uneigentlicher Integrale: Sei f : [a, ) — R [bzw. (a,b] — R] eine
Funktion. Das uneigentliche Integral ff f(z)dx [bzw. fj f(z)dz] heiBt konvergent, falls

der Limes lim, 5 [ f(x)dz [bzw. lim, a4 frb f(z) dx] existiert und reell ist. In diesem
Fall setzt man

/aﬁf(x)dx — lim /;f(x)dx [bzw. /:f(x)dx = lim /be(m)dx]

r—)ﬁ— r—o+

Ein nicht konvergentes uneigentliches Integral heif3t divergent.

Beispiele: (1) Sei v > 0. Dann gilt fiir jedes r > 1:

"1 { logr, =1

- dl‘ = 1—v
T -1 )
1z 1— Y 7é 1

also ist floo 27 dx konvergent genau dann, wenn vy > 1 ist. In diesem Fall ist
<1 1
[ o=
1z v—1

"ol s
dxr = arctanr — — (r — 00).
o 1+ a2 2

(2) Fiir r > 0 gilt

Also ist [ 1757 da konvergent und = Z.

T+a?
(3) Sei v > 0. Dann gilt fiir r € (0,1):
1 p { —logr, v=1
— ar = —rl=y )
o 11_7 y 7é 1

also ist fol 277 dx konvergent genau dann, wenn y < 1 ist. In diesem Fall ist

1
1 1
—dr = ——.

o o7 L -~
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(4) Analog zu (2): [° dz ist konvergent und =

oo 1+x2

Definition: Sei f : (o, 5) — R eine Funktion. Das uneigentliche Integral ff f(z) dx heifit
konvergent falls es ein ¢ € (a, ) so gibt, dass die uneigentlichen Integrale f: f(x) dzr und

f B x) dz beide konvergent sind. In diesem Fall setzt man

/jf(x) i = /:f(x) dx+/cﬁf(a:) iz

Diese Definition ist unabhéngig von ¢ € (a, 3).
Das Integral | f f(x) dx heifit divergent, falls f ﬂ x) dz nicht konvergent ist.

Beispiele: (5) Sei v > 0. Nach den Beispielen (1) und (3) ist [~ 277 da divergent.
(6) Nach den Beispielen (2) und (4) ist [~

1 _
o 1157 dx konvergent und = 7.

(7) 75, wdx ist divergent, da [° x dx divergent ist. Z.B. konvergiert aber [* 2 dx = 0 fiir
r — oo gegen 0.

Bemerkung: Wir betrachten im folgenden nur den Fall von Funktionen f : [a,5) — R.
Entsprechendes gilt jeweils auch fiir Funktionen f: (a,b] — R bzw. f: (o, 5) — R.

14.2. Satz (Cauchykriterium): f ﬁ x) dz konvergiert genau dann, wenn gilt:

Ve >0 de=c(e) € (a,p) Yu,v € (c x)dx| < e.

(ohne Beweis)

Beispiel: [} %22 dz ist konvergent.

Es gilt S‘% — 1 (z — 0+4), weshalb das Integral bei 0 nicht uneigentlich ist. Fiir v > u > 0

gilt:
v : v 1
‘/ Smxdx’ = ’/ — sinz da:’
=~

g
_ H_Cosx]v_/ Cozxdx‘
T u ” X

u v I
1 1 170 2
SRR
u v rlu w
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Sei € > 0. Fiir v > u > ¢(¢) := 2/¢ gilt dann
/ sinz
w X

14.3. Absolut konvergente uneigentliche Integrale: f B x) dz heiit absolut konver-

<2/u<e.

gent, falls fa | f(x)| dz konvergent ist.

Beispiel: f - S‘g’” dx ist nicht absolut konvergent: Fiir k € Ny gilt

(k17 | sin :v| 1 2
dx > |smx\ dx =

=2

also gilt fiir n € N:

n

(D™ | sin x| 2
—dx > ——— =50 (n— o).
0 T ~ (k+ 1w

Mithilfe von kann man zeigen (&hnlich wie bei Reihen, vgl. und [7.4)):
14.4. Satz: (1) Ist f ’8 x) dz absolut konvergent, so ist f B (x) dz konvergent und

</ ) e

x)dx

(2) Majorantenkrlterlum

Ist | f] < g auf [a,5) und [ g g ) dx konvergent, so ist [ f by r) dx absolut konvergent.
(3) Minorantenkrlterlum
Ist f>g>0auf[a,f) und [ g % g(z) dx divergent, so ist f f(z) dz divergent.

Beispiele: (1) [,

) \/T dx ist konvergent: Es gilt

x 1
f(z) = N < TE R g(x) (x>1).
Da [, g(z) dz konvergiert, konvergiert auch [ f(z) dz und es gilt:

OS/loof(x)dxg/loog(x)dx:Z
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X

2) [~ o dx ist divergent: Setze g(x) := 1/x. Dann gilt
T T

=:f(z)

f(z) z?

= 1 .
g(x) a2+ Tx +1 (z—>00)

Also existiert ein ¢ > 1 mit f/g > 1/2 auf [¢,00), d.h. es gilt

o) =5 (>0

N | =

flx) =

(man kann hier ¢ = 7 nehmen, wie man direkt einsieht). Da [°(2z)~! dz divergiert, di-
vergiert auch [7° f(x) dx, und somit divergiert auch [ f(z) dz.

Warnungen:
(1) Sind ff f dxr und ff g dz konvergent, so muss ff fg dx nicht konvergieren!

Betrachte z.B. f(x) = g(z) = /2. Dann ist fol f(z)dx konvergent, aber fol f?(z)dw ist
divergent.

(2) Im Unterschied zu Reihen (vgl. (3)) folgt aus der Konvergenz von

/:o f(z)dz

i.a. nicht f(x) — 0 (z — o0). Betrachte z.B. (mit a = 0) die Funktion

f:]0,00) = R, f(x)_{g,’ xeio,eo%?\N.
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15 Grundzige der linearen Algebra

15.1. Beispiel: Zur Motivation betrachten wir das folgende elektrische Netzwerk mit elek-
tromotorischer Kraft U:

——L_1

Ry

I

Wir stellen die beschreibenden Gleichungen nach den Kirchhoffschen Regeln auf:

e Knotenregel: In jedem Knoten ist die Summe der zuflieBenden Strome gleich der
Summe der abflieenden Strome.

e Maschenregel: In jeder Masche ist die Summe der Spannungsabfille tiber den
Widerstanden gleich der Summe der elektromotorischen Krafte.

Dabei nehmen wir an, dass U und Ry, R», ..., Rg bekannt sind, und wollen die Strome
11,15, ..., Is bestimmen. Durch Betrachtung der Knoten A, B, C, D bzw. der Maschen
ABC, ABD, BCD, ADC erhalten wir die Gleichungen

Il —13 —I4 - 0
—IQ +Ig +[5 == O

—[1 +[2 +[6 - 0
I4 —I5 _16 — O

Ry +Ryly +Rsl3 = U
Rg[g —R4[4 —R5I5 == 0

Ryl +Rsls —Rglg = 0

R TR, TRels = U.

Das ist ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit acht Gleichungen fiir die sechs Unbekann-
ten Iy, ..., Is. Die natiirlichen Fragen sind zunachst die nach Existenz und Eindeutigkeit
der Losung und ggf. die nach deren Berechnung.
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Bemerkung: Man kann hier sehen, dass z.B. Addition der ersten drei Gleichungen (bis
aufs Vorzeichen) die vierte Gleichung ergibt und Addition der letzten drei Gleichungen die
fiinfte ergibt. Es gibt hier also redundante Gleichungen. Wir kommen auf dieses Phanomen
zuriick.

Lineare Gleichungssysteme treten in vielen Zusammenhangen auf. Wir werden sie in der
Form AZ = b schreiben, wobei der Vektor & gesucht wird und der Vektor b und die Matrix

A gegeben sind. Im Beispiel ist & = (11, I, ..

b=(0,0,0,0,U,0,0,U) € R® und A ist die Matriz

., Ig) € R® gesucht, die rechte Seite ist

1 0 -1 -1 0 0
0 -1 1 0 1 0

11 0 0 0 1

o 0 0 1 -1 -1 e
R, R Rs 0 o o |S&
0 0 Rs —R, —Rs 0

0 RQ 0 0 R5 —RG

R, 0 0O R, 0 Rg

mit acht Zeilen und sechs Spalten.

15.2. Lineare Gleichungssysteme: Im folgenden sei K = R oder K = C. Es seien
n,m € N. Wir schreiben ein lineares Gleichungssystem (LGS

CL11[E1+ CL121}2+ +a1mxm = bl
2171+ Q22T+ +aomTm = by
Ap1T1+  Qp2To+ +mTm = bn

mit gegebenen a,i, b; € K und gesuchten x1, zo, ..., z, € K in Matrixschreibweise als

ail  aig A1m X1 by
Q21 Q22 A2m T2 by
An1  Ap2 Anm Tm bn
oder als
AZ =D,

wobei A € K™™ und b € K" gegeben und ¥ € K™ gesucht ist. Hierbei verwenden wir das
Matriz- Vektor- Produkt:

Fiir A = (a)j_iie; = (aj) € K™ und 7 = (z3)7, = (2) € K™ ist



Beachte: Wir schreiben Vektoren ¥ = (1, s, ...,2,) € K™, die wir bisher als m-Tupel
geschrieben haben, ab jetzt ggf. als Spaltenvektoren! Dies ist die iibliche Konvention.

Beispiel: Sei | € {1,2,...,m}. Wir bezeichnen den Vektor & := (0x)7-; € K™ als den
1, k=1

0. k£l das Kroneckersymbol ist. Es ist also

l-ten Finheitsvektor, wobei 0y := {

&:=(0,...,0, _1_ ,0,...,0) (I=1,2,...,m).
[-te Stelle

Wir erhalten dann

Az = (Y ans)

k=1
d.h. Ag¢; ist die [-te Spalte der Matrix A. Fiir n =m = 3 und [ = 2 ist etwa

j=1 = (a’jl);‘l:l S Kn)

@11 a2 Q13 0 Q12
Q21 d22 Q23 1 = 22
asy asy ass 0 aso

15.3. Eigenschaften des Matrix-Vektor-Produktes:
Fir alle A, B € K™ und Z,7 € K™, a € K gilt:

A(Z + v) = AZ + Ay, (A+ B)Z = AZ + B, AlaZ) = a(AT) = (aA)Z,
wobei fiir A = (aj;), B = (bj;) die Matrizen A+ B, aA € K™*™ gegeben sind durch
A+ B = (aj; + bji), aA = (aagy),
d.h. an jeder Stelle (j, k) werden die Eintrige addiert bzw. mit o multipliziert.

Diese Rechenregeln kann man folgendermafien formulieren:

Satz: 1) Mit diesen Verkniipfungen ist K"*™ ein K-Vektorraum.
2) Fir festes A € K™ ist die Abbildung K™ — K", Z — AZ linear.
3) Fiir festes ¥ € K™ ist die Abbildung K™ — K", A — AZ linear.

Bemerkung: Das bedeutet, dass das Lineare Gleichungssystem
AT = b,

(mit A € K™™ und beKm gegeben und ¥ € K" gesucht) ein Spezialfall der folgenden
Situation ist:
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15.4. Lineare Gleichungen: Seien V und W zwei K-Vektorraume, ¢ : V' — W sei eine
lineare Abbildung und w € W gegeben. Man sucht v € V' mit

o(v) = w. (LG)

Ist w = 0, so heifit die lineare Gleichung (LG|) homogen, sonst inhomogen, wobei w # 0 als
Inhomogenitat bezeichnet wird.

Beispiele: Sei I C R ein Intervall (mit mindestens zwei Punkten).

1) Lineare Differentialgleichung erster Ordnung (siehe [13.2)): Seien a,b € C(I), V := C*(I)
und W := C(I), sowie

L:CYI)—C(I), L(y) =% —ay.

Dann ist L linear und wir konnen in schreiben als L(y) = b.

2) Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung (siche [13.4)): Seien ag, a1,b € C(I), V :=
C*(I) und W := C(I), sowie

L:C*I)—C(), Ly =y"+ay + ay.
Dann ist L linear und wir kénnen in schreiben als L(y) = b.
Erinnerung: Wir hatten in fiir eine lineare Abbildung ¢ : V' — W die Notationen
Kerng ={veV:¢w)=0}, Bild¢={o):veV}

eingefiithrt und gezeigt, dass Kern ¢ ein UVR von V und Bild ¢ ein UVR von W ist. Beachte,
dass Kern ¢ die Losungsmenge der homogenen Gleichung ¢(v) = 0 ist.

Satz: 1) Die Gleichung (LG) ist genau dann lésbar, wenn w € Bild ¢ ist.
2) Ist (LG] 16sbar und vy € V eine Losung, so gilt fiir die Losungsmenge

{veV:¢(w)=w}=uvy+ Kern¢ := {vg + v1 : v; € Kern ¢}.

Insbesondere ist vy genau dann die einzige Losung, wenn Kern ¢ = {0} ist.

3) ¢ ist injektiv genau dann, wenn Kern ¢ = {0} gilt.
Beweis. 1) ist klar. zu 2): Gilt ¢(v) = w, so ist

d(v —vy) = p(v) — P(vg) =w—w=0

und somit v — vy € Kern ¢, d.h. v = vy + (v —vy) € vy + Kern ¢. Ist umgekehrt v = vy + v;
mit v; € Kern ¢, so gilt

o(v) = d(vg) + ¢(v1) = w + 0 = w.
Somit ist 2) gezeigt. 3) folgt aus 2). 0

134



Bemerkung: Teil 2) des Satzes bedeutet, dass man die Losungen der inhomogenen Glei-
chung erhalt, wenn man zu einer Losung der inhomogenen Gleichung alle Losungen der
homogenen Gleichung addiert. Anders ausgedriickt besagt Teil 2) des Satzes, dass die
Losungsmenge von (LG|), wenn sie nicht leer ist, ein affiner Teilraum von V ist im Sinne
der folgenden Definition.

Definition: Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge F' C V heiit affiner Teil- oder
Unterraum von V, falls es einen UVR U von V und ein vy € V' gibt mit

F=v9+U:={vo+u:ueU}.

Bemerkung: Ist F' = vy + U ein affiner Teilraum, so gilt
U={v—wv:veF}={vy—vy:v,v € F}.
Ist umgekehrt ) # FF C V, v; € F und ist
U:={vy —vy:vy € F}

ein UVR von V| so ist F ein affiner Teilraum von V mit F' = v + U fiir jedes v € F.

Beispiel: In R? sei (a,b) # (0,0). Dann ist U := {(x,y) € R* : ax + by = 0} ein UVR
(Gerade durch (0,0)) und F := {(z,y) € R?: ax+by = 1} ein affiner Teilraum. Ist speziell
(a,b) = (1,1), so ist U die durch y = —x gegebene Gerade und F' ist die durch y = —z +1
gegebene Gerade, man sicht hier z.B. F' = (1,0) + U.

Die affinen Teilrdume von R? sind Punkte, Geraden, Ebenen und R? selber.
Spezialfall: A7 = b, mit A € K™ und b € K”: Dann sind (da Z — AZ linear ist)
KernA:={ZcK": A7 =0} CK™ und BildA:={AZ:7 K"} CK"

Untervektorraume von K™ bzw. K". Kern A ist die Losungsmenge der homogenen Glei-
chung Az = 0.

Die Gleichung Az = b ist losbar genau dann, wenn b € Bild A ist. Ist 7 € K™ eine Losung,
so ist die Menge aller Losungen Z 4+ Kern A ein affiner Teilraum von K™.

15.5. Die lineare Hiille: Ist V' ein K-Vektorraum, n € N und sind vy, vs, . .., v, Vektoren
aus V', so hei3t jeder Vektor der Form

n
E ajv; mit o, a,..., 0, €K
=1

eine Linearkombination (LK) der Vektoren vy, vq, ..., vy.
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Satz: Ist V ein K-Vektorraum und () # M C V, so ist
lind = tin(M) == { 3 aju; 0 € Nooj € Koy € M}
j=1

ein UVR von V und heifit die lineare Hiille von M (oder der von M erzeugte UVR).

Bemerkungen: (1) Im Fall M # () ist also lin(M) die Menge aller Linearkombinationen
von Vektoren aus M. Im Fall M = ) setzt man linM := lin(M) := {0}.

(2) Offenbar ist lin(M) der kleinste UVR von V', der M enthélt. Insbesondere ist U C V
ein UVR von V' genau dann, wenn lin(U) = U gilt.

(3) Ist My C My C V, so gilt lin(M;) C lin(Ms).
Beispiele: (1) In V = R? gilt
lin{(1,0)} = {(,0) : « € R} =R x {0}.
2) In V = R? gilt lin{(1,0), (0,1)} = R? = lin{(1,0), (0, 1), (1, 1)}.
3) Fir K = {(z1,22) € R? : 2?2 4+ 23 < 1} gilt lin(K) = R?.
4) Fiir C' = [0, 00) x [0, 00) gilt lin(C) = R2.
)

(
(
(
(5) In V= K™ gilt K™ = lin{é}, €, ..., €}, denn

m
S m. o= S
VZ = (1, 22,...,2,) € K™ SL’—E T;€].

J=1

(6) Sei A € K™, Fiir 7 € K™ gilt

A = A(i@) - Zm:xjAe},
j=1 j=1

also

Bild A = lin{Aéy, Aés, ..., Aéy,}.
Da Ae; nach dem Beispiel in die j-te Spalte von A ist, haben wir somit:

Bild A ist die lineare Hiille der Spalten von A.

(7) Sei Ly, := {u € C*(R) : v + u = 0}. Das charakteristische Polynom der Differential-
gleichung ist A2 +1 = (X +4)(\ — ). Nach gilt

L, = lin{sin, cos}.
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15.6. Lineare Unabhangigkeit: Sei V' ein K-Vektorraum.

Definition: Man nennt n Vektoren vy, vs,...,v, € V linear unabhdngig, falls fir alle
ay, g, ..., o € K gilt:

n

Zajvj:O == a1 =ayg=...=qa,=0.

7=1
Man kann in diesem Fall den Nullvektor also nur als triviale Linearkombination der
U1, V2, ..., U, erhalten, d.h. nur wenn alle a; = 0 sind.
Sind vy, v9, ..., v, nicht linear unabhangig, so heiflen sie linear abhangig. Die Vektoren
V1, Vs, ..., U, sind also genau dann linear abhangig, wenn man «aq, s, ..., qa, € K findet,

die nicht alle = 0 sind, mit Y7 | a;v; = 0.

Beispiele: (1) v ist linear unabhéngig genau dann, wenn v # 0 gilt.

(2) In R? sind (1,0), (0,1) linear unabhéngig, aber (1,0),(0,1), (1,1) sind linear abhangig,
denn (1,0) 4+ (0,1) — (1,1) = (0,0).

(3) In K" sind die Einheitsvektoren €, €, ..., €, linear unabhéingig.
(4) In C*(R) sind sin, cos linear unabhingig: Sind a, 8 € R mit
asin+fcos =0, dh. asinz+ fcosz=0 (z€R),
so folgt o = 0 durch Einsetzen von x = 7 und 8 = 0 durch Einsetzen von z = 0.

(5) Betrachtet man in Beispiel die ersten vier Zeilen der Matrix als Vektoren im R®, so
sind diese linear abhangig, da ihre Summe den Nullvektor ergibt. Ebenso sind die letzten
vier Zeilen der Matrix als Vektoren linear abhangig, da die Summe der letzten drei die
fiinfte ergibt.

(6) Ist ¢ : V. — W linear und injektiv und sind vy, v, ..., v, € V linear unabhéngig, so
sind ¢(vy), ¢(v2), ..., ¢(v,) linear unabhéngig: Fiir ay, as, ..., q, € K gilt

n n n
ZO&jQﬁ(’l}j) =0 = ¢(ZO&j’Uj) =0 => ZOCJ'UJ' =0 = ogg=a=...=0a, =0.
Jj=1 Jj=1 Jj=1
15.7. Zeilenumformungen: Seien n Vektoren vy, vs, ..., v, aus dem K™ gegeben, deren
lineare Unabhéngigkeit wir untersuchen wollen. Dabei sei v; = (vj1,v)2,...,vjy) fiir j =
1,2,...,n. Wir schreiben die Vektoren vy, vs,...,v, als Zeilen in eine Matrix A, d.h.
Vi1 V12 ... Uim
A= V21 V22 ... Uam c Knxm
Unt Un2 ... Unpm

Die Matrix A bringen wir in eine Form, an der wir die lineare Unabhangigkeit der Zeilen
ablesen konnen, mittels der folgenden Zeilenumformungen:
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(Z1) Ersetze eine Zeile v; durch aw;, wobei a € K\ {0};
(Z2) Ersetze eine Zeile v; durch v; + fvy, wobei § € K und k # j;
(Z3) Vertausche die Zeilen v; und vy, wobei j # k.

Bemerkung: Die Zeilen von A sind genau dann linear unabhéngig, wenn die Zeilen der
umgeformten Matrix linear unabhéngig sind.

Satz: Jede Matrix A = (aj;) € K™™ kann man durch endlich viele Zeilenumformungen in
eine Matrix C' € K" iiberfithren, die in Zeilenstufenform (ZSF') ist. Dabei heifit

Ci1 Ci2 ... Cim
C _ Cy1 C22 ... Com
Chl1 Cn2 ... Cpm

in Zeilenstufenform, falls es ein r € {0,1,...,n} und 1 < k; < kg < ... <k, < m gibt mit

firj=1,2,...,rgiltcy=0fir k=1,2,...,k; — 1 und v; := cj, # 0;
firj=r+1,...,ngilt ¢jz =0 fir alle k =1,2,...,m.

Man braucht dafiir sogar nur Umformungen der Art (Z2) und (Z3).

Beispiel fiir eine mogliche Zeilenstufenform mit n = 5 und m = 8 und r = 4. Hierbei seien
Y1, Y2, Y3, V4 # 0 und * ist ein beliebiger Eintrag:

0 7 * *x % x *
0 0 0 7 * = *
0 0 0 0 7 = *
0 0 0 0 0 0 ~ =
00 0 0 0 0 0 O

Hier ist also k1 = 2, ko =4, k3 =5,ky = 7.
Zum Beweis des Satzes betrachtet man zunachst die erste Spalte von A.

1) Ist aj; # 0, so setzt man Cy := A, 71 := ay; und zieht fiir j = 2,...,n von der j-ten
Zeile das a;1/v1-fache der ersten Zeile ab (d.h. man wendet (Z2) an). Man erhélt so
eine neue Matrix C7 mit Nullen in der ersten Spalte unterhalb von ~;:

71 G2 v Aim
0 ¢V ... c(}?)l

Cl == . 2.2 . 2 ;
0 oL

und macht mit der Matrix weiter, die man durch “Streichen” der ersten Zeile und
ersten Spalte von C erhalt.
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2) Ist a;3 = 0 und a;; # 0 fiir ein j € {2,...,n}, so vertauscht man die erste und die
j-te Zeile (d.h. man wendet (Z3) an), nennt die entstehende Matrix Cp und mache
dann wie in 1) weiter.

3) Ist aj; = 0 fiir alle j = 1,2,...,n, so wendet man das Verfahren an auf die Matrix,
die durch “Streichen” der ersten Spalte von A entsteht.

Das Verfahren wird nun solange wiederholt, bis Zeilenstufenform erreicht ist. “Streichen”
bedeutet hier nur, dass die entsprechenden Zeilen bzw. Spalten nicht mehr verandert wer-
den.

Folgerung aus dem Satz: Die n Zeilen der Matrix A sind genau dann linear unabhéngig,
wenn fiir eine zugehorige Matrix in Zeilenstufenform r = n gilt, d.h. also genau dann, wenn
in der Zeilenstufenform keine Nullzeilen auftreten. Dies kann wegen » < m hochstens dann
sein, wenn n < m ist. Das bedeutet, dass m + 1 oder mehr Vektoren im K-Vektorraum K™

immer linear abhangig sind.
Beispiel: Wir untersuchen die Vektoren
v = (1,3,-2,4), vy = (—1,-1,5,-9), v3 = (2,0,-13,23), vy = (1,5,1,-2) € R*

und erhalten nacheinander die Matrizen

1 3 -2 4 1 3 -2 4
-1 -1 5 =9 N 0 2 3 -5 N
2 0 =13 23 0 -6 -9 15
1 5 1 =2 0 2 3 —6
13 -2 4 1 3 -2 4
02 3 -5 _ 02 3 -5
00 0 O 00 0 -1
00 0 -1 00 0 O

Die Vektoren vy, vy, v3,v4 sind also linear abhangig.

Bemerkung: Man sieht auch, dass Zeilenumformungen die lineare Hiille der Zeilen einer
Matrix nicht andern. Ein Blick auf die dritte Matrix zeigt, dass v3 eine Linearkombination
der Vektoren vy, vy ist (es wurden bis dahin nur Umformungen der Art (Z2) vorgenommen,
d.h. es wurden keine Zeilen vertauscht!): Die erste Zeile ist immer v;, die zweite Zeile ist
beim ersten Mal vs und danach immer v, 4 vy, die dritte Zeile ist erst vz, dann v3 — 20,
und dann (v3 — 2v1) + 3(vy + v1) = v3 + v1 + 3vg = 0, also gilt v3 = —v; — 3vy. Wir haben
deshalb

lin{wvy, ve,v3} = lin{uvy, va},

und weiter also auch
lin{wvy, ve, v3, v4} = lin{vy, va, vy }.
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Auflerdem sieht man, dass vy, v9, v4 linear unabhéngig sind.

Beispiel: Wir wenden das Verfahren an auf die ersten vier Zeilen der Matrix A aus [15.1}

1 0 —1 -1 0 0 1 0 -1 -1 0 0
0 -1 1 0 1 0 0 -1 1 0 1 0
11 0 0 0 1 — 01 -1 -1 0 1
0 0 0 1 -1 —1 00 0 1 -1 -1
1 0 -1 =1 0 0 1 0 -1 =10 0
. 0 -1 1 0 1 0 . 0 -1 1 0 10
00 0 -1 1 1 00 0 —1 11
00 0 1 -1 -1 00 0 0 00

Es wurden hierbei keine Zeilen vertauscht. Die ersten drei Zeilen sind also linear un-
abhangig, alle vier Zeilen sind linear abhéngig. Die vierte liegt somit in der linearen Hiille
der ersten drei Zeilen.

15.8. Zeilennormalform: Eine Matrix, die in Zeilenstufenform ist, kann man durch
Zeilenumformungen auf Zeilennormalform (ZNF') bringen. Dabei heiit C' = (¢;;,) € K™*™
in Zeilennormalform, falls zusétzlich (mit den Bezeichnungen von [15.7)) gilt:

fur j = 1,2,...,7r gilt: 75 = cjp;, = Lund ¢, = 0 fiir [ = 1,2,..
oberhalb von cj;, stehen auch nur Nullen).

j—1(dh

Beispiel mit n =5 und m =8, r =4 aus[15.7}

01 = 00 % 0 =
00010 x 0 x
0 0001 x 0 =
0 00 O0O0O0 1 =«
000 0O0OO0TO0DDO

Beispiel: Fiir die konkrete Matrix im Beispiel in formen wir weiter um: Zunachst
bringen wir alle v; auf 1 und gehen dann von rechts nach links vor:

3

o O O
S O N

o O O

2 4
3 -5
0 -1
0 0
3 -2 0
1 3/2 0
0 0 1
0 0 0
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3

1
0
0

OO = O

—2 4
3/2 —5/2
0 1
0 0

~13/2 0
3/2 0
0 1
0 0



15.9. Basen und Dimension: Es sei V ein K-Vektorraum.

Definition: Sei n € N. Die Vektoren by, by, ..., b, € V heiflen eine (geordnete) Basis von
V, falls sie linear unabhéngig sind und

hn{bl,bg, ce ,bn} =V

gilt. V' heilt endlich-dimensional, falls V' in diesem Sinne eine Basis hat, und V heif3t
unendlich-dimensional sonst.

Satz und Definition: Ist V' endlich-dimensional, so enthalten je zwei Basen von V' die

gleiche Anzahl von Elementen. Diese Zahl heifit die Dimension von V', geschrieben dim V.

Beispiele: Es gilt dimK"” = n und eine Basis ist gegeben durch die FEinheitsvektoren

€1,€2,...,En.

Der K-Vektorraum K™ hat die Dimension n-m. Eine Basis ist gegeben durch die Matrizen
Bypg = (0jp0kq) =1 p=1 p=1,...,n,q=1,...,m).

Die Matrix B, hat an der Stelle (p, ¢) eine Eins und sonst Nullen.

Bemerkung: V' ist unendlich-dimensional genau dann, wenn es zu jedem n € N linear
unabhangige Vektoren vy, vs,...,v, € V gibt. In diesem Fall setzt man dim V' := oo.

Beispiel: Sei a < b. Dann gilt dim C([a,b]) = oo: Fiir jedes k € Ny sei py : [a,b] — R,
pr(z) := 2%, Dann sind fiir jedes n € N die Funktionen pg, pi, ..., p, linear unabhingig,
denn fiir ag, aq, ..., @, € R mit

aopo(z) + aupi(z) + ... + anpp(z) =0 (2 € [a,0])

folgt g = a1 = ... = o, = 0, da nur das Nullpolynom unendlich viele Nullstellen hat (vgl.
5.5).

Bemerkung: Ist n € N und by, b,,...,b, eine Basis von V', so gibt es zu jedem v € V
eindeutig bestimmte oy, ao, ..., a, € K mit

v = Oélbl + Oézbg + ...+ Oénbn = Zajbj'
j=1

Diese aq, ao, ..., a, heilen die Koordinaten von v bzgl. der Basis by, b, ..., b,.

Beweis. Die Existenz folgt aus v € V' = lin{by,bs,...,b,}. Sind a;,a;, e K (j =1,...,n)
mit Z?:l Oéjbj =0V = Z?:l &jbj, SO fOlgt

O:U—U:Z(Oéj—aj)bj
j=1
und weiter o; = o; (j =1,...,n), da by, b, ..., b, linear unabhéngig sind. O
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Satz: Sei V ein K-Vektorraum und seien vy, vs,...,v, € V. Dann ist die Dimension
dimlin{vy, vy, ...,v,} der linearen Hiille von vy, vs,. .., v, gerade die Maximalzahl linear
unabhangiger Vektoren unter den vy, vo, ..., v,.

Beispiel: Im R? sei v} := (1,1,0), ¥ := (1,0,0) und @5 := (0,1,0). Dann sind @y, @ linear
unabhéngig, aber 5 € lin{#;, v} und v, ¥, ist eine Basis von

lin{}, Uy, U3} = lin{t}, U }.
Also ist dim lin{#, Uy, U3} = 2. Auch ¥y, U3 bzw. Uy, U3 sind hier Basen von lin{}, U, 3}

Warnung: Fiir einen Vektorraum V ist es fiir die Dimensionsbestimmung wichtig, ob man
ihn als C-Vektorraum oder als R-Vektorraum betrachtet, d.h. ob man Linearkombinationen
mit komplexen oder nur mit reellen Koeffizienten zulasst. Z.B. gilt

C—-dimC=1, aber R —dimC =2

(wie schon an der Veranschaulichung von C als komplexe Zahlenebene zu sehen ist). Eine
Basis des R-Vektorraums C ist gegeben durch 1,:. Eine Basis des C-Vektorraums C ist
gegeben durch 1.

Ebenso ist die Dimension von C™ als C-Vektorraum = n und eine Basis ist €7, és,...,€,.
Die Dimension von C" als R-Vektorraum ist hingegen = 2n und eine Basis ist z.B.
€1,€9,...,€pn,1€1,1€9,...,1€,.

15.10. Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems: Seien A € K™ und
b € K" gegeben. Bisher bekannt:

(1) Kern A ist ein Untervektorraum von K™ und Bild A ist ein Untervektorraum von K".

(2) Bild A ist die lineare Hiille der Spalten von A.

(3) Hat die Gleichung AZ¥ = b eine Losung Z, so ist die Losungsmenge der Gleichung
der affine Teilraum Z 4 Kern A. Insbesondere ist die Losung eindeutig genau dann, wenn
Kern A = {0} gilt.

(4) Es gilt
AT = b ist losbar < b€ BildA < b ist LK der Spalten von A.

Beispiele: (1) A = (8 (1)), b= (?). Dann hat A% = b keine Lisung.

(2) Sei A wie eben und b= ((1)) Dann ist AZ = b losbar und die Menge aller Lésungen ist

der affine Teilraum {(D)iaex=(1)+ i@ -

= Kern A
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(3) Sei A= (?]) und b= (?). Dann ist & = (_11/2) die eindeutige Losung von AT = b.

Bemerkung: Ein lineares Gleichungssystem kann also keine, genau eine oder unendlich
viele Losungen haben.

15.11. Losungsalgorithmus: Seien A € K™ und b € K» gegeben. Zur Losung erweitern
wir die Matrix A um b als (m + 1)-te Spalte, betrachten also (4]b) € K™ (™) Fiir

A = (aj;) und b= (b;) ist

ai;pr a2 ... QAim bl

- 21 @29 ... QA9m b2
(Alb)=1| .

An1 Qp2 .. Gpm | by

Wir werden Zeilenumformungen verwenden (vgl. [15.7)).

Beobachtung: Geht die Matrix (B | ¢) aus der Matrix (B | &) durch eine Zeilenumformung

hervor, so gilt
(e K™ : B¥=¢} = {fc K" : Bi =&},

d.h. die Losungsmenge der entsprechenden linearen Gleichungssysteme andert sich nicht.

Allgemein gilt: Geht B aus B durch eine Zeilenumformung hervor und ist die k-te Spalte
von B Linearkombination anderer Spalten von B, so ist die k-te Spalte von B Linearkom-
bination der entsprechenden Spalten von B und zwar mit denselben Koeffizienten.

Algorithmus (Eliminationsverfahren nach Gauf}):

(1) Matrix A um b als letzte Spalte erweitern.

(2) Die erweiterte Matrix (A | b) durch Zeilenumformungen auf ZNF (oder ZSF)
bringen.

(3) Losbarkeit und Losung ablesen.

Zu Schritt (2) vergleiche und [15.8]
Beispiel: Wir rechnen das Beispiel mit den folgenden Werten:
Ri=5Q, Ro=Rs =109, R3 =R, =200, R; =40Q, U =40V.

Dabei lassen wir die vierte und die fiinfte Zeile weg, da diese Linearkombination der ersten
drei Zeilen bzw. der letzten drei Zeilen sind und also die Losungsmenge nicht geandert
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1 0 -1 -1 0 0 |0
0o -1 1 0 1 0 |0 1 0 -1 -1 0 0 |0
-1 1 0 0 0 1 0 0 -1 1 0 1 0 |0
0O 0 O 1 -1 =110 o -1 1 0 0 0 1 0
Ry Ry Rz O 0 0 |U 0O 0 20 —-20 —40 O | O
0 0 Ry —Ry —Rs; 0 |0 0O 10 O 0 40 —-101 0
0 Ry O 0 Ry —Rg|0 5 0 0 20 0 10 |40
Ry 0 0 Ry 0 R |U
Wir addieren Z; zu Z3 und (=5) - Z; zu Zg und erhalten:

1 0 -1 -1 0 0 |0

0 -1 1 0 1 0 |0

0o 1 -1 -1 0 1 0

0O 0 20 —20 —40 0 | O

0 10 0 0 40 —10] 0

0O 0 5 25 0 10 |40

Wir addieren Z, zu Z35 und 10 - Z5 zu Zs und erhalten:

1 0 -1 -1 0 0 |0

0 -1 1 0 1 0 |0

0o 0 0 -1 1 1 0

0 0 20 —20 —40 0 | O

0O 0 10 O 50 —101] 0

0 0 5 25 0 10 |40

Wir addieren (—2) - Zg zu Z5 und (—4) - Zg zu Z,, anschlieflend schieben wir die sechste

Zeile hinter die zweite:

[l olNoNoll S

1
)
0
0
0
Wir addieren (—120) - Z4 zu Zs und

—1
-1

(il olNoNoll S
o O OO
S OO ot

~1
0
25
-1
~120
—50

0
1
0
1

—40
20

-1
0
25
-1
0
0

0

1

0

1
—160

0
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0
0
10
1
—40
—30

0

10
1

—80

0
0
40
0
—160
—80

(—50) - Z4 zu Zg und erhalten:

0
0
40
0
—160
—80



Diese Matrix ist in ZSF, das LGS ist eindeutig l6sbar, und wir konnen von unten nach
oben nacheinander ablesen bzw. berechnen:

I6:1A7 [5:014, [4:114, [3:114, [2:1A, Il :2A

Algorithmus Schritt (3), Ablesen der Losbarkeit: Das lineare Gleichungssystem
AZ = b ist nicht 16sbar genau dann, wenn eine ZSF von (A|b) die Form C = (c;;) €
K™+ hat und es ein j € {1,...,n} gibt mit ¢; = 0 fiir k= 1,...,m und ¢;,,41 # 0.

Mit den Bezeichnungen aus ist dies genau dann der Fall, wenn £, = m + 1 gilt.
Beispiel: siehe Beispiel [15.10(1). Dort ist n =m =2, r =2, ky = 2, ky = 3.

Algorithmus Schritt (3), Ablesen der Lésung im allgemeinen Fall: Man bringe
die Matrix auf Zeilennormalform. Wir zeigen am Beispiel, wie man im Falle der Losbarkeit
die Losungen ablesen kann. Dazu nehmen wir an, dass die berechnete Zeilennormalform
von (A]b) die folgende Gestalt hat (hier ist n = 4, m = 5):

10 (03] 0 61 C1

01 Q9 0 ﬁg (&)

00 0 1 ﬁg C3

00 0 0 00

Man nehme die Variablen zu den Spalten, die “hinter” den Stufen stehen (im Beispiel die
dritte und die fiinfte Spalte), als freie Parameter (im Beispiel also etwa s = x3 und t = x3).
Schreibt man die Gleichungen wieder aus, so erhélt man

r1 =01 —Ssoq —thy, X2 =cy— Sag —tfy, x4 =c3—tPs.

Also ist die Losungsmenge von Ax = b gegeben durch

(&1 —aq — 1
C2 —Q2 — [
{ 0 |+s| 1 |+¢] o :s,teK}.
C3 0 —f3
0 0 1
—Qq —
— Qg — [
Hier gilt Kern A = lin({ 1 ) 0 }) und dim Kern A = 2. Die Lésungsmenge
0 —Ps
0 1
&)
Ca
ist eine Ebene durch den Punkt 0
C3
0
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Zum selben Ergebnis gelangt man mit dem (—1)-Ergidnzungstrick:

Ausgehend von der Zeilennormalform lasse man zunéchst die Nullzeilen weg. Dann erganze
man unter den Zeilen mit “lingeren” Stufen eine Zeile mit —1 und sonst Nullen (ggf.
mehrere solcher Zeilen s.u.) so, dass auf der Diagonalen nur 41 steht. Im Beispiel

10 ap 0 By |
3(1)218? 21 10 oy 0 Bile X 01 an 0 By |eo
00021ﬁ2 C2 N 01042052 o - 00 -1 0 0 0
0000 0|0 00 0 1 f5|c 00 0 1 fsjc
00 0 0 =110

Dann nimmt man fiir jede (—1)-Spalte einen freien Parameter und kann die Losungsmenge
hinschreiben: letzte Spalte plus jeweils freier Parameter mal entsprechender Spalte, also

C1 631 61
Co Qg 52
{ 0 |+s| =1 | +¢] o :s,teK}.
3 0 B3
0 0 —1

Man vergleiche dies mit der Darstellung oben.

Weiteres Beispiel zum (—1)-Ergénzungstrick:

1 0 o B
(1) (1) Zl gl 21 = 1 0 an B (-1 01 ar fBolc
000 00 01 e Brje rO N I
00 0 =110
Die Losungsmenge ist hier also gegeben durch
C1 031 Bl
Co Qg Bo ) }
{ Al Rl I I B RN 4
0 0 -1

Bemerkung: Enthilt die ZNF links Nullspalten, so ergénze man fiir diese die (—1)-Zeilen

oben. Im Beispiel [15.10(2) also
011 - —-100
— (01]1) Y
0010 0111

mit der abgelesenen Losungsmenge
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15.12. Der Rang einer Matrix: Fiir eine Matrix A € K™ ist die Maximalzahl r linear
unabhéngiger Zeilen gleich der Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (man sagt auch
“Zeilenrang = Spaltenrang”). Die Zahl r heifit Rang der Matriz A, geschrieben Rang A.

Beweis. Man betrachte die ZNF von A. O

Bemerkung: Es gilt Rang A = dim Bild A.
Satz: Sind A € K™™ und b € K", so gilt:

AT = b ist lossbar <= Rang A = Rang (A]b),

d.h. ein lineares Gleichungssystem ist losbar genau dann, wenn der Rang der Matrix A

-,

gleich dem Rang der erweiterten Matrix (A |b) ist.

15.13. Dimensionsformel: Sei A € K"*™. Dann gilt

m = dim Bild A + dim Kern A = Rang A + dim Kern A.

Man vergleiche mit [15.11] (insbesondere mit der Form der Matrix, die beim (—1)-
Ergénzungstrick entsteht).

1 01
Beispiele: (1) A= | 1 1 0 |. Hier ist n = m = 3 und Rang A = 3, da die Zeilen
010

(oder auch die Spalten) linear unabhéngig sind. Somit ist dimKern A = 3 — 3 = 0 und
Kern A = {0}. Ablesen lésst sich das natiirlich auch an einer ZSF:

1 1 0 1 1
0 — 01 -1 — 0
0 01 0 0

1
-1
1

[ e
— — O
O = O

11 2
(2) A= 1 0 1 |.Hierist n =m = 3 und Rang A = 2, da die ersten beiden Spal-
011

ten linear unabhangig sind, die dritte Spalte jedoch Summe der ersten beiden. Somit ist
1

dim Kern A = 3 — 2 = 1. Durch Probieren findet man 1 € Kern A. Folglich ist
-1

KernA=1lin{| 1 |}
—1
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Zum selben Ergebnis kommt man mit einer ZNF und anschliefender (—1)-Ergénzung:

1 1 2 1 0 1 11 2
1o01)]—=10 -1 -1 |—=1011
011 0 1 1 000
1 01 1 10 1
-1 011 01 1
000 0 0 -1

15.14. Lineare Abbildungen als Matrizen: Seien VW endlich-dimensionale K-
Vektorraume und ¢ : V' — W eine lineare Abbildung. In V und W seien Basen by, b, . . ., b,,
bzw. c1,¢a, ..., ¢, gegeben (insbesondere gilt dim V' = m und dim W = n). Dann gibt es
genau eine Matrix A € K"*™ mit der Eigenschaft

m n a1 51
¢<Zakbk> ZZ@'CJ' — Al = :
k=1 i=1 QU Bn
Durch die Matrix A werden also die Koordinatentupel (aq, ag, . . ., o) € K™ von Vektoren

v € V bzgl. der Basis by, by, . . ., by, auf die Koordinatentupel (51, B2, . .., 8,) € K™ von ¢(v)
bzgl. der Basis ¢y, co, ..., ¢, abgebildet.

Diese Matrix A heift Darstellung von ¢ bzgl. der Basen by, by ... by, und ci,co,. .., Cy.
Man erhélt die Matrix A wie folgt:

In der k-ten Spalte von A stehen die Koordinaten des Bildes des k-ten Ba-
sisvektors by, also die Koordinaten von ¢(b;) (k=1,...,m).

Beispiele: (1) Sei A € K"*™. Die Darstellungsmatrix von ¢4 : K™ — K", ¢4(Z) := AZ,
bzgl. der Standardbasen in K™ und K" ist A.

(2) Die lineare Abbildung ¢ : K* — K2 sei gegeben durch
(1, 29, 23) = (221 — T2 + T3, —T1 + 272 + X3, 71 — Ty + 273).

Wir bestimmen die Matrix A zu ¢ bzgl. der Basis l;l, 62, 53 im Argument- und Zielraum,
wobei

1 1 0
b= 1], bb=(0], b=]|1
0 1 1
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Es ist

1
o) = [ 1 | =1-04+0-b40-0bs,
0
— 3 — — —
dby) = [ 0| =0-by+3-by40-0bs,
3
— O — — —
o(bs) = 3 =104+ (=1) by +2-bs,
1
also
1 0 1
A= 0 3 -1
0 0 2

Verwenden wir hingegen 51, 52, 53 nur im Argumentraum von ¢ und die Standardbasis im
Zielraum von ¢, so erhalten wir als Darstellungsmatrix

1 30
10 3
0 31

Verwenden wir in Argument- und Zielraum die Standardbasis, so erhalten wir als Darstel-
lungsmatrix

2 -1 1
-1 21
1 -1 2

(3) Ein besonderer Fall ist die Darstellung der Identitat Id : K — K", ¥ — &, wenn man
in Argument- und Zielraum verschiedene Basen verwendet. Nehmen wir im Argumentraum
die Basis l;l, 52, 53 aus Beispiel (2) und im Zielraum die Standardbasis €}, €5, €3, so ist die
k-te Spalte der Darstellungsmatrix gerade I;k, d.h. die Darstellungsmatrix ist

110
B := 1 01
011

Nehmen wir hingegen im Argumentraum die Standardbasis und im Zielraum die Basis
b1, by, by aus Beispiel (2), so ist wegen

I L 1 D R G
€1 = 5(61 + b2 — bg), €y = E(bl — b2 + bg), €3 = 5(—61 4+ bg + bg)

die Darstellungsmatrix gegeben durch



(4) Es sei V' = lin{1,sin, cos}. Dann ist V ein UVR von C'(R) mit dim V' = 3. Betrachte
die lineare Abbildung ¢ : V' — V., ¢(f) = f’. Bzgl. der Basis 1,sin, cos im Argument- und
Zielraum erhalten wir die Darstellungsmatrix

A:

o O O
= O O
|
—_

15.15. Das Produkt von Matrizen: Seien n,m,q € Nund A € K™ B € K™*¢
Matrizen. Dann sind die Abbildungen ¢4 : K™ — K", ¢4(%) = AZ, und ¢p : K — K™,
¢p(Z) = BT, linear, und ¢4 o ¢p : K? — K" ist auch linear. Die Darstellungsmatrix von
¢4 0 ¢p bzgl. der Standardbasen ist gegeben durch das Matrizprodukt AB € K"*¢ wobei
fiir A = (a;i)j— 42, und B = ()i, /-, die Matrix AB Eintrige (cj)j—,;—, hat mit

le:Zajkbkl (jzl,...,n,lzl,...,q).
k=1

Beweis. Fir & = (z1,29,...,7,) € K? gilt

ABZ) = (ai)jx ( Zq: bkm> L ( zm: ajk zq: bklxl>j
= ( Xq: ( i ajkbk:l>90z>j = ( i": ajkbkl>j7l($l)l-

Man beachte, dass hierbei die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von
B ist (ndmlich m), andernfalls ist das Matrixprodukt nicht definiert. O

Bemerkung: Man erhélt den (j,[)-ten Eintrag von AB, indem man die j-te Zeile von A
mit der [-ten Spalte von B multipliziert (im Sinne des Matrix-Vektor-Produktes aus m

und.
11\ /1-1\ (10
(01) (01)‘(01)'

Beispiel mit n =m = 2:
Eigenschaften des Produktes von Matrizen: Fiir alle A, Ay, € K", B;, B, € K™*4
und alle o € K gilt:

(Al + OéAQ)Bl = AlBl + OéAQBl, Al(Bl + OéBQ) = AlBl —I— CMAlBQ,
d.h. fiir festes B € K™*7 ist

K™™ — K™, Ay AB
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linear, und fiir festes A € K™*™ ist
K™ —» K" B+~ AB

linear. Also ist die Abbildung K™*™ x K™*4 — K"*4 (A, B) — AB bilinear (d.h. linear
in jedem Argument).

Auflerdem ist das Produkt von Matrizen assoziativ: Sind A, B, C' Matrizen und sind AB
und BC' definiert, so gilt

A(BC) = (AB)C'  =: ABC

Warnung: Im allgemeinen gilt AB # BA. Damit beide Produkte existieren, muss zunéachst
n = q sein. Dann ist AB eine n X n-Matrix und BA eine m x m-Matrix. Gleichheit kann
also hochstens fiir n = m = ¢ gelten. Fiir n = m = ¢ = 2 ist aber z.B.

(o1) (o) = (o) # (1) = (o) ()

Anwendung Basiswechsel: Im Beispiel [15.14)2) ist die lineare Abbildung ¢ : K3 — K3
bzgl. der Standardbasis gegeben durch die Matrix

2 -1 1
F=1-1 21
1 -1 2

Gehen wir im Argumentraum zur Basis 51, 52, 53 iiber, so erhalten wir die entsprechende
Darstellungsmatrix fiir ¢, wenn wir mit der entsprechenden Darstellungsmatrix B der
Identitét Id : K* — K® aus Beispiel [15.14{3) von rechts multiplizieren:

2 —1 1 110 130
FB=| -1 21 101]=(103],
1 -1 2 011 03 1

man vergleiche mit der Matrix aus [15.14{2). Es gilt namlich fiir 7 € K3:

3 3
Z_‘):Zak_’k:ZBkekHﬁb Z%ek

mit

B = Ba&und ¥ = FA3, also 7 = FBQ.
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15.16. Invertierbare Matrizen: Fiir n € N heiBt I, := (d;3)7,-, € K™ die (n x n)-
FEinheitsmatriz (wir schreiben kurz I, wenn n aus dem Zusammenhang klar ist).

Es gilt dann
VAe K" : JA=AI=A

und die zugehorige Abbildung ¢ : K — K" ist die Identitiat © — 7.
Definition: Eine Matrix A € K"*" heifit requldr, falls Rang A = n ist, und invertierbar,

falls es eine Matrix B € K"*" gibt mit AB = BA = 1.

Bemerkung und Definition: Ist A invertierbar, so ist die Matrix B in obiger Definition
eindeutig bestimmt, denn fiir eine weitere Matrix B mit diesen Eigenschaften folgt:

B =BI = B(AB) = (BA)B = IB = B. ()

Diese Matrix B heifit Inverse von A (oder zu A inverse Matriz) und wird mit A~ be-
zeichnet. Die Abbildung K® — K", ¥ — A~'% ist die Umkehrabbildung von K* — K",
T— AZ.

Rechenregeln: Seien A, B € K™ " invertierbar. Dann sind A~! und AB invertierbar, und
es gilt:
(A H)t=A4 und (AB)'=B'A".

Die zweite Regel ist die Hemd-Jacken-Regel (vgl. .
Satz: Sei A € K™*". Dann gilt:
Aist regulir <= BildA =K" <= KernA = {0} <= A ist invertierbar.
Fiir die induzierte lineare Abbildung ¢4 : K* — K" gilt:
¢4 surjektiv <= ¢4 injektiv <= ¢4 bijektiv.

Bemerkung: Sind A, B € K™ mit AB = I, so sind A und B invertierbar und es gilt

A7l = B. So ist etwa ((1] })_1 = (5711) (vgl. Beispiel in [15.15)).

Beweis. Gilt AB = I, so ist Kern B = {0} und Bild A = K", und nach dem Satz sind A, B
invertierbar. Somit ist dann auch

B=IB=A"'"AB=A"1=A4"
]

Bemerkung: Ist V' ein unendlich-dimensionaler Vektorraum und sind ¢, : V' — V lineare
Abblidungen mit ¢ o ¢ = Idy, so sind ¢ und % nicht notwendig invertierbar. Betrachte
zum Beispiel V' = C*°([0,1]) mit ¢,¢ : V — V definiert durch

o) =1\ o)) = / " f(tydt (= € 0,1)).
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Dann gilt ¢(¢(f)) = f (f € V). Aber ¢ ist nicht injektiv und ¢ ist nicht surjektiv.

Berechnung von A~': Man 16se fiir jedes [ € {1,2,...,n} das Gleichungssytem A% = €.
Die Losung ist die [-te Spalte von A~!. Man kann diese Gleichungssysteme auch simultan
16sen.

Beispiel: Sei A = (¢ 2) € K%*2 invertierbar und a # 0. Wir setzen § := ad — bc und sehen

an der dritten Matrix, dass 0 # 0 ist.
a b1 0 o 1 b/a 1/a 0 o 1 b/a| 1/a O
c d|0 1 0 d—bc/a|—c/a 1 0 d§/a|—c/a 1

1 bla| 1/a 0O 1 0[2+% —p/s
_>(o 1| —c/s a/5>_>(01 '

—c/d a/d
Wegen 1 + 2 = d/§ ist also
a b\ ' L[ d —b
c d o\ —c a )

Den Fall ¢ # 0 behandelt man analog, er fiihrt auf dieselbe Formel. Wir sehen auch, dass
Invertierbarkeit aquivalent ist zu § # 0.

Anwendung Basiswechsel: Ist l;l, ceey b, eine weitere Basis und B die Matrix mit Spalten
by (k=1,...,n), so ist B die Darstellungsmatrix von Id : K" — K" bzgl. by,... b, im
Argumentraum und Standardbasis im Zielraum (vergleiche Beispiel [15.14](3)). Die Matrix
B ist invertierbar und B~! ist gerade die Darstellungsmatrix von Id : K* — K" bzgl.
Standardbasis im Argumentraum und by, ..., b, im Zielraum (im Beispiel (3) gilt

BC =1, also C = B™!).
Ist ¢ : K® — K" eine lineare Abbildung mit Darstellungsmatrix F* bzgl. der Standardbasis,

so ist die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der Basis by, ...,b, in Argument- und Zielraum
gegeben durch B~'FB. Mit F aus Beispiel [15.15/und B aus Beispiel [15.14(3) gilt etwa
B7'FB = A,

mit der Matrix A aus Beispiel [15.14{2).

Beispiel: Sei V' der C-Vektorraum der Polynome p = p(x) mit komplexen Koeffizienten
vom Grad < 2 und die lineare Abbildung ¢ : V' — V gegeben durch ¢(p) = p’ — p. Die
Darstellungsmatrix F' von ¢ bzgl. der Basis e;(z) = 1,ex(z) = z,e3(z) = 2 von V ist
wegen ¢(1) = —1, ¢(x) =1 — xz, ¢(2?) = 22 — 2 gegeben durch

-1 1 0
F = 0 -1 2
0 0 -1

Eine andere Basis von V ist gegeben durch

bi()=(x+i)? =2 +2ix—1, byz)=(z—i) =22z —1, by(x)=2"+1,
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und die Darstellungsmatrix von Id : V' — V mit b-Basis im Argumentraum und e-Basis im
Zielraum ist

-1 —-11
B = 2t =20 0
1 11

Wir invertieren B nach dem oben angegebenen Verfahren:

~1 -1 1|1 00 1 1 —-1|-10 0

2% —2 0/0 1 0| =0 —4 2|2 10

1 1 1[/00 1 0 0 2| 101
1 10[=1/2 0 1/2 10 0]-1/4 —i/4 1/4
— 10 —4i 0 i1 —i | o501 o0]=1/4 i/ 1/4
0 0 1| 1/2 0 1/2 00 1| 1/2 0 1/2

(man tiberzeuge sich am Ende evtl. durch die Probe). Die Inverse von B ist also gegeben
durch

—1/4 —i/4 1/4
Bl'=| -1/4 /4 1/4 |,
1/2 0 1/2
und die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der b-Basis in Argument- und Zielraum ist also
—1/4 —i/4 1/4 -1 1 0 -1 -1 1
B7'FB = —1/4 /4 1/4 0 -1 2 2i —2i 0
/2 0 1/2 0o 0 -1 1 11
—1—1 0 —i/2
= 0 —1+4i /2
' —i -1

Das bedeutet
B, — by = (=1 — )by +ibs, by—by=(—1+i)by—ibs, b, —by= —%bl + %b2 by,

bzw. ) )
W, = —iby + iby, b, =iby —ibsy, b, = —%bl + %bg

(man mache auch hier die Probe).

Diagramm zum Basiswechsel in diesem Beispiel:

vy 2y vy
lbj lej lej lbj 7+ B 'FBf
K B, k3 £ ks B R
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