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Kapitel 1

Logik

e Kiniges iiber Logik
»Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist.“

»A, B, C, ... Variablen fiir Aussage*“
e —A die Verneinung von A: —A ist wahr, genau dann wenn A falsch ist.

e —A ist falsch, genau dann wenn A wahr ist.

A: Alle Leser dieses Buches finden, es ist schon.
—A: Es gibt (mindestens) einen Leser, der es nicht schon findet.

e Neue Aussagen: (AV B) A (AA B) sind neue Aussagen, die mittels der Wahrheitswerte von A und B wie
folgt definiert sind:

e (AV B) ist falsch, wenn sowohl A als auch B falsch sind, in allen anderen Féllen ist (A V B) wahr.

1.1 Wahrheitstabellen

|A]B|(AVB) |

W w w

w | f W

f|w w

f]f f
(A A B) ist wahr, wenn sowohl A als auch B wahr sind, sonst ist (A A B) falsch.
[A]B][(AAB)] [A]B](AAB) [ (AVB)A(AAB) |

w|w w w|w w w

w | f f w | f f f

f|w f f|w f f

f]f f f]f f f
Bemerkung;:

o AN (—A) ist falsch (Definition von Aussage).
o AV (—A) ist wahr (Definition von Aussage). = Tautologie
e A = B soll heiflen: A A B sind verschiedene Formulierungen derselben Aussage.

e 2(mA)=A
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e A := B soll heilen: B definiert A
[ ] —\(—\A) = A

1.2 Implikation ,,—

e A— B: Wenn A, dann B/Aus A folgt B
e (A~ B):=(—-A)V B: Ist falsch, nur wenn A wahr und B falsch ist.

A[B[A-B]
w|w w
w | f f
f|w w
f f W

Argumentiert man, ausgehend von etwas Falschem, richtig, so kann man iiber den Wahrheitswert des Ergeb-
nisses nichts Verbindliches aussagen.

3=5

5=3 % 5L 8=

f } !

3=5

3=5 » 56=

f } !
Aus etwas alschem 148t sich alles beweisen!
(AlB|A

wlw| w (2)

w | f f(1)

f|w w

f|f w

1. Ausgehend von etwas Wahrem, erhélt man durch falsche SchluBBweise etwas Falsches. Wird aus etwas

Richtigem etwas Falsches abgeleitet, so muss die Ableitung falsch gewesen sein.

2. Ist A wahr und wird richtig argumentiert, so ist das Ergebnis wahr. Das ist die Grundlage des direkten
Beweises fiir den Satz: , Wenn A gilt, dann gilt auch B*.

Sei p eine natiirliche Zahl.

Ist p eine gerade Zahl, so ist p* auch gerade .

A (Voraussetzung) B (Behauptung)

(A): p =2k +— p? = 4k* = 2(2k?) ist gerade (B)

Ubung:

AVB=BVA

ANB=BAA

(A B) = (FA)V B=BV (£ A) = ~(2B)V (2A) = (B &) = (<B - -4)

B’ Al



1.3. DER INDIREKTE BEWEIS

1.3 Der indirekte Beweis

Schema des indirekten Beweises (Beweis durch Widerspruch) fiir den Satz:

,Wenn A, dann B.“

Gehe von =B aus (nimm an, daf die Behauptung falsch ist), argumentiere richtig, versuche etwas sicher Falsches
zu erhalten. Dann kann —B nicht richtig sein. Es muss also B richtig sein.

Es sei p eine natiirliche Zahl.

Ist p? eine gerade Zahl, so ist p eine gerade Zahl.

A B

Gehe von =B aus: p sei eine ungerade Zahl: p = 2k — 1. Daraus folgt, da§ p? = 4k? — 4k + 1 = 2k(2k — 2) + 1
eine ungerade Zahl (—A) ist. Dies stellt ein Widerspruch zur Annahme dar, also ist p gerade.

1.4 Aussage ,,<"

A — B (A ist dquivalent B)
(A< B):=Aw~ BA (B~ A) ist wahr, wenn A A B gleichzeitig wahr und gleichzeitig falsch sind.
’A‘B‘AHB‘AI—)B‘BHA‘

w|w w w w
w | f f f w
f|w f w f
f|f A A W
Ubung:

Was bedeutet (A — B)?

A, B, C Aussagen (AN —-B) — (CA-C) < (A~ B)

Satz:

Es sei p eine natiirliche Zahl. Dann gelten:

1.) p ist gerade < p? gerade

2.) p ist ungerade < p? ungerade

Beweis:
A: pist gerade, B: p? ist gerade

e Behauptung (a): A — B, das heifit A— BAB+— A

e Behauptung (b): A < =B, das heift -A — -BA-B — -4
(A= B) = (-B — -A)
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Satz:

/2 ist nicht rational. (g rational: ¢ = ™, m,n ganze Zahlen, n # 0)

|B|A—B|ANA—B)|AANB|AN(A— B)— ANB |

A

wlw | w W w w
w | f f f f w
f |wl|w f f w
f | f |w f f w

Die Aussage (AA (A — B)) < (AN B) (Voraussetzung A, Behauptung B) ist stets wahr.
= direkter Beweis!

(A B) « (=B —A)

= indirekter Beweis (Widerspruchsbeweis)

Ubung:
(AN (=B)) = (CA=C)) < (A= B)

Ubung:
~(AAB) = (=A)V (=B)
~(AV B) = (=4) A (=B)

—(AV B) = =(=(=4) V =~(=B)) = ~=((=4) A (=B))

Satz:

V/2 ist irrational.

Beweis:
a.) Voraussetzung: A
b.) Behauptung: B (v/2 ist irrational)

m

—-B: /2 ist rational; es gilt also /2 = It wobei m, n rationale Zahlen mit ggT=1 sind. Durch Quadrieren
ergibt sich:

2
m Satz 1
2= =m2=op2 22" 9k

n2
Und weiterhin folgt:
4k* =20 = n® =2k* = n =2k

m und n haben daher den gemeinsamen Faktor 2, das ist aber nach Voraussetzung falsch! Damit ist /2
irrational!

Cy — (Cy — C3 — ... — Ergebnis

Hier ist folgende Regel verwendet worden: ((A+— B)A (B — C)) — (A~ C)

10



Kapitel 2
Mengen

Definition:

Eine Menge ist die Zusammenfassung von wohlbestimmten, wohlentschiedenen Dingen (den Elementen
der Menge) zu einem Ganzen (Das ist dann die Menge). Die Beschreibung von Mengen funktioniert wie
folgt:

1.) Durch die Angabe der Elemente: M = {1, 2, 3, ...}

2.) Durch Angabe einer kennzeichnender Eigenschaft: M = {z|z ist Zahl, x = 2k, k sei ganze Zahl}

Schreibweise:
x € M(x gehort zu M)
-(x e M) Del o ¢ M
Wir notieren uns die Menge der Primzahlen:
M=1{1,2,35 7 11,13,17,19, ...} 211 € M,200¢ M
O Natiirliche Zahlen: N = {1,2,3,...}
O Ganze Zahlen: Z = {z|x € N oder 0 oder — z € N}

[0 Rationale Zahlen: Q = {x|x = g; p,q € ZL; qF# O}

O Reelle Zahlen: R = {Alle Punkte auf einer Geraden}

0 Komplexe Zahlen: C = {z|z =z + v/—1y; x,y € R}
2.1 Rechnen mit Mengen

2.1.1 Die Teilmenge

Definition:

My, Ms, Ms, ... seien Mengen. Ist M; eine Teilmenge von My, so folgt aus x € M; stets x € Ms.

My c My, 2 veeM:zeM

Mittels dieser Definition kann man dann fiir die eingefithrten Zahlenmengen schreiben:

NcZcQcRcC

11
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2.1.2 Gleichheit von Mengen

Definition:

(M1 = Mg) % (Ml C Mz) n (MQ C Ml)

Bemerkungen:

1. C schlieBt Gleichheit nicht aus

2. My ¢ My : es gibt: x € My mit © ¢ My
E|$€M11$¢M2

Sétzchen:

(Ml CMQ)H(MQ CMg) — My C M3
——

Voraussetzung Behauptung

2.1.3 Durchschnitt von Mengen

Definition:

M1 n MQZ {fl)|£l? € Ml) N (SC € M2)}
N——

M, geschnitten
mit Mo

Folgerungen:

O My N My Ms = (M N M) N Mg = My N (Ma N Ms)
O ﬂMj = MiNMyNMsN...N Mos...N M,
j=1

O My N My = MyN M

U My N My C M, MiN My C M

0 -(AnB)=(-A)U(—-B)

O x ¢ My N M, bedeutet (x ¢ M7) U (z ¢ Ma).

2.1.4 Vereinigung von Mengen

Definition:

My UM, = {z|(x € My)U (z € M)}, x ¢ My U Mo, falls x weder in M; noch in My, liegt.




2.1. RECHNEN MIT MENGEN

Folgerungen:
My U My = My U M,
(M1 UMQ)UM3=M1U(M2UM3) = My UMy U Ms

UM, :=murpu...uM,
j=1

My, C My UM,, My C My UM,
M N My C My UM,
Z=NU{0}U{z|—zeN}={zlzeN,z<2}NN={1,2}

2.1.5 Die leere Menge

Definition:

® ist die Menge, die kein Element enthélt: die leere Menge.

¢ O

M N M, M U M, M1UM2\M2 <M1UM2)\(M1 ﬂMg)

My My, My N My N Mg My N My, = My N M, (MlﬁMg)ﬂMg,:Mlﬂ(MgmMg)
My U My, My UMy U Mg My UM, = MU M, <M1UM2)UM3:M1U(M2UM3)

MlmMQCM1C(M1UM2)
M\ M M\ My \ My = M, 0 M,

13



KAPITEL 2. MENGEN

(My N My) \ Ms

2.2 Mengenfamilien

Definition:

My, My, M3, ... sei Mengenfamilie mit {M;,j =1, 2, .... Dann wird definiert:

o0
1.) ﬂ M;: Das sind alle z, die in allen M liegen

j=1
2.) U M;: Das sind alle x, die in mindestens einer der Mengen liegen
g=l
M; = {—} g=12... UM=MmMm ()M =1{0}
JJ j=1 j=1
Definition:

MiAMy = (My \ Ma) U (M \ M) 0 (M7 U Ms) \ (My N M) (symmetrische Differenz)

Satz:

My, My, M3 seien Mengen:
a.) M1 N (MQ U Mg) = (Ml n MQ) U (Ml N MQ)
Anregung: Gilt AN (BVC)=(AAB)V(ANC)?

b) M; U (M2 n Mg) = (Ml U Mg) N (M1 U Mg)

Zu a.) M = N ergibt zu iiberpriifen M C N und N C M

14



2.2. MENGENFAMILIEN

2.2.1 Die Regel von de Morgan
Satz:

{M;,j =1, 2, ...} sei eine Mengenfamilie und S sei eine Menge.
Dann gelten:

a.) S\ Mj =

1 j=1

(S\ Mj)

DX
NG

J

oo

b) S\ (UM :m(S\Mj)

1

Falls M; C SV j, dann besagt das:

M; | = ﬂ CsM;

Jj=1

Cs | (VM ] = CsM;,Cs
j=1

j=1

ICe

-(AAB)=(-4)V (-B)
(AV B) = (=) A (=B)
»a.) ist plausibel“: S\ (My N Mz) = (S\ My) U (S\ Mz)

Definition:

My, Ms seien Mengen. Das kartesische Produkt M; x M, von M;, M, ist die Menge der geordneten
Paare (x,y) mit € My, y € My: My x My = {(z,y)|x € M,y € Ms}.

M, =R, My =R M; x M, =R?

My x My x My ={(z,y,2)|x € M1,y € Ma,z = M3}
Mi x My x ... x M,

RxRxR=R?

Es sei (z1,y1), (w2,y2) € My X Ma. (z1,y1) = (72,y2) bedeutet x1 =z und y; = yo.

15
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Kapitel 3

Funktionen, Vollstindige Induktion
und Zahlenmengen

Motivation:
a(z,y)=x+vy, z,y €R
~—— =
R2 R
a:R2—R
a : {Studierende im Horsaal} — N

a(S) = Alter von S

Definition:

X,Y seien Mengen. Eine Abbildung oder Funktion von X in Y ist eine Vorschrift, die jedem x € X
eindeutig ein y € Y zuordnet. Folgende Schreibweisen sind dabei iiblich:

O fX—Y
0z~ f(x)
0 a:R2—R
0 (z,y) —x+y

f(z) € Y heift Funktionswert von f in z, X heiit Definitionsbereich D(f) von f, z € X heifit
unabhingige Variable oder Argument von f. Die Menge R(f) = {y € Yes gibt € X mit f(z) =y}
heifit Bildmenge von f. y € R(f) nennt man abhiingige Variable. In der Gleichung y = f(x) heifit z
Urbild zu y. Die Urbildmenge ist {z € X|f(z) € R(f)}.

Bemerkung;:

f: X — Y ist eine Funktion, falls aus f(z1) # f(x2) folgt: 1 # a2 (A — B) < (=B — —A). Eine dquivalente
Formulierung wiére: Aus (z1 = x2) folgt (f(z1) = f(z2)).

Definition:

f: X — Y sei eine Funktion: graph(f(z)) = {(z,y) € X x Y|y = f(x),z € X}.

17



KAPITEL 3. FUNKTIONEN, VOLLSTANDIGE INDUKTION UND ZAHLENMENGEN

3.1 Komposition (Hintereinanderausfiihrung) von Abbildungen

Definition:

X.Y,Z seien Mengen. f: X +— Y, g:Y — Z seien Funktionen. Dann wird durch (go f(z)) := g(f(x)),z € X
die neue Abbildung g o f von X in Z definiert.

Es seien folgende Funktionen definiert:
flz)=2z,9(z)=z+1 X=Y=R
Dann bilden wir folgende Verkniipfungen:

(fog)(x) = flg(x)) = flz+1) =2(x+1) =22 +2

(90 )(z) = g(f(x)) = g(22) = 20 + 1 }Im allgemeinen gilt nicht fog=go f!

hz)=—,2>0
(ho(go N)a) = hlgo (f()) = M2 +1) = =,z > 0
1 1
(hog)x) = h(o(e) = o5 = g
1 1

3.2 Der Funktionsbegriff

Es sei die Zuordnung f: X — Y gegeben mit dem Definitionsbereich D(f) und der Bildmenge R(f) = {y € Y|
Jz € X mit f(z) = y}. Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung;:

((f(z1) # f(22)) = (21 # 22) © (11 # 22) = (f(21) # f(22))

<q Keine Abbildung

18



3.2. DER FUNKTIONSBEGRIFF

O Identitat idy:
XX, dy(z)=2Ve

Of: XY, f(zx)y=c(ceMVz)

0 Charakteristische Funktion:

1 z€A
: X 0;1},AC X : =
[ X —{0;1} XA {0 v A
U Polynom:
p: R—R

p(x) =apx" + an—lxn71 + an—233n72 +...+a1x+ag
Qn, Gp_1, -..sind gegebene Zahlen.

00 Permutation:
f:{L2,...,n} —{1,2,...,n}

3.2.1 Gleichheit von Funktionen

Definition:

Die Funktionen f: X — Y und g: U — V seien gegeben. Dann gilt:

fzg%XzUundf(x):g(x)VxeX

o f(z)=sinz g(x)=cos (x - g)
o f@o) = (@+3P — (@—3), gla) =120

Es gilt f =g¢ fir X =R.

3.2.2 Komposition von Funktionen

/_K—»
fix—y g:ry—z

19
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Es seien folgende Funktionen gegeben:
flz)=-2* X =R

9(z) = Vo, X =R"
Dann bilden wir die Verkniipfung g o f:

(90 (=) = 9(f(@) = VI@) = Va2

Diese Verkniipfung ist jedoch im Bereich der reellen Zahlen R nicht definiert.

f(x) sei folgendermafien definiert:

fl@)y=+v1+22

h(z) = a?, g(z) = 1+, p(z) =V
f folgt dann aus h, g und p durch folgende Verkniipfung:

f=pogoh

Satz:

XY ,Z,U seien Mengen mit f: X — Y, g:Y — Z, g: Z+— U. Dann gilt:
(hog)of: X — Uund ho(go f): X — U sind definiert, und sie sind gleich.

Gleichung:
flx) = Y
T T
gesucht gegeben
A A

=y
—~
=

3.3 Surjektivitdt und Injektivitit
O f heifit surjektiv, falls R(f) =Y.
O f heifit injektiv, falls aus x1 # x2 folgt f(x1) # f(z2).
O f heifit bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.

Die Funktion (21 # 22) — (f(z1) # f(22)) < f(z1) = f(22) = (21 = 22)

20



3.3. SURJEKTIVITAT UND INJEKTIVITAT

= x% — 11 = t29
X=R nicht injektiv
X =R*T  injektiv
X =R~ injektiv
Gegeben: y C Y gesucht: x C X mit f(z) =y
1. Aus y ¢ R(y) folgt: Gleichung ist nicht 16sbar!
2. Ist f surjektiv, so ist die Gleichung stets losbar.
3. Ist f injektiv, so ist fiir y € R(f) die Gleichung eindeutig 16sbar
4. Ist f bijektiv, so ist die Gleichung stets eindeutig l6sbar

f: X — Y sei bijektiv, dann gibt es zu jedem y € Y genau ein 2 € X mit f(z) = y. Diese Zuordnung ¥ — X
heit Umkehrfunktion f=! zu f:

iy =z flz)=y

(fTlof(@)=f"f@)=aVa (fof'(y)=Ff(f""y)=yYyeY
flof=id, fofl=id,

Satz:

Es sei f : X — Y bijektiv. Dann ist f~! bijektiv, und es gilt (f~1)~! =
f-

Satz:

Sind f: X — Y und g : Y +— Z bijektiv, so ist go f : X — Z bijektiv und es gilt:
(gof)'=flog™!

Zu Satz 2:

Nachzurechnen ist, dafi f~! surjektiv und injektiv ist. Fiir (f~!)~! argumentiere mit f~1(y) = x « f(x) = y.
o (go f)(x) = z ist losbar fiir z € Z (Surjektivitit) z = (f~Log™1)(2) tut es

(go (fNog ™ )=(gofof tog log™h))(z) =id.(2) ==

e go f ist injektiv

(go f)(w1) = (go f)(w2) < g(f(21)) = g(f(z2)) — f(x1) = f(x2)
—_—

surjektiv
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o f(z)=ax+b (a#0,bgegeben) X =R

1 b

y=ar+b—a=-—y——=f"1(y)
a a

fof'=idg, f o f=idx

o f:{1,...,n} — {1, ..., n} ist surjektiv. Als Ubung soll gezeigt werden, da8 sie auch injektiv ist.
Daraus folgt dann die Bijektivitét einer Permutation.

e 0:N—Z

o ist also die Abbildung, welche einer natiirlichen Zahl eindeutig eine ganze Zahl zuordnet. Fiir die
Abbildungsvorschrift ergibt sich:

o(2k) ==k fir k=1,2,...

o2k +1) = —k fir k=0,1,2,...

Die Abbildung ist bijektiv, also injektiv und surjektiv. Bijektiv nennt man auch eineindeutig. Im folgenden
seien nochmals die Eigenschaften der Verkettung von Abbildung und Umkehrabbildung wiederholt:

foft=id, flof=id,
LU = (o)t = fs!

Wir notieren uns einige Paare:

c:N—Z 1 2 3 4 5 6 7 8 9

TR TR TR T T TR YRR Y|
0 1 -1 2 =2 3 —4 4 —4

Verkniipft man also die Abbildung mit deren Umkehrung, so erhélt man gerade die Identitét:
coo t=id

o oo=id

3.3.1 Monotonie von Funktionen

Definition:

f:M CR— R: f heifit streng monoton wachsend (f 7) (fallend (f |)), falls aus 21 < x5 folgt:
fla1) < fla2) (f(21) > f(2))

1.) f ist monoton wachsend. < — f ist monoton fallend.

1
2.) Falls f(z) > 0 oder f(z) <0 Va € M gilt: f ist monoton wachsend < 7 ist monoton fallend.

f(x1) — f(x2)

3.) f ist monoton wachsend. < (f(x1) — f(z2))(x1 —22) > 0 (z1 # 22) & —
1— T2

> 0 fiir 1 # x4

Ubung:
Es ist zu zeigen, dafl f injektiv ist, falls f monoton wéchst. Des weiteren kann gezeigt werden:

f ist monoton wachsend. < f~! ist monoton wachsend.
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3.4. REELLE ZAHLEN

3.4 Reelle Zahlen
g: {f : X — X bijektiv}
Of,geG= fogelG
O f,geG= (fog)oh=fo(goh)
0 Es gibt id, € G = idgo f = foid, = fV f €G
OZufeGgbtes fleG= foft=f1lof=id,

3.4.1 Die Gruppe

Eine nicht leere Menge G zusammen mit einer Abbildung o, durch die je zwei Elemente a,b € G das Element
aob € G zugeordnet wird und die folgenden Eigenschaften besitzt, heifit Gruppe:

e ao(boc)=(aob)ocVa,bceg

e esgibteinn € Gmit noa=aon=aVa€cyg

e zujedem a € G gibteseina’ € Gmit aoad’ =ad’ca=n
Gilt zusétzlich:

e aob="boaVa,b e G, so heiit G abelsche Gruppe

3.4.2 Axiomensystem fiir die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen bilden eine Menge mit den Verkniipfungen ,,+* und ,,-“:

+:RxR +(z,y)=z+y RxR—R
(z,y) =z +y (,y) =z +y

Sowie einer Anordnung, die durch eine Teilmenge RT C R, den Positivitéitsbereich, gegeben wird. Fiir diese
Daten miissen erfiillt sein:

e Korperaxiome (K):

(R, +) bilden eine abelsche Gruppe mit der 0 als neutrales Element und —z als Inversen zu z. (R \ {0}-)
ist eine abelsche Gruppe mit der 1 als neutrales Element und mit % als Inversen zu .
Es gilt das Distributivgesetz: x(y+2) =zy+2zVz,y, z€ R

e Anordnungsaxiome (A)

e Vollstéindigkeitsaxiom (V)

3.4.3 Korperaxiome

Zu gegebenen Zahlen a,b € R gibt es genau eine Zahl x € R mit a + x = b.(x = b+ (—a)). Zu gegeben Zahlen
a # 0 gibt es genau ein € R mit az =b (z = %b) Nun gilt:

a-0=0vVaeR;  (z#0,y#0—zy#0)
a+a-0=a-14a-0=a(1+0)=a-1=a
a+zrz=a=>zr=a+(-a)=0=a-0
(C)(-1) = —(-1) =1

Wir betrachten nun folgende Gleichung:
(-)+z=0 (%)

Diese soll nun gelst werden:
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O ED+EDED =EDA+ (D)) =(=1)-0=00 (=1)(=1)
O ED+EE)) =00 = (=1
O(-1)+1=0
Die Gleichung wird durch (—1)(—1), —(—1) und 1 geldst.
3.4.4 Anordnungsaxiome
Die Elemente von RT heiflen positive Zahlen. Diese sind durch die folgenden Axiome gekennzeichnet:

1. Fiir jedes = € R gilt genau eine der Aussagen:

zeRT,z=0—zeR"

2. 2,y €eRT = oz +y e RT
3. o,y €R" = oy € RT

Bezeichnung: Fiir 2 € RT schreiben wir 2 > 0.

Definition:

Wir definieren folgendes:
O :1:<y(y>ac)D—6f>y—x>O
Def
Oy<az—y<zodery==cx
O xSySzD—Ef>x§yundy§z

g m<y§zD—ef>:v<yundy§z

O z heifit negativ, falls < 0 gilt. Das heifit: —z > 0

Folgerungen:
lLz<y<z=2z<z2

2. (z<y) AN (z>0) = 2z <yz
y—x>0,2>0=2(y—x)=2y—22>0: 20 < 2y

3.y<0,2<0=—-y>0,-2>0= (—y)(—2) >0
——
yz>0

4. £<0,2>0= 2z <0 (Setze in 2: y = 0)

1
Fiir welche z gilt © + — > 27
x
O 1.Moglichkeit:

(z—-102>0e2?-20+1>0|+2r 22 +1> 22V



3.5. VOLLSTANDIGKEITSAXIOM

1
Firz >0gilt: x + — > 2
T

{xm—{—; > 2} = {z|z > 0}

0 2.Moglichkeit:

1
x4+ — > 2 = Alle z, die als Losung moglich sind, sind > 0.
x

P H1>22| 2027 -22+1>0« (x—1)>>0

8

>2—=x

Wir stellen folgende Behauptung auf:
z,y>0:z<yer® <y’

Diese Aussage ist nun zu beweisen:

y—2*=(y—=z) (y+a)
—— ——
>0
——
>0

Voraussetzung: x < y
, = “ Voraussetzung: y> — z> > 0
Ubung:

Tty

Es ist folgende Aussage zu beweisen: Fiir x < y gilt z < — <uy.

3.5 Vollstindigkeitsaxiom

M C R; z € R heifit untere Schranke (obere Schranke) von M, falls gilt:

r<yVyeM (y<zVyeM)

Abkiirzung: <M x>M

Besitzt M eine untere (obere) Schranke, so heifit M nach unten
oben und unten beschrinkt, so heifit sie beschrinkt.

[a,b] = {x]a < & < b}} abgeschlossen

[a,b) = {z|a <z < b}
halboffene Intervalle » beschrankt M,
(a,b] = {z|la <z < b}

(a,b) = {z|a < x < b}} offen

(oben) beschrinkt. Ist die Menge nach

1
= {z]z < 0}, My = {Ix > 0} , M3 = {z|x > 0}
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Definition:

Definition
e

MCR: m=max(M) (me M)A (M <m)
m = min(M) (me M)A (m< M)
Nicht jede Menge besitzt ein Maximum oder ein Minimum.

Definition
_—

1. Ist M nicht nach oben beschrinkt, so besitzt sie kein Maximum.
2. Ist M nach oben beschrinkt, so braucht sie kein Maximum zu besitzen.

M, ist nach oben beschriankt, hat kein Maximum.

Angenommen: xg ist Maximum: xg € My, My < xq

1 1
$0€M1—>§$0€M:§$0>$0

3.6 Rechnen mit Maxima/Minima

McCR —-M={z|-xe€ M}

Satz:

M ,N C R besitzen Maximum/Minimum. Es gelten:
1.) max(M U N) = max(max M, max N)

2.

3.) min M = — max(—M)

4

)

) M C N = maxM < max N

)

) max M und M’ = max M — m = m/

Es sei M C R. «y heifit obere Grenze/Supremum von M, falls v kleinste obere Schranke von M ist.

Definition

v = sup(M)
UM<y

O Aus M < S, folgt v < S

Satz:

Fiir die untere Grenze/Infimum gilt: inf(M) = —sup(—M).

inf(M) = o gibt die grofite untere Schranke von M an.
o — inf(M) Definition

0c<M

0 Aus S < M folgt wiederum, dafl S < o.
Ubung:

Zeige, daf} folgende Ungleichung gilt:

x
x<%<yﬁirz<y
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3.6. RECHNEN MIT MAXIMA /MINIMA

McCR:-M={z|-xze M}

x sei untere Schranke. x € M bedeutet dann, dal © <y V y € M.

Betrachten wir folgende Menge:
M =10,1)
Die Behauptung ist nun, dafl sup(M) = 1 gilt.
1. Die Elemente der Menge M haben die Eigenschaft: M <1

2. Wir wahlen eine obere Schranke: M < S

Unser Ziel ist es nun, die obere Schranke so zu wihlen, daf§ 1 < § gilt. Dazu nehmen wir folgendes an:

S+1 1
S<1:>S<%<1:>S<5
——
eM
Das geht nicht, day < SV y € M, was hier somit nicht erfiillt wire. Es handelt sich also um einen Widerspruch
und somit gilt S > 1.

Satz:

Fiir das Supremum (kleinste obere Schranke) einer Menge gilt folgendes:
1.) Aus v = sup(M) folgt: M <
2.) Aus 4 < v folgt: Es gibt ein 2 € M mit ¥ < x <~y

Fiir das Infimum (grofite untere Schranke) wiederum folgt:
1.) Aus v = inf(M) folgt: M > ~

2.) Aus 4 > v folgt: Es gibt ein 2 € M mit ¥ >z >~

Bemerkung;:

Besitzt M ein Maximum, dann gilt: sup(M) = max(M) M ist nicht nach oben beschrinkt, d.h. zu jeder Zahl
k gibt es x € M mit £ < x. Wenn M nicht nach unten beschrénkt ist, gibt es zu jeder Zahl k ein x € M
mit < k. Ist M nicht nach oben beschrinkt, so schreiben wir sup(M) = oo. Ist M nicht nach unten
beschrinkt, so schreiben wir inf(M) = —co.

O M sei nicht nach unten beschrankt: inf M = — sup(—M)

O —M ist nicht nach oben beschrénkt: —sup(—M) = —oo = inf(M)
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—>

x
untere Schranken grofite untere Schranke (Infimum)

9 7 2 0
10 8 3
Es ist bekannt, daf g(z) = ¢ > 0 V & € R, somit stellt 0 eine untere Schranke dar. 0 ist sogar die grofite
untere Schranke (Infimum). Des weiteren ist g(z) = e® # 0 V = € R. Folglich ist 0 kein Minimum anders als

bei f(x) = 2%. Dort ist 0 nimlich gleichzeitig groBte untere Schranke und Minimum, da f(0) = 0.

Bemerkung zu oo, —oo:

00, —oo sind Zeichen (keine Zahlen!), mit denen formal wie folgt ,,gerechnet* wird: (—oo <z < 0o V z € R)

z>0,yeR: %:oo:oo-mzoo—i-y:oo-x:oo

r<0,yeR: y—oco=x-00=%=—00

Zz
0
_— 0 — (= = — — =
1 = 0,00 — (~00) = oo, (~00)(~00) = o0
Folgende Ausdriicke besitzen keinen definierten Wert. Der Wert héngt vom mathematischen Zusammenhang
ab (,unbestimmte Ausdriicke®):

0
6)%)%700_0070'()0’000
R =RU {00, —00} heifit abgeschlossene Zahlengerade

Satz:

Jede nichtleere Menge reeller Zahlen, die nach oben beschrankt ist, besitzt ein Supremum.

M # &, M < X = es existiert sup(M) € R
Fiir Q ist dies falsch!

Satz (Skript Seite 216):

Die Menge N ist nicht nach oben beschriankt.

Beweis:

N # &. Wir zeigen dies indirekt. Wir nehmen an, es gelte: N € X fiir ein x € R. Dann folgt daraus, daf
sup(N) =T € N existiert. Dann gilt:

n<I'VneN
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Mit n und mit 1 € N gelte n+1 <T'V n € N. Dann folgt hieraus wiederum:

n<I'-1VzeN

Dabei handelt es sich also um einen Widerspruch: N ist unbeschrankt.

Satz:

Zu jeder reellen Zahl z gibt es ng € N mit x < n V n > ng.

Satz (Skript Seite 17, 18):

Zu jeder positiven Zahl e gibt es eine natiirliche Zahl ng mit:

1 1
—<eVn>ng <Setze vorher z = >
n €
1 € 1
— S nl o — — S €
€ n n

Folgerung:

Esgelte fira e R:a>0,a <

1
n

Satz:

VneN(n>ng) - 0=0

Fiir z,y € R gelten: x < y und y —x > 1. Dann gibt es k € Z mit x < k < y.

Satz:

1
FirnpoeN: — <y —x-ng
o S—~—

>0

Fiir z,y € R gelte z < y. Dann gibt es ein r € Q mit < r < y. Die Dichtheit der rationalen Zahlen in R:

1 < no(y — ) = noy — nox

1 k
nor < k < ngy |n—0 x<;0<y

Folgerung:
Zuz,y e Rmitz <ygibtes e R\ Q mit y <& < y.
Sr<rm<y MeEQ—ox<r<ro<ymitry,ro €Q
527’14—%(?2—?1)
<1

V2>1e2>1

1l.ri<é&<re

2. £eR\Q

77"277"1
V2eeo, <

Wiire ¢ € Q, so wiirde folgen: v/2 € Q. Dabei handelt es sich um einen Widerspruch.
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Satz:

Q geniigt (V) nicht. Das heifit:

Aus M C Q, M # ®, M nach oben beschrinkt folgt im allgemeinen nicht sup(M) € Q.

Betrachte: M = {z € Q|(z > 0) A (2? < 2)?}
M#Ad:1eM (V)sup M existiert € R
M <2

Behauptung:

Es sei S = sup(M) = v/2. Dann gilt 52 z 2, das heift, S? > 2 und S? < 2 miissen ausgeschlossen werden. Aus
M < S folgt dann 1 < S. Bilde anschlieflend mit .S:

25+2
S =

S+2
Ubung:

Fiir S’ gelten:

, o 257
S=5= S+2

2
52_2:m(52_2)

Wir nehmen folgendes an:
$?>2=8>85>0=5">9"

S?>2>a°VreM
=S8 >axVreM
S’ ist obere Schranke von M: S’ < S. Dies ist ein Widerspruch, da S die kleinste obere Schranke ist.

1.) (V) Jede nicht leere nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen besitzt ein Supremum.

2.) (V) Jede nicht nach unten beschrinkte Menge reeller Zahlen besitzt ein Infimum.

M ={z|lz >0,2° <2}, S=sup(M),5 = 2;:22
o _2-5?
o 2+2’S
S/2_2:( +2)2(52_2)
§?>2(8=2=v2<8 <SS
S2<2=8<8 <2
251 +2
Setze S1 = 2 ,berechne Sy = Sll+2
25, +2
Sni1 = )
W=1", 20
==z ,x <0

x <M= —-M < —z — sup(—M) existiert = inf M = —sup(—M) existiert
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3.7. VOLLSTANDIGE INDUKTION FAKULTAT, BINOMIALKOEFFIZIENT

3.7 Vollstindige Induktion Fakultit, Binomialkoeffizient

Zunéchst fithren wir folgende niitzliche Schreibweisen fiir die Summe und das Produkt ein. Im folgenden werden
nur noch diese abkiirzenden Schreibweisen verwendet, deshalb ist es wichtig, diese zu verstehen:
1.) Produkt:
n
ai, a2, Az, ..., g, ... A1 *QA2+-A3 ... Ap = Ha]—
j=1
2.) Summe:

n
ay, ag, Az, ..., Ak, ... a1 +a2 + ... +a, = E ag
=1

Definition:

M C R heift induktiv, falls erfiillt
sind:

1) 1eM
2) Ausxz e M folgt: 2 +1€ M

R, Q,Z besitzen diese Eigenschaft.

N, die Menge der natiirlichen Zahlen, ist die kleinste induktive Teilmenge von R.

3.7.1 Induktionssatz

Ist M eine induktive Teilmenge der natiirlichen Zahlen, so gilt: M = N.

Begriindung:

Gilt NC M C N, so ist M = N. Das heif3t, gelten fiir M C N:
1.1eM
2. Ausne M folgtn+1e M

= Dann hat man M = N.

3.7.2 Beweisschema Vollstéindige Induktion

A(n) sei eine Aussage, die von n € N abhiingt. Das Ziel ist es, zu zeigen, dafl A(n) richtig ist V n € N. Folgende
Aussagen konnen beispielsweise iiber vollstdndige Induktion iiberpriift werden:

0 2n 4+ 1 ist ungerade V n € N.
O n? —n +41 ist V n eine Primzahl.

O Zkzi(nJrl)

n
n
k=1

1.) 1.Schritt: Induktionsanfang
Man zeige, da8 A(1) richtig ist.
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2.) 2.Schritt: Induktionsschlufl

00 Induktionsvoraussetzung:
Man nimmt an, dal A(k) richtig ist fiir beliebige k € N.

O Induktionsbedingung:
Dann folgt daraus, da§ A(k + 1) richtig ist.

Wenn dies gezeigt ist, dann ist A(n) V n € N richtig. M sei folgende Menge:

M = {n € N|A(n) ist richtig.}

Da Element 1 befindet sich dann in M: 1 € M. Dann folgt natiirlich aus k € N, dal £+ 1 € M. Es kann auch
sein, daf} die Aussage erst ab einem bestimmen ng > 1 gilt, wie beispielsweise hier:

2" >n? firn>5
Dann mufl man betrachten:
M(n)=A(n+ng—1) firn=1,2,...

0 Induktionsvoraussetzung:

Es sei k > ng beliebig und A(m) sei richtig fir ng < m < k.

O Induktionsbehauptung:
Dann ist A(k + 1) richtig.

Das Ergebnis ist, dafi A(n) fiir n > ng stimmt. Bei manchen der folgenden Beispiele fehlen die Induktions-
anfinge; diese konnen als Ubung vervollstdndigt werden.

Es sei zu beweisen:

Zk:g(n—i—l) firn=12,...
k=1

1.) Induktionsanfang:

Fir n =1 gilt:

1
=—(14+1)=1
k=51+1)

M-

k=1

Die linke und rechte Seite der Gleichung stimmen somit iiberein. Damit ist A(n) fiir n = 1 gezeigt.

2.) Induktionsschluf:

[ Induktionsvoraussetzung:

Wir wéhlen k£ € N beliebig und setzen voraus:

k
.k
Z] = 5(’“‘*‘ 1)
j=1
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0 Induktionsbehauptung:

k+1

Si="T kv o)

Jj=1

Mittels der Induktionsvoraussetzung kénnen wir nun die Gleichung beweisen:

k
k42
Z k;+1)+l<:+1—(k+) t

”Mt’

Es sei zu beweisen:

ZkCD =n-2" ' firneN
k=0

1.) Induktionsanfang:

Fiir n =1 gilt:

1

n
S() =011
k=0

1-271=1.2"=1
Die linke und rechte Seite der Gleichung stimmen somit iiberein. Damit ist A(n) fiir n = 1 gezeigt.

2.) Induktionsschlufi:

0 Induktionsvoraussetzung:

Wir wihlen k € N beliebig und setzen voraus:

Y k " =n.2"!
DILIN
k=0

0 Induktionsbehauptung:

n+1
1
Zk(”+ ) (n+1)-2"

Mittels der Induktionsvoraussetzung kénnen wir nun die Gleichung beweisen:
n+1 n
1 1
s=3 <”+ ) Zk(nz ) 1)

Es gilt die Beziehung:
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Damit ergibt sich nun:
S_kz:k(n;rl) +(n+1)—§k(nzl>+(n+1)_§:k{<kil>+<2>} +(nt1)=
:§k<kﬁl) +§k(2) +(n+1)=n§(k+1)<2> +zn:k<z> +(n+1) =

—kzi;)(kﬂ)(k) —(n+1)+kZ_ok(k> +En+1>:§k(z_ +§(k> +kZ=0k(Z> =
—2 §k<2)+§<z> Yo (n-2v Y42t =n-2" 42" =2 (n+ 1)

Es sei zu beweisen:

"1 1
=1- fii N
;kQ—i—k ] ur n €

1.) Induktionsanfang:

Fir n =1 gilt:

21: 11 1
P k1241 2
LRk 1241 2

T4l 2 2
Die linke und rechte Seite der Gleichung stimmen somit iiberein. Damit ist A(n) fiir n = 1 gezeigt.

1 1 1
1 1

2.) Induktionsschlufl:

[ Induktionsvoraussetzung:

Wir wéhlen k € N beliebig und setzen voraus:

S
. 1 _
k:lk +k n+1

[ Induktionsbehauptung:

S
2 =47
k:1k+k n -+ 2

Dann ergibt sich durch Transformation der Summation:

(=g SO 1 v 1 1

Z 2 :Z 2 + 2 =1- + 2 =

kK +k =Rtk (n+1)2+(n+1) n+l (n+1)2+Mn+1)
_ 1 N 1 (0 +3n+2)—(n+2)+1 nP+2n+1
N n+1 n243n+2 n3 +3n + 2 Cn24+3n+2
n?+3n+2—(n+1) n?+3n+2 n+1 n+1
B n?+3n+2 Cn24+3n+2 n243n+2 n24+3n+2

1 1

C (n+D(n+2) n+2
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Es sei zu beweisen:

tog2 1 1
Zx = — $2nfﬁrn€Nundz7él

L] — g2 1—2 1-—
1=1

1.) Induktionsanfang:

Fiir n = 1 gilt: Die linke und rechte Seite der Gleichung stimmen somit iiberein. Damit ist A(n) firn =1
gezeigt.

2.) Induktionsschlufi:

0 Induktionsvoraussetzung:

Wir wihlen ¢ € N beliebig und setzen voraus:

2”: 2711
il g2 1—gz 1—22"
i=1

0 Induktionsbehauptung:

2”: 27 1
Ll —g2  1—g 1—g2"
i=1

Dann ergibt sich durch Transformation der Summation:

n+1 gi—1 n gi—1 on on
T T T v 1 1 T
S = _ = _ = — + =
; 1— 2% ; 1—22  1—22"" 1—-2 1-—22" 1—g2""
B 1 1 _ x2n+1 _ xQn (1 _ x2n> B 1 1 N xzn,+1 N :L'Qn + x2_2n B
T l-= (1—a?)(1-a2")  1-a 1-a2" -2 232"
! 1— 2" 2" 32 (xz.zn _ xs.z“) ! - 232" 22" B
-z 1— 2™ — g2" 4 g32" -z (1—a22") (1 —22""")
1 —z2?" (1 — $2") 1 x22" 1 222" 1 — g2
= -1+ n iy -1- n + 1 =
11—z (1-2?")(1—2>"") 1-x 1—a2" 1—x 11—z
1 1

1—x 1— g2

Man zeige, daf} gilt:

2" >n?firn>5

1.) Induktionsanfang:

2°=32>5%=25
Die Aussage stimmt.

2.) Induktionsschlufi:




KAPITEL 3. FUNKTIONEN, VOLLSTANDIGE INDUKTION UND ZAHLENMENGEN

[ Induktionsvoraussetzung:
Wir wéhlen k£ > 5 beliebig und setzen voraus:

k>k2

0 Induktionsbehauptung:

2hHL S (k4 1)2
Fiir k > 5 folgt:
E—1>5=k-12=k —20+1>25=>k?>2k+24>2k+1
Damit ergibt sich nun die zu zeigende Beziehung:

FHl =9 ok S ok — B2 4 K2 > K2 4 2k + 1= (k+1)2

Man zeige, daf} gilt:

"1
Y-

1.) Induktionsanfang:

1
1
S

3\'—‘

1
2--=1
1

1=1

Die Aussage stimmt somit.

2.) Induktionsschlufi:

U Induktionsvoraussetzung:
Wir wahlen k£ > 1 beliebig und setzen voraus:

"1 1
2ms?-y

[0 Induktionsbehauptung:

n+1

Yoz —

L 32 n+1

=1

! Vo1 1 1 1 1

S = <2——4 —-=2——4+ - <2— — 4 ——
Z le n—|—12_ n+(n+1)2 n+n2+2n—|—1_ n+n2+n
Mlttels Partialbruchzerlegung ergibt sich:
1 1 1

n2+n n n+l

Dann folgt durch Einsetzen:

1 1 1 1 1 1
_ _|_27 + _ =12 —
n n“4+n n n n+1l n+1

Damit folgt also die Behauptung, womit die Ungleichung stimmt.
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Man zeige, daf} gilt:

Zis _ n?(n+1)%

12 . 22
4 =
Die Aussage stimmt somit.

1

2.) Induktionsschlufl:

0 Induktionsvoraussetzung:

Wir wihlen k£ > 1 beliebig und setzen voraus:

n

213 _ nQ(n + 1)2

4

i=1

0 Induktionsbehauptung:

L, (n+1)2(n+2)?
i=1 - 4
S py v n?(n +1)° s_ (41?0,
S=)» i*= i3+(n+1)3:f+(n—|—1) :T[n +4(n+1)] =
i=1 i=1
12 12 12 _|_22
RS PR URS | A [CESTICE)
4 4 4
Man zeige, daf gilt:
I
k=1

1.) Induktionsanfang: Die Aussage stimmt.

2.) Induktionsschlufi:

0 Induktionsvoraussetzung:

Wir wihlen k£ > 2 beliebig und setzen voraus:
2n—1

n 1
5<§:E<n

k=1
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[ Induktionsbehauptung:

ontl_q

n+1 1
o < Z Z<n+l

Wir zeigen zuerst die linke Ungleichung:

ontl_q 2" 42m—1 1 2" —1 1 2" 42m—1 1 v n 2" 42n—1 1 n 2n42m—1
— = — = — - > — — — =
p DI S0 Y e > o
k=1 k=1 k=1 k=2n k=2n k=2n
n 1 n+1
= 2” =
2 + 2.2n 2
Auflerdem gilt fiir die rechte Ungleichung
2n+1 1 2™ 4™ 1 n_q 2n+2n_1 2n+2n_1 2™ 2™ 1
1 1 11v n 1
Z k: r ZE 7<n+ Z %<n—|— Z ——n+2-2—:n+1
k=1 k=1 k=2n k=2n k=2n

Damit ist die Ungleichungskette bewiesen.

Man zeige, daf gilt:
a+b\" < a™ +bo"
2 - 2

1.) Induktionsanfang: Die Aussage stimmt.

2.) Induktionsschluf:

[ Induktionsvoraussetzung:

Wir wihlen k£ > 2 beliebig und setzen voraus:
a+b\" < a”™ + b"
2 - 2

[ Induktionsbehauptung:

a+b\"" < a1 4 pntt
2 - 2

(a—|—b>n+1 <a+b)" <a+b> Iz a®+b" a+b a4 ab” 4 ba" + bt

2 2 2 )= 2 2 4

B an+1 +bn+1 ab™ +ban B an+1 +bn+1 CLn+1 +bn+1 ab™ eran _
N 4 4 N 2 4 4

n+1 bn+1 1
= (@ et — ) =

anJrl + bn+l 1 an+1 + bn+l
- _ - - no_ n _ < -

> +1 " —a")(a—b) < 5
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Man zeige, daf} gilt:

ﬁ n+ k) —2"ﬁ(2k—1)

k=1

) Induktionsanfang: Die Aussage stimmt

2.) Induktionsschlufi:

0 Induktionsvoraussetzung

Wir wéhlen n > 1 beliebig und setzen voraus

ﬁ n+k) —2”ﬁ(2k—1)

k=1

O Induktionsbehauptung:

n+1 n+1
[[o+1+k) =20 ]2k -1)
k=1 k=1

Nun folgt durch Transformation des Summationsindex
n+1

n+2 n+2 n
2 +1)(2n + 2
[[oo+k+1)=T[(n+k = Hn—!—k =] I )(1” ) v
k=1 k=2 k=1 n+
n n+1
(2n+1)-2-(n+1) i 2n+1
(2k — 1) =2 [[@2k-1)-2- =
-1l [le-v-2- 30
n—1 n+1
=2" [[@k-1)-2=]2""" [](2k - 1)
k=1

) Induktionsanfang: Die Aussage stimmt

2.) Induktionsschlufi:

0 Induktionsvoraussetzung:

Wir wéhlen k£ > 1 beliebig und setzen voraus
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[ Induktionsbehauptung:

a;

2k+1 2k 2k+1 2k 2k+1
o 2k _ 2k 2k < 1 1 _
i = a; = Qg - a; > 27”. ai'27 a; =
\ i=1 =1 2k 41 =1 i=2F+41
ok 2k+1 2k 2k+1 2k 2k:+1
1 1 1 1
= 2@5 Q; - E aiZka E a; - E aiﬁﬁ'§ E a; + g a; | =
=1 =2k 41 =1 i=2k41 =1 =2k 41
2k+1
1
=| 21 > ai
i=1

Nun haben wir die Ungleichung fiir beliebige Zweierpotenzen gezeigt. Nun zeigen wir auerdem, dafl
A(n) — A(n —1).

n n—1+41

1 1
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
=(Te) =4 (Te) = (Tw) = Ta(TTe) <
i=1 i=1 i=1 i=1 =1

IN
3|
E
_|_
3
L
—
B

Wir bringen den einen Term auf die linke Seite:

n—1 n—1 n—1

nnfl Hai_n71 Halgi ai
i=1 i=1 i=1

Ubung:

Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion:

i(_l)k+lk2 _ (_1)n+1 n(n + 1)

2
k=1
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3.7.3 Definition durch Induktion/Rekursive Definition
D(n) sei Grofle, die von n € N abhiingt. D(n) soll fiir alle n definiert werden.
1. Man definiere D(1).

2. D(k) sei fiir k € N beliebig und schon definiert.
Dann definiere man hiermit D(k + 1).

0 Die Fakultét:

Man definiere 1! := 1. Dann folgt daraus:

(k+1):=(k+1)- Kl

Damit berechnet sich also die Fakultét folgendermafien:

nl=1-2-3-4-5-...-n

[0 Das Summenzeichen:
1
Man definiere Z aj := a1. Damit haben wir:

j=1

k+1

k
E aj = E a; | + ag+1
j=1 j=1

[0 Potenzen:

1

Man definiere a* := a. Dann resultiert:

My ={z|z >0}, My ={z| -1 <z <0}
Es seien z1,...,2, € M; (oder € M)

Satz:

H(1+xn)21+x1+x2+...+mn fir n e N
j=1

Beweis:

1.) Induktionsanfang:

1+ ;1 links 14 2 rechts (w)

2.) Induktionsschlufi:

(I4+zj)>1+a1+... +

k
=1

J
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[ Induktionsvoraussetzung:
Es gelte fiir j > 1:

k k

[[a+z) =14

j=1 j=1

[0 Induktionsbehauptung:

k+1 k+1
(1+xj)21+2xj
i=1 i=1
k+1 k k+1 k+1
H1+x3 [T +0) | 1+ k1) > 1—|—ij 1—|—xk+1 —1+Zx]+xk+12x]21+2xj
- - T

3.7.4 Bernoullische Ungleichung
Satz:

Fiir x > —1 und n € N gilt:

1+2)">1+nx

Beweis:

Wir benutzen oben bewiesene Ungleichung:

n
H (I42p) > 142 +a2+...+a, firneN

Setze nun 1 = 29 = ... = x,, = x. Damit folgt:
n
Hl—i—x 14+2)">1+nx

Damit ist die BERNOULLIsche Ungleichung bewiesen.

3.7.5 Geometrische Summe

q # 1. Dann gilt fiir jedes n € NU {0}:

n 1_qn71
1 Zh o 4q" = e . S
tat+ @+ +q =) q -
k=0
Setze:
S = @ = 1+q+@+...+q" N
kZ:o S—qS=1-gq S(1—-q)
qS = = q+¢@+...+q"+ ¢!
Ubung:
) . b+ 3 1 " 2
Fiir welche n € N gilt: 5n_l>1—|—§ 2" >n

Dies gilt nur fiir 1 <n < 625
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Satz:

n verschiedene Elemente aq,as,. . .,a, lassen sich auf n! verschiedene Arten anordnen.

1.) Induktionsanfang:

Nach der Formel gibt es P; = 1! = 1 Moglichkeiten, um ein einziges Element anzuordnen. Dies ist wohl
war.

2.) Induktionsschlufl:

[ Induktionsvoraussetzung:

Fiir ein n > 1 gelte P, = nl.
O Induktionsbehauptung:

Pn+1 = (n + 1)'
a-ag - ... Apy1
Betrachte alle Anordnungen, bei denen a; am Anfang steht: n!. Wegen k = 1, 2, ..., n + 1 erhélt man

insgesamt (n + 1)n! = (n+ 1)L

3.7.6 Binomialkoeffizient
acR keN

(1) - e ()

Ubung:

Es sei speziell @ = n € N. Dann gelten:

<Z)—0 k>n

<g):3-2-1;.(1)20

Fiir k£ < n gilt:

(n—k)!

ny n-(n-1)-(n—-2)-n—k+1)(n—k)-n—k—-1)-...-3-2-1 n! B n
<k) N El-(n—Fk)! Kkl —k)! <n—k)

Satz (Lotto/Kombinationen):

Es seien k, n € N, k € n. Die Anzahl K* der k-elementigen Teilmengen einer
n-elementigen Menge ist (7).
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Beweis mit Vollstdndiger Induktion:

1.) Induktionsanfang:

n=1(=k=1) K'=1= G) (wahr)

2.) Induktionsschlufi:

00 Induktionsvoraussetzung:

n

Kk<Z> firl<k<nundn,keN

0 Induktionsbehauptung:

1
K,’jﬂz(nz )fﬁr1§k§n+1

3.) Induktionsbeweis:

0 1.Fall:

+1
kn+1:K§ﬂ1<Z+l> <Z>

0 2.Fall:

n+1
kgn:Kff_H:( i )

Teile alle Teilmengen in zwei Klassen T, T» wie folgt:

(")

a.) In Ty liegen alle k-elementigen Teilmengen, zu denen a,,1 gehort. (k " 1)

b.) In T liegen alle k-elementigen Teilmengen, die a,,41 nicht enthalten. (:)

3.8 Der binomische Satz

Es sei n € N, t € R. Dann gilt folgende Beziehung:

" /n n n n+1
1+t = t* mit =
(1+9) %(k) i | (") + () = (%))

Fiir n = 6 gilt:

A+ +)A+)A+ (1 +8)(1+1t) = ((6)) 10+ (?)tl - (g)# - (g>t3 - (2)# + (g)ﬁ - (2)7&6

x
Es sei x, y € R. Setze oben t = —:
Y

(3) -2 ()
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3.8. DER BINOMISCHE SATZ

Wir multiplizieren mit y™ durch und erhalten:
n z " - n k,n—k
o) -5
(+3) =50
Dann kann die Gleichung noch folgendermafien umgeformt werden, wobei folgt:

SO S0

k=0 k=0

3.8.1 Pascalsches Dreieck

(141" = Zn: (Z)tk

k=0
Ot=1
r=3 (-2 () @
Ot=-1
0= ké(—l)’“ (1) - §<—1>k (7) 0

Wir addieren die Ausdriicke (x) und (%x):

o = i (Z) (1+(=1)F) = i2(22>

k=0 k=0

-5

k=0

Die Ausdriicke (x) und (%*) werden subtrahiert:

on _ i <Z) (1-mh = i 2<2k71 1>

k=0 k=0

Ubung:

Es sei zu zeigen, daB fiir n, k € N gilt:

PAGHEGY

lz:(n;rl) _ <n+Z+1>
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Nun notieren wir uns das Pascalsche Dreieck:

)
([)een§) s

Es gilt, wie wir zeigen sollten:

pRBEEY

Jj=

Fiir k — 1 =2, n = 3 folgt durch Einsetzen:

>(2)-(5)

Jj=2

Weiterhin gilt:

=0

z’“:(n;rl> _ <n+:+1>

Auch hier folgt fiir n = 2, k = 4 durch Einsetzen:

>

=0

3.9 Betrag einer reellen Zahl/Ungleichungen

241
l

-()

3.9.1 Vorzeichenfunktion

sign(x) :=

0 fir =0
-1 fir <0

{ +1 fir >0

sign(x): R— R
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3.9.2 Betragsfunktion

Es sei die Funktion R +— {z|z > 0} als sogenannte Betragsfunktion definiert. Fiir die gibt es verschiedene
Schreibweisen:

|| := v firow=0] sign(z) - * = max{z, —x}
’ —x fir >0 ’

Des weiteren gelten folgende Beziehungen:

t2 < fal,—2 < Jo| S 2> —fa]: —|2| <z < o

2

[2%] = 2? = 22 (sign(x))* = (x - sign(a))? = [af?

|2?| = 2% = |z]* = Va2 = |z

Satz:

Es seien z, y € R. Dann gelten:
a.) |z]=0<x=0 (|Jz| >0 < z #0)

b.) feyl = || - |y|

Insbesondere: | — x| = |z, m‘ = m (y#0)
yl oyl
Beweis:
(zy)? = 2%y?
lzyl® = |2|*|y* = (Jzl[y])?
| — 2| =[(-1)z| = [ - 1[z| = |z|
[zl ==yl = |=| Wl = || =17
Y yl o 1yl
5+31 bBn+i 1 1
n _ >14 — 1<n<625 — =0
11 1 == ?
5n + 1 1 1
2 _1>— e>0:—<en>mng
57’L—§ 55 n
———
1
on—%
1 S 1
— > =
571*5 55
Satz:

Es seien z,y € R. Dann gelten folgende Gleichungen bzw Ungleichungen:
a.) |z >0 x#0

2 - w0

b.) |zyl = [=[lyl, | - =| = ||, m

c) ||zl =yl < |z +y| < |x] +[y]
Die letzte Ungleichung bezeichnet man als Dreiecksungleichung.
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Beweis der Dreiecksungleichung:

Wir verwenden fiir den ersten Teil einen Trick:
r=(xxy) Fy:lz|<|ztyl+y|

(o) Fa: |yl <leLyl+|z|
£z = [yl) < |z £yl

= |lz| = lyll < |z £y
Weiterhin folgt:

tr <|zjund +y <yl = |zty| <|z|+ |y

+(zdy)<|z|+]y|

Daraus ergibt sich nun der zweite Teil der Ungleichung:

|z +y| < |z| + |y

Folgerung:

Es sei ay, ao, ..., ap € R:

k k
‘Zaj‘ < Z|aj| firk=1,2,...
j=1 j=1

Beweis:

1.) Induktionsanfang:

Fiir k =1 folgt die Identitéit |a;| = |a1|. Diese Aussage ist wohl wahr.

2.) Induktionsschlufi:

0 Induktionsvoraussetzung:

k k
‘Z%‘ <> lal
j=1 j=1

U Induktionsbehauptung:

k+1 k+1

‘Z%“ <> lajl
j=1 j=1

3.) Induktionsbeweis:

Durch Anwenden der Dreiecksungleichung ergibt sich schliefflich:

k+1 k k k
> ai] = D | < Y s +lawsl <Y lasl + fansal
j=1 j=1 =1 j=1
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Bemerkung:
r,y<0:zx<yea? <y’

Fiir z, y € R gilt |2| < |y| & 2% < 2.

y* = = (lyl = lal) (Jyl + (|=))
>0

Gegeben sind a € R und € > 0. Fiir welche z € R gilt |z — a| < €?

1. Fallunterscheidung:

T >a lt—al=2z—a<e=>a<z<a+e

z<a [t —al=—(r—a)<e=a—-c<z<a

Daraus folgt dann:

a—e<zxr<a+e

2. Geometrisch:

3. (|z)? = 2?)
Quadriere die Ungleichung |z —a| < € (v — a)? < €2
e Quadratische Ungleichung
e?—(r—a)i=(c—(x—a))(e+(x—a))>0
=e>r—aunde>(xr—a)=>a—-e<z<a+e
= e<z—aund e < —(x — a) Dies ist unméglich!

Satz:

Gegeben sind a € R und € > 0. Dann gilt:

lrt—a|<e & a—e<z<a+te
& —e<zr—a<e
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3.9.3 Ungleichung zwischen dem geometrischen und arithmetischen Mittel (GAM-
Ungleichung)

1
L |zy| < 5(562 +y°);z,y €R

Gleichheit gilt nur fiir: |z| = |y|.

1
2. Vay s S(e+y)e<0y<0
Gleichheit gilt nur fiir: = y.

Beweis:

L (2] = [y1)* 2 0 = 2® + y* < 2|z]ly]

1
2. Setze in x x — Vx,y — /Yy : Ty < §(x+y)

3.10 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Gegeben sind a1, as, ..., ag, b1, ..., by € R. Dann gilt die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung;:
k k k
PR NDICARNDIL
j=1 j=1 j=1
a 3
Beweis:

k
1
Wir kénnen schreiben: od E la;b;| <1 fir a; = % und b; = j. Aus a = 0 oder 5 = 0 folgt a; = 0V j oder
e
=1

bj =0V j. In diesem Fall ist nichts zu beweisen. Wir ziehen die Konstanten o und 5 in die Summe:

k
1
= s
Es gilt die Dreiecksungleichung;:
z,y €R: o <yl = o] = [yll < o £yl <[z + |yl
AuBlerdem gilt folgende Abschéitzung:

1
:lzz(),yZO:,/xySi(:z:+y)

2 b2
Mit diesen Erkenntnissen folgt nun mit x = % und y = ok

2 2

(&
2" B2

Wir summieren diese Ausdriicke auf und erhalten:

ka 1
S| <5 H*Z

j=1 Jj=

aj bJ

o f

b
B



3.11. KOMPLEXE ZAHLEN

Fir aq, ..., ag, b1, ..., by € R:

k k k
Zlalbl‘ < Za? Zb%
=1 =1 n=1

3.11 Komplexe Zahlen

Es gilt NC Z € Q C R C C. Wir wollen folgendes Gleichungssystem losen:
10=u+v

41 =u-v

=u=>5+4v/—-1

=v=5-4V/-1

1=vV1=/(-1)(-1)=+/(-1)2=-1  Hoppla!

Da Gleichungssystem besitzt also in R keine Losung. R soll zu C erweitert werden (R C C) derart, daf:

1. 22 +1 = 0 lésbar ist: Eine Losung wird durch i bezeichnet (i ¢ R).

2. C soll mit ,,+* und ,,-“ einen Korper bilden.
Diese Operationen sollen - eingeschrénkt auf R - die schon bekannte Multiplikation und Addition liefern.

Solch eine Erweiterung mufl notwendig folgende Elemente enthalten:

z,y,imit r ERye Rund RC {z =z +iylz,y e R} CcC

o
In C wird wie im Reellen gerechnet, zu beachten ist zusétzlich iZ2 = —1.
l.z=2+1iy, w=u+iv (z, ¥, u,vER)€C
Dann folgt fiir die Gleichheit z = w von z und w: (z = u) A (y = v)

Beweis:
r+iy=u+iv
Wir nehmen an,dafl y # v. Dann folgt daraus fiir i:

r—u
v=Yy

eR

i =
Die imaginére Einheit i wéire also im Zahlenbereich R der reellen Zahlen, was ein Widerspruch darstellt.
Daraus ergibt sich also:

Yy=v=x=1u

z € C sind eindeutig z und y mit z = z+1iy zugeordnet. Hier liegt also eine beliebige Zuordnung zwischen
(z,y) € R? und 2z = z + iy € C vor.

3.11.1 Definition von Addition und Multiplikation in C

Es seien z = z+iy und w = u+iv mit x, y, u, v € R. Dann wird Addition und Multiplikation folgendermafien
definiert:
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Addition:

Oz+w:=zx+u+i(ly+v)eC

0 Re(z+w) =Rez+Rew
Im(z4+w) =Imz+Imv

Multiplikation:

0 z-w=au—yv+i(yu+ zv) € C

O 0= 0410 ist neutral beziiglich der Addition: z 4+ 0 = 2V z

0 —z = (—z)+i(—y) ist invers zu z beziiglich der Addition: z 4+ (—z) =0
— (C, +) ist abelsche Gruppe.

0 (0#)1 =1+ 10 ist neutral beziiglich der Multiplikation: 1z = 2V z.

1 _
0 2 #0, z = z + iy hierzu beziiglich der Multiplikation ist — = — z 5 +1i ( 5 Y 2) invers zu z
z ¢ +y ¢ +y

0 (C c {0}-) ist eine abelsche Gruppe.

— (C, +) ist abelsche Gruppe.
0 Zusitzlich gilt fiir z,w,¢ € C: z(w + ¢) = 2w + 2(.
0 C ist ein Kérper, der die Forderungen 1. /2. erfiillt.

C = C ist der Korper der komplexen Zahlen.

Weitere Rechenregeln:

O Der Betrag |z| einer komplexen Zahl ist festgelegt durch:

2] = Va2 +y?

Der Betrag von z ist der Abstand von z zum Ursprung O der Gauflschen Zahlenebene.

A

Im

2] = V/(Re(2))? + (Im(2))2

r=x+1y

Im(z)

\i

reelle Achse »

Re(2) Re

imagindre Achse
0 Konjugiert komplexe Zahl:
Z=x—1y

Z ist ,,z gespiegelt an der reellen Achse®.
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Im

T+ iy

T —1y

0 Mit z =z +1iy und zZ = z — iy folgt:

Im Reellen gilt |22| = 22, aber im Komplexen ist im allgemeinen |22| # 22.

)ZW=Z W
3)2eR&Im(z)=0&2=72
1) F =2 2l = |2l (EI)? =25 =7 = |2
5) 7&01 Z z T 4 —y
L) 2 L= == 5 = 1

z 2z |z]2 2?+4y? x4y

o ()5t (-

Satz 1:

z,w seien komplexe Zahlen. Dann gelten:

L) fwz| = |w||z]
1 1

2.) —:—:‘E‘:M
A N A N 1

3.) [Re(z) < |z], [Im(2)| < |2|
4.) |z +wl? = |22 + 2Re(2w) + |w|?

5.) |z +wl <z| +[wl, [|2] = [w]] < |z + wl
(Dreiecksungleichung)
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1. Abstande:

|z — w| ist der Abstand zwischen z und w. Es sei a € C:

a.) Gesucht sind die Zahlen z € C mit |z — a| = 3: Kreis um a mit Radius 3
b.) Gesucht sind die Zahlen z € C mit |z — a|] < 3: Inneres des obigen Kreises
c.) Gesucht sind die Zahlen z € C mit |z — a| > 3: Aufleres des obigen Kreises

Betrachten wir folgendes Beispiel: Was bedeutet {z € C||z + 4| < |2z + 2|} geometrisch?
|z + 4 < 4]+ 17

|22 + 16 + 2 - 4Re(2) < 4(|2|> + 1+ 2Re(2)) = 4|2|* + 4 + 8Re(2)

12<3|z> =4 < |22 = 2< |2

2. Kehrwerte

2z |2|?
ozl 7 1
N E R FTE P
3. Satz 1

4. Folgerung aus Satz 1

[Re(2)|* < (Re(2))? + (Im(2))? = [2]* — [Re(2)| = |2> — [Im(2)| < |2]
a€Re>0,beC:

la]| <e— —e<a<e

la| < [b] & —[b] < a < [B]

—|z] < £Re(z) < |7] —|z| < £Im(z) < |z|

_ 1
lz+w* = (22 w)(Z+W) = 2Z + w0 £ wZ + 20 = |2|* + |w|? £ 2Re(2w) (wz = 2w, Re(z) = 5(2 +2)

5. Dreiecksungleichung

|z £ wl” = [z + [w]® £ 2Re(2) < |2* + [w]* + 2lzllw] = (2] + Jw])?
Re(2w) < |Re(zw)| < [z0] = |2|[w] = [2||w]

Re(zw) > —|zw| = —|z||w|

3.11.2 Polardarstellung komplexer Zahlen

o wird zur positiven reellen Achse gerechnet.

Definition:

Esseiz=xz+1iy € C, z # 0,(x,y € R). Es gibt genau eine Zahl ¢ mit den Eigenschaften = = |z| cos ¢,
y = |z|sinp fiir 0 < ¢ < 27. Diese Zahl ¢ heifit das Argument von z: arg(z)
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Ergebnis:

Jede komplexe Zahl z # 0 kann in der Form z = r(cosv + isint) dargestellt werden, wobei r = |z| und
Y = arg(z) + 2kw (k € Z) ist.
Es sei z = r1(cos 1 +isingy) und w = ra(cos g2 + isin po) gegeben. Dann gilt:

a.) Multiplikation:
r172(C0O8 1 COS o — sin 1 8in Ya) + 1(cos @1 sin Yo + cos Yo sin Y1)

b.) Additionstheorem:

rir2(cos(p1 + p2) +isin(e1 + 2))
Insbesondere gilt:

2% = r%(cos(2¢) + isin(2¢p))

2™ = r"(cos(np) + isin(nep))

c.) Division:

z  r1(cospy +isinpy) - ra(cos s + isin ps)

_ n B o
o 2 = (cos(p1 — @2) +isin(p; — ¢2))

Satz 2 (Satz 6.10, Seite 65):

z =r(cosp +isinp), w = p(costh +isine)) seien gegebene komplexe Zahlen (r = |z| > 0,p = |w| > 0). Es
gelten:

1) z2=w<r=pund ¢ =9 + 2k7 mit k € Z)
2.) zZ=r(cos(—y) +isin(—¢)) = r(cos ¢ + isin )
1 1

L = 2 (eos(—) +isin(~p))

1) 2w = rp(cos(p+ ) + isin(® + )

5.) 2" =r"(cos(n-p)+isin(n-p)) mit n € Z
Dies ist die sogenannte MOI1VREsche Formel.

Beweise:

Vorausgesetzt werden:

cos(p) = cos(—y)

sin() = - sin(—p)

+1p) = sin(ep) cos(1) + cos(¢p) sin(v))
cos(p + 1 ) = cos(¢p) sin(tp) — sin(yp) cos(1))
0 Zu

sin(p

rcos(p) +isin(p) = pcos(y) +ipsin(y)

rcos(p) = psin(t)

rsin(e) = psin(p)
—p=v+2km, ke’

ot
ot
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0 Zu 2

Z = r(cos(p) + isin(p)) = = F{cos(2) T 15n(2)) = cos(7) T+ 15n(7) = r(cos(—yp) + isin(—y))
0 Zu3

1 1

1 . .
2 = T(cos(g) T iem(p)) — rcos(me) isin(=))

0 Zu 3.:

2w = rp((cos(p) cos(1) — sin(p) sin(1)) + i(sin(p) cos(1)) + cos() sin(1))
cos(p+) sin(p+)

0 Zud4.:
O 1.Schritt:
n € NU{0}1 =1, n=0 (wahr)

a.) Voraussetzung: Formel fiir ein beliebiges n > 0
b.) Behauptung: Formel fiir n + 1

n+1

2" = 2"z = 1" (cos(p) +isin(p))r(cos(¢) + isin(y))

P (cos((n + 1)) + isin((n + 1))
0 2.Schritt:

nezZ,n<0—-neN
o <1> T (i(cos(g@) + isin(ga)) 7 n(cos(ng) + isin(e))

Geometrische Ubung:

Es ist zw zu konstruieren (dhnliche Dreiecke).
Gegeben sei a € C, n € N. Gesucht sind alle u € C mit 2" = a. Jede Losung dieser Gleichung heifit n-te Wurzel
aus a.

a = |al(cos(a) +isin(w)), a = arg(a) € [0,2m) n . _ .
z wird in Polarform zu z = r(cos(¢) + isin(p)) gerechnet. " (cos(ni) +isin(ng) = |al(cos(a) + isin(a))
r und ¢ sind gesucht!

= Vlal,np=a+2kr mit k € Z

2k
gongr—ﬂmitkEZ
non

Satz:

Es seien a € C, a # 0 und n € N gegeben. Die Gleichung 2™ = a hat genau n verschiedene Lésungen und
zZwar:

2k 2k
Va =z, = |%| <cos (Z +n7T> +isin (Z"'J))’ wobei k=0, 1,2, ..., n—1und a = arg(a) ist.
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Satz:

Es sei a = |a| cos(ar) + isin(a) € C # 0; o = arg(a);n € N.

2k 2k
Die Zahlen z, = {/|a| (cos (Z + nﬂ> + isin (Z + n7r)> mit £ =0, 1, ..., n—1 sind die (verschiedenen)
Losungen der Gleichung 2™ = a. Die Zahlen z, liegen auf dem Kreis um O mit dem Radius {/|a|. Sie bilden
die Ecken eines regelméfligen n-Ecks.

V1:2"=1 |1l =1, arg(1) =0
2% 2%
%:cos(ﬁ)+isin<7r> mit k=0,1,...,n—1
n n

Dies sind die n-ten Einheitswurzeln der Zahl 1.

3
B =i n:3,a:—i,\—i|:1,arg(—i):7ﬂ-

2 2
v/—i = cos (;T + 3k7r> + isin (;T + 3k7r> mit k=0,1, 2, ...

22 4+2az+b=0 (a,b,€ C)
2242 z+a®>=a*>—b
(z4+a)?=a*>—->

z=—-a++vVa*—b

Das sind zwei Zahlen.
2242:245=0

a=1,b=5 a?—b=—-4
z=—-14+vV-4=—-142y-1=-14+2i

Verboten sind Ungleichungen zwischen komplexen Zahlen!
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Kapitel 4

Vektorrechnung

4.1 Der Vektorraum

Definition:

Beispiele:

L F={flf:10,1] —R}
LgeF:(f+9)(x)=flx)+g(x) x<[0,1]
acR feF:(af)(x)=af(x) ze€[01]

2. C ist ein reeller Vektorraum:

w,z € C w+ z € C geniigt 1.)

aeR,zeC a € C geniigt 2.)

,» Vektoren sind Elemente eines Vektorraums“. R (bzw. C) in der Definition von V heifit Skalarbereich.
Die Vorschrift unter 2.) heifit skalare Multiplikation.
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&1
. &2
3R"={zZ=1] . |.,& R}
én
&+m
. . L &2 + 12 B
T=(&)j)jHy= )i T+y:= ) €R
&n + M
0 =&
o e
0o = —r = .
0 _En
O{€1
ads
Skalare Multiplikation: a € R, Z € R" : af = . e R
a€7L
f:gHEJ :Th(jil, 23 7”)

4.1.1 Geometrische Deutung (n =2, 3)
&

RS (X = 52
€3

Wahle kartesisches Koordinatensystem: Die gerichtete Strecke OP ist Bild fiir 7 und ebenso jede aus & durch
Parallelverschiebung, hervorgehende Strecke.

ai b1 pr— i &1
Verschiebung von | as | nach [ G2 ] : [ Bo—as ] = | &
az Bs B3 — a3 €3
f &1
Umgekehrt sei im R? eine gerichtete Strecke gegeben: Wie wird # ein Tripel [ & | zugeordnet?
€3
S =05h—ao
§o=[2— 1
§3=03—

a, b mit gleicher oder entgegengesetzter Richtung heiflen kolinear.

4.1.2 Lineare Abhéingigkeit und Unabhingigkeit

Definition:

V sei reeller Vektorraum. Ein Ausdruck der Form Az + Xoza + ...+ Az, (A € R,z € V) € V heifit

P
Aj
=il

Linearkombination (LK) der a1, ..., @,.
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Definition:
k
Z1,%2,. . Xy € V heiflen linear unabhingig, falls aus Z)\jxj =0 folgt: A\;y = Ao = ... =\, = 0. Sind
j=1
k
die x1,za,...,x, nicht linear unabhéingig, so heiflen sie linear abhingig, d.h. es gibt A\, ..., Ay mit Z
g=i
k
A2 #£0und Y A —az; =0.
j=1

Es ist zu zeigen, dafl folgende Vektoren linear abhingig sind:

6)-()-C)

Es muf} also gelten:

n o) e (1) ()= )

Damit erhalten wir folgendes Gleichungssystem:
22 +2X2 + 323\ _ (0
+X2+2x3 ) \O

2M1 +2X2+3X3 =0
+ A+ A3=0

Damit folgt die Losung:

Ay = —2A3
1

)\1 = 5)\3

A3 =1

Also sind die Vektoren linear abhéngig.

Ubung:

<(2)) ; (?) sind linear unabhéngig.

Sitzchen:

a, b sind kollinear. < a, b sind linear abhéingig.
=X & 1d+ (-\b=3a
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Beweis:
Ag -

”¢“h6+&5:5mﬁA1#0ﬁd§:—X$
1

Damit sind @ und b kollinear.

&
R3:{f: 62 751752)536R}
&
& 4+m A1
T= (&), 7= (y;):T4+y=|Eatm |, M= || (MinR
§3+ 13 A&3
@,b € R3 kolinear: @||b < @,b sind linear abhiingig.
—a=\b
B1— o &1
Bo—az | =|&
B3 — a3 &3

Vektoren: Kraft, Geschwindigkeit, elektrisches Feld Skalare: Temperatur, Masse

4.1.3 Geraden
Gegeben sei ein Punkt A in R? und eine Richtung mi(# 4)

g:Zt)=a+tm teR(Z:R— R

Wir suchen die Parameterdarstellung der Geraden g durch A mit der Richtung 7. Dazu betrachten wir
eine Gerade durch 2 Punkte A und B:

(t—7)i+(t—1+7)b=0

Da @ und b linear unabhéingig sind, ergibt sich das Gleichungssystem:

t—7=0
t—14+7=0
t=1

2r =1
:>T:t:1
2
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4.2. SKALARPRODUKT ZWEIER VEKTOREN ¢ R? (LANGE/WINKEL ZWISCHEN
VEKTOREN)

4.1.4 Ebenen

Gegeben sei ein Punkt A mit @ und 2 Richtungen @, ¢ (linear unabhéngig).

X=dad+ su—+tv s, t € R
= Z(s,t)

Z:R?—R3

Gesucht ist die Parameterdarstellung der Ebene durch A, die von @ und ¢ aufgespannt wird. Gegeben seien
3 Punkte A, B, C' mit den Ortsvektoren @, b, é&. (A, B, C liegen nicht auf einer Geraden.) b — a@, ¢ — d sind
Vektoren (in der Ebene), welche die Ebene aufspannen.

(s, t)=ad+s(b—a)+t(@—a) steRr

Fiir jedes Paar s,t € R ist das der Ortsvektor eines Punktes der Ebene.

4.2 Skalarprodukt zweier Vektoren € R? (Linge/Winkel zwischen

Vektoren)
Wiéhle kartesisches Koordinatensystem:
& m
T= (& |, 4= |mn
€3 3

—
Die Linge von OP (von &) — man bezeichnet diese auch als Norm von # — ist folgendermafien definiert:

I1Z] = /& + & + &
Auflerdem besitzt sie folgende Eigenschaften:
O IAZ]| = [[AIZ]] fir A € R
012 > 0 (% # 0)
OZ|l=0—2=0
Oz + g1l < 12| + (17

Es sei & = (&) und ¥ = (n;). Dann definiert man das Skalarprodukt (inneres Produkt) zwischen & und 7
folgendermaflen:

3
T-yi= Zﬁjﬁj =&m + &an2 + &3m0
=1

Man findet in Biichern verschiedene Bezeichnungen fiir das Skalarprodukt: (Z,4), [Z,y], (Z,¥). Dieses besitzt
nun folgende Eigenschaften:

1) Z-&= || fir - 7> 0; ¥- 7= 0 nur fiir ¥ =0
2)Z-y=9-T
3.) (af + BY) - 7 = aTZ + By7 fir (o, B ER; T, ¥, 7 € R3)

63



KAPITEL 4. VEKTORRECHNUNG

Die Léange der Strecke PQ berechnet sich durch:

& —
T—y= (& —m
§3—13

Das Skalarprodukt Z - i 148t sich geometrisch interpretieren. Dazu betrachten wir ein Parallelogramm mit den
Seiten Z und .

|12 +41* = (& + §)(& + ) = |12* + |g]* + 22 - §
|7+ = (@ - 9)(@ +9) = |Z]* + |7]* — 27 - 7
I1Z+41° — &~ gl> =48 - § — & § & TLy
e= L g9

|Z| 19

Ty TP
o =cosg @@= || Z]|[|§] cos
(1211111
g
cosp = ”ﬁ” = p=|§llcosp = T
Hat & die Lange 1, so gibt & - ¢/ die Linge der orthogonalen Projektion von g auf £ an.
& m 3
F=|& | g=m | :&-7=>_ &n =77 cose
&3 UE] J=1
Definition:

Beweis zu 5.):

Es seien b, ¢ linear abhéingig.
= Z(s,t) = Ty + sb + 1€
= Z(s,t) — T, = sb+ 1@
\_v_./

a= Sog—i- toC
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4.2. SKALARPRODUKT ZWEIER VEKTOREN ¢ R? (LANGE/WINKEL ZWISCHEN
VEKTOREN)

Anwendungen:

1.) Hohen in einem Dreieck:

— - =

Die drei Hohen in einem Dreieck schneiden sich in einem Punkt. Zu zeigen ist h | @ — b. h kann
folgendermaflen dargestellt werden:

h=ad+ " =b+~at
Damit ergibt sich durch Multiplikation mit @ bzw. b:

S S
Sy
QL Q

oMy

}H-(&'—E):o

2.) Hesseform:
Wir wollen die Hesse-Normalform fiir Gerade g (im R?) und Ebene E (im R?) herleiten.

a.) Gerade g:
Wahle 7 L m. Daraus folgt &7 = @-7 fiir jeden Ortsvektor von g. -7 = « ist die Hesse-Normalform
fiir g (Geradengleichung), falls ||7|| = 1 und 7 von 0 zu g gerichtet ist.

b.) Ebene E:
Wihle 77 L 4 und ¢. Dann ist Z -7 = @ - 7 = o Hesse-Normalform der Ebene.

Satz:

g(E) seien in Hesse-Normalform Z - 77 = a gegeben. Betrachte fiir i € R® die Funktion d(¢) := - 7 — «
(d: R? — R. Dann gelten:

1.) d(¥) =0 < g ist der Ortsvektor eines Punktes auf g(E).

. . _ verschiedenen . . d(y) .
2.) Liegen ¥ und ¢ auf { e } Seiten von g(FE), so gibt { —d(@) den Abstand von ¥ zu
g(E) an.
&
Im kartesischen Koordinatensystem sei £ = | & | gegeben.
€3
&1 & 0 0 1 0 0
l=10+[&])+|0|=& |0 +& 1] +E&([0] =&t + ez +Eses
&3 0 0 &3 0 0 1
€1 €2 63

Hierbei gilt §,5, = €; - € fiir j =1, 2, 3. Das Kroneckersymbol §;;, ist dabei folgendermafien definiert:
Sop 1= 1 j=k
FTY10 4k
Aus &= &1€1 + &+ &3z folgt €5 =2 -¢€; fir j =1, 2, 3.
3 3 3 3
F=Y &GEGund §=Y mép = E-J= Y G- &= > &
j=1 j=1 jyk=1 k=1
6jk
Fiir eine Ebene gilt beispielsweise:
ni
,ﬁ: No | : xny +Yyng + 2N3 = « rny + yng = «
ns

—

I =« I =

N e R
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KAPITEL 4. VEKTORRECHNUNG

4.3 Vektorprodukt (im R?)

Definition:

Zwei Vektoren @, b € R3 wird der Vektor p=dax b wie folgt zugeordnet:
1) pLaundpFLlb
2) = Winkel(@,B) € [0,2n], 1@ x b = @] sin s

3.) Im Falle @ x b # & bilden @, b, @ x b (in dieser Reihenfolge) ein Rechtssystem.

Auch fiir Anwendungen: Bwg/Haf/Wille: Hohere Mathematik fiir Ingenieure (5 Bénde), 2. Band

4.3.1 Eigenschaften des Vektorproduktes

l.dxd=0
2. dxb=—-bxa
3. @ x bl)> = l|al|* - [|blI> — l@]|[16]] cos® ¢ = [|al?[|b]|* — (@ - b)*

4. ||@ x 5” = Fléicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms.

5. a, 5, ¢ € R? seien Rechtssystem:
Volumen dieses Parallelepipeds (Spats):

V = ||@ x b|| - Hohe h = (@ x b) - &

2] cos v

ﬁ,gER3:Ex5€R3mit

|@ x b|| = Flicheninhalt eines Parallelogramms

i)
1

)
)
3.) @,b,a x b bilden ein Rechtssystem.
)
)
)

(€1,62,63) =1
1, €2, €3 und €3, €3, €1 und €3, €1, €3 bilden ein Rechtssystem.

—

€1X€2263



4.3. VEKTORPRODUKT (IM R?)

10.)

—

X

()
™
Il
oL

53 X€1:€2
(€1,62,€3) = (€1 X €3) -€3 =¢€3-€3 =1

Weitere Beziehungen:

S AT+ ) X E=AG X E+bx T

(61,@2,(),5) = (a:lvgac + (52’157
(@ b1 + b2, @) = (@,b1,0) + (@, s, ©)
(@, b1 + &) = (@,b,&) + (@b, )

Ubung
@,b,¢+ A + b = (@,b,¢) + Md, b, @) + pu(d, b, b)
—_—
=0 =0

-

,— A=A —dx

>
>

—
ISI
X
fwp

S—
Il
Qy

o — “ll@x bl = ||| - ||b]| - sin = 0 — ¢ = 0,7 — @, b sind kolinear!

Entwicklungssatz

Diese Formel nennt man auch Grassmann-Identitdt. Wir finden einen geometrischen Beweis auf Seite 93f
im Skript. Wir benéttigen:

€y X €3 = €1
€3 X €1 = €
@ x b in Koordinaten
3 3 3 3
axb=|Y ;& | x (Z ﬁké’k> = > (0B x &) = Y _ (0 By X &) =
i=1 k=1 et ik
= (233 — a352)51 + (a3fi — a133)€s + (182 — azfr)és
e5] o33 — a3
= | asf — o1 B3
ag a2 —

Jakobi-Identitét
@x (bx & +4bx (Exa)+&x (d@xb)=3dmit 10
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KAPITEL 4. VEKTORRECHNUNG

11.) Lagrange-Identitéit

—(@,b,&)d + (¢,d.b)a + (d, & a@)b + (@,b,d)é = Obzw. + (a@,b,&)d = (¢,d.b)a@+ (d, & a)b+ (a,b,d)é =0
N—— N N N——
a0 B+£0 ~#0 540

Satz:

Je vier Vektoren @, b, ¢, d € R3 sind linear abhéngig.

Beweis:

Wir kénnen annehmen, daf je drei dieser Vektoren linear unabhéngig sind.

S a#0,8£0,7£0,640

- _—_—
d=Pa1 254 %
o o o
31 . B g . . a2f33 — a3 "
d= ||, b=|B2]|,C|2]|:(@bc)=(@xb)-C=azbi—aufz]| -|[7]|=
as B3 V3 a2 — V3
= a1 82773 + B3 + asfrye — aafiyz — asfBay1r — a1 fsy2

(@,b,¢) = (b,¢,d@) = (,d,b)

Satz:

-

@, b, @sind linear abhingig. < (@,b,6) =0

Beweis ,,=“:

Beweis ,,<*:

1@ < 8| - [|el] - cos (@ x 6,8 = 0

a) @xb=0 2, @, b sind linear abhingig. = @, b, @ sind linear abhingig]
b.) ¢=0=d, l_;, ¢ sind linear abhéingig!
c.)adxclcd=a, b, ¢ liegen in einer Ebene. = a, b, @ sind linear abhangig!
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4.3. VEKTORPRODUKT (IM R3)

Nachtrag:

n
. =3 || =[] =
z-g=7 & "= |27 cos o
k=1

&1 m
. 52 . T2
T = . Y = .
n Mn

|- g1 < 12| [|4]

1.) ScawARz-Ungleichung:

> o] < (Ne) (L)’
Jj=1 j=1 =

k=1

2.) Dreiecksungleichung:

|12+ gl < ||zl + [|7]]

Ubung:

Beweis mit SCHWARZ-Ungleichung

Fir z, b € R und € > 0 148t sich eine e-Umgebung von b definieren durch |z —b| < e - b—e <z < b+e.
Gleichzeitig definieren wir fiir ¢ € C, € > 0 eine e-Umgebung von ¢ nach {z|z —¢| < €}. Firz > 1und n € N
gilt die BERNOULLI-Ungleichung (1 + 2)™ > 1 + nz. Sind a und b > 0, so gibt es ein ng € N mit na > bV
n > ng. Zu jedem x > 0 und € > 0 gibt es ein ng € N mit £ < eV n >mng. Fiir x >0, € > 0 gilt = < e fiir fast
alle n.

Satz:

Jede nichtleere nach oben beschrankte Menge reeller Zahlen besitzt ein Supremum.

Definition:

Fast alle natiirlichen Zahlen sind alle bis auf endlich viele.

0 Aussage 1:
Es sei a > 1 und b > 0 gegeben. Dann gilt a™ > b fiir fast alle n.

a=14+a—-1>0
~——

a"=1+a—-1>0)">1+4+n(a—1)>n(a—1) >0 fir fast alle n
N~ ——
>0

O Aussage 2:
Es sei e > 0 und 0 < g < 1. Dann gilt g™ < € fiir fast alle n.

Ubung:

Setze bei Aussage 1 a =1, b= 1.
q €
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Kapitel 5

Zahlenfolgen

5.1 Grenzwerte

Definition:

Beispiele:
1) an: ap = (—1)" -1,1,-1,1, -1, 1, ...
1 n =4k
)i n=4k+1 .. _
2.) a, =1 1 =4k firk=0,1,...(n=0,1,2,...)
—i n=4k+3

1
5) ap =1+ —
n

Diese Folge ist streng monoton fallend und beschrankt.

6.) a, = i%
j=1

71



KAPITEL 5. ZAHLENFOLGEN

Die einzelnen Folgenglieder stellen die harmonische Reihe dar.

3 3 1
a1:1,a2:*,a3:§+§,...

2
7.) ap = zﬁni
L 3.
a; = 517 ag —1, as §17

Die Folge ist beschrankt fiir n > 3 (2™ > n).

8)ar=l,app1=apn+diag=1,a3=14+d,a3=1+2d: a, =1+ (n—1Dd fiirn=1,2, ...

9) a1 =1, ant1 =qan: a1 =1, as =g, a3:q2,..., an:q"_1 firn=1,2, ...
1 1 1
10. =1 =1+ —: =1+—F=1
) “  fnl + an fnt1 * 1"‘% * 1+ 1+4171

-1
11) ar =1, anp1 = VIt an:az=v2, a3 =\ 1+V2, as =\/1+\/1+V2

12.) ap =ap—1+an_o firn=3,4, ...

a1:1,a2:1,a3:2,a4:3,a5:5,a8:8,...

1 =2k—-1
| % n
14.) an { 1-1 n=2k

Definition:

Die Zahl ¢ € C heifit Hiufungspunkt (HP) der Folge (a,,), falls fiir jedes € > 0l|a,, — ¢| < € fiir unendlich
viele n gilt.

Definition:

Eine reelle nicht nach oben (nicht nach unten) beschrinkte Folge hat den uneigentlichen Haufungspunkt
+00, (—00). Jede reelle Zahl ist Héufungspunkt der rationalen Zahlen.

5.1.1 Satz von Bolzano-Weierstrass

Jede reelle Folge besitzt einen Haufungspunkt.

Beweis:

1. Ist die Folge nicht beschréinkt, so hat sie den Haufungspunkt +oo (oder —oo).
2. Es sei (ay,) beschrinkt |a,| < SVn
Betrachte M = {z € R|x < a,, fiir unendlich viele n}
1. M#£®
2. nach oben beschrankt
1. -SeM
2. S 41 ist obere Schranke von
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5.2. TEILFOLGE

= H =sup(M)

Es sei g € C: a, = ¢". a,, konvergiert fiir |g| < 1 und ¢ = 1, divergiert fiir |¢| = 1 (auer ¢ = 1) und |¢| > 1.
Betrachten wir aulerdem A € C: Die Folge a,, = % geht gegen 0 fiir n — oo.

Es gilt limy, o0 an, = g, falls es zu jedem € > 0 ein N(e) € N derart gibt, daf aus n > N(e) folgt: |a, — g| < e.
Falls fiir jedes € > 0 |a,, — g| < € gilt fiir fast alle a,,. Konvergenz bedeutet, daf§ die Folge beschrinkt ist und
genau ein Haufungspunkt vorliegt.

Satz:

(a,) monoton wachsend, nach oben beschriinkt. Dann konvergiert (a,).

i 1 - 1 1 1 ,
Sn:ZM:Z<H_k):1—nHlfurnr—>oo

(a,) ist monoton wachsend. Aulerdem zeigen wir, dafl die Folge beschrinkt ist:

n

1 1 = 1 1

— =1 — <1 —=2—-——<2
Dot msi ) gt
k=1 k=2 k=2
(ay) ist somit konvergent.

5.2 Teilfolge

Es sei die Folge (a,) gegeben mit den Folgengliedern aq, as, ag, .... Betrachte Folge von natiirlichen Zahlen
ni, N2, N3, ... Mit ng <ng <nz < .... Es sei bj := a,,. Dann stellt (b;) eine Teilfolge von (a,) dar.

n; = 2j

n; = 2] -1 T Zj

’/lj = 2j

Satz:

(an) sei konvergent. a,, — g (n +— o0). Es gilt:
Jede Teilfolge konvergiert und zwar gegen g. Gibt es eine divergente Teilfolge, so divergiert die Ausgangs-
folge.

Die Voraussetzung besagt: Fiir jedes € > 0 gilt: |a,, — g| < € fiir n > N(€)(= ng). (an,) sei Teilfolge. Sei € > 0:
lan — g| < € fiir k > N (— ny, fir k > N)

5.2.1 Die harmonische Reihe

Die harmonische Reihe ist divergent:

($n) i 8p = Z
k=1

el
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KAPITEL 5. ZAHLENFOLGEN

Des weiteren gilt:

Die Teilfolge (San_1) ist unbeschrénkt, divergiert also.

n=1,2,...

?r\*—‘
w\z

Satz:

fiir fast alle k, das sind unendlich viele (a,).

»Fast alle Glieder einer Teilfolge sind unendlich viele Glieder der Ausgangsfolge®. (a,,) sei eine Folge. Ist H
ein Haufungspunkt von (a,,), so gibt es eine Teilfolge (ay, )i, die gegen H konvergiert. Das heift: |a, —H| < €

la, — H| < 1
1
n2>n1:an2—H\<§
1
ng > ng:an, — H‘<§
. 1 .
Unys Qnys Gpgy -- - Mit |a,, —H| < -mit k=1, 2, ...

k

Ubung:

an, — H(k— o0)

Jede reelle Zahl ist Hiufungspunkt rationaler Zahlen. Jede reelle Zahl ist Grenzwert rationaler Zahlen.

"1
S”:ZEHG
k=1

Satz:

gilt: a < b.

(an), (by) seien konvergent: a,, — a (n +— o), b, — b (n — ). Es gelte: a,, < by, fiir fast alle n € N. Dann

Falsch ist: a,, < b, fiir fast alle n — a < b.

11
S <=0
n n

Satz:

alle n. Dann konvergiert (b,,) und es gilt b,, — g (n — o).

(an), (cn) seien konvergente Folgen mit demselben Grenzwert g. (b,) sei Folge mit a,, < b, < ¢, fiir fast

g—e<a,<g+eg—e<cy,<g-+e fir fast alle n.

g—e€<ay, <b, <c, < g+ e fiir fast allen.
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5.2. TEILFOLGE

Satz:
an — g (n+— o0) und b, — b (n — o0). Dann konvergieren die Folgen (a, +by,)n, (Aan)n, (@nby)pn, (a">
(b # 0,6 <0) (|an)n, (V/@n)n, (an >0), (a¥), (k € N) und zwar gegen:
ap £by—a+bd lan| — |al
Ay, — Aa Gy — Va
apb,, — ab afl — a®
a, a
o Y
bn, b

Beweis fiir a® — a:

af —a¥(n— o) k=1,2,...
Wir fithren den Beweis durch Vollstdndige Induktion:
1.) Induktionsanfang:

Fiir K =1 ist die Aussage wahr (Voraussetzung im Satz).

2.) Induktionsschlufi:
Es gilt fiir ein beliebiges k > 1:

k

ks a® fiir n— oo

a

0 Induktionsvoraussetzung:

k

ks ak fiir n— oo

a

O Induktionsbehauptung:

k+1 N

an a** fiir n— oo

3.) Induktionsbeweis:

|a'lr€L+1 _ ak+1| — |akt+1 k _ak+1‘ _ k

k
lay™ —ana™ + ana
—_———

=0

[0 1.Beispiel:

Bei den folgenden (ay,), (b,) und (c,) handelt es sich allesamt um Nullfolgen:

a, = — +— 0 fiir n — oo
n

b L 0 fii

n = —— +— 0 fiir n — oo
NG
1 0 fi

Cp = — 0 fiir n — oo
Vn

|an(ay, — ak) "’ak(@n —a)| < |ay| |aﬁ - ak| +|ak‘ lan — al |
N N— N——

<C »—)O(ﬂ»—nx)) —0
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KAPITEL 5. ZAHLENFOLGEN

0 2.Beispiel:

an=vVn+1—+/n

Wir verwenden zur Umformung die 3.binomische Formel und schéitzen geschickt ab:

o _ vn+l+yn\  nt+l-n 1 1
O<an=vntl-vn=(Vn+ ‘m(m+\/ﬁ>_m+\/ﬁ‘m+\/ﬁ<2ﬁ

Damit resultiert fiir den Grenzwert:

Dm (VA ET—vi) =0 (o0 —o00)

O 3.Beispiel:

Wir untersuchen die Folge | a, = n — v/n| auf Konvergenz. Dazu formen wir diese zunichst um und

schétzen anschliefend ab:
a?L:n*\/»:\/ﬁ(\/ﬁfl) >n
———
>0
Da +/n fiir n — oo divergent ist, ist somit auch (a,,) divergent.

O 4.Beispiel:

n

vVn?+n

ap =

Wir formen die Folge um und bilden den Grenzwert fiir n +— oo:

n 1
an: =
n\/1+; \/1+%
lim ——=1

n

Damit ist (ay,) konvergent fiir n +— oo und besitzt den Grenzwert 1.

O 5.Beispiel: Der Grenzwert folgender Folge soll berechnet werden:

an = (1+(=1)")"

Hierbei mufl man zwischen geradem und ungeradem n unterscheiden:
1.) n sei gerade:
agn = (1+ (=1)")*" = (1 4+ 1) = 2" =4"

lim as, = lim 4" = o0
n—oo n—oo

limsup = oo

2.) n sei ungerade:

Aon+1 = (1 + (_1)2n+1)2n+1 e (]_ _ 1)2n+1 _ 02n+1 -0
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5.2. TEILFOLGE

liminf # lim sup

Daraus folgt, daf die Folge keinen Grenzwert besitzt.
6.Beispiel: Wir betrachten die Folge:

T L)

k=2

Zur Berechnung des Grenzwertes nehmen wir einige Umformungen vor:

[Mk+1 [[k-1
k=2 .

- 1 D21 e+ D)(k-1) Sy hk+lip k-1 o
H<1_I~s2>: e | e o T
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2 1T % I1k
k=2 k=2
n+1 n—1 n n—1
k k n+1)- [Tk 1- k
:kl;lzs .kl;[1 :( )kl;[:s ) kI;IQ :n+1,1:1<1+1>
n n n n—1
Ik Ik 2 11k Tk > ™ 2 n
k=2 k=2 k=3 k=2

Nun konnen wir den Grenzwert berechnen:
li L 14+ L L
im — — ) ==

7.Beispiel:
Folgende Folge sei gegeben:

" n-+3

Wir formen um:

n n_ n? __n! —1)". ﬁ n(n—1) nn 9 n
_®+ED Y amey tED" S MR D)y 1 224 (D)) —n

n—+3 n+3 n+3 2 n+3

Nun ergibt sich fiir den Grenzwert:

n —

1 2(1 1" —
limf~n(+( )") n:hmf T 3

0 n sei gerade:

11+1-%2 12-1
lim no—=— n =
0 n sei ungerade:
I 1 —m 1
im ———=—=
n—oo 2n + 3 2

Die beiden Hiufungspunkte lauten somit:

1
lim sup = oo, liminf = —3

Da limsup # lim inf existiert kein Grenzwert der Folge.
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Kapitel 6

Reihen

Definition:

(a,) sei Zahlenfolge: Die Reihe Zak ist die Folge der Partialsummen s, = Zak mit n = 1, 2, ....

k=1 k=1
oo

Die Reihe Zak konvergiert, falls die Folge (s,) konvergiert. Gilt s, — s (n +— o0), so schreibt man
Z =s= lim Z ay. s heifit Wert der Reihe.

k=1 e

Es sei g € C:

oo n 1— n+1 1

quisn:qu: 1 = fiir n +— oo und |g| < 1)

k=0 k=0 1-q 1-q

Fiir |g] < 1 gilt:

> 1
k—i

o k [e’e) k
_ 1 1 1 1
—9.10"! 10724+ ... = —_ ) = —) —1)=9[—— —1)=9(12=-1) =1
0,9=9-107"+9-107" + 9]}_1(10) 9<kg_0<10) ) (1_110 ) ( 9 )

n :n(n—l)(n—Q)...(n—k:—i—l);(1+a)n: n *.neN
k k! k
k=0
oo n
Die Reihe Z ist konvergent mit dem Wert s, falls die Folge (s,): s, = Z ay, gegen s konvergiert. Konvergiert
k=0 k=0

die Folge (s, ) nicht, so heifit die Reihe divergent.

00 Harmonische Reihe:

00
k=1

ist divergent.

T =
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Dies wollen wir mittels eines Widerspruchbeweises zeigen. Angenommen, die Reihe ist konvergent und
habe den Grenzwert s:

"1
Sp = — =S

AuBlerdem gilt

RE I S S 42 ( )

= — - =+ =4+ — = —

S2n 27371576 m—1 " op T
~—_—— = —_—————

> > >

[N
Wl
3=

Somit folgt nun:

| =

1 1
52n>sn+§~——a523+§:>02

n—oo
Dies ist ein Widerspruch, die Reihe ist also divergent.

00 Geometrische Reihe:

o0
1
qu ist konvergent mit dem Wert T falls |g| < 1 ist.

k=0 4
i _ 1 i L ist konvergent
= k(k—1) ’ P k2

1 o 0 1, .2
— = = +q +4q° + <1
=g d dF= ¢ +q¢' +q lq]

Ubung (ehemalige Klausuraufgabe):

i(l;i)”

k=0

0° ist unbestimmt.

[ee]
g akxk:ao—&—alx—&—...
k=0

(@n) : (lan| = 0(n = 00)) < (an = 0(n — 00))  |an| = [lan|| = 0 (n — o0)

il—1+1+i+ L +
k:Ok!_ 2.1 3.2.1 7

Es gilt s, < Sp+1, damit ist (s, ) monoton steigend.

11 1 1 1 L\ > /1\*
S . 1 - 1 ~) =3
Sn=lttaty e g et +1~2-3-...-(n—1)n< +Z(z) < +Z(Q)
——— N—— k=0

1
23

W=

1
on—1

o0
1
Das heifit, Z 7 ist konvergent mit dem Grenzwert e, wobei feststeht, dafl g < e < 3 sein muf.
k=0 "
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Es sei ¢ > 0 fest.

lim e=1

n—oo

Es gilt bekanntlich:

T+ x
! 2ﬁir:r1>0,w2>0

Vr1re <

Dies ist ein Spezialfall der Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischen Mittel, welche als Ubung
gezeigt werden kann:

x1~x2~...oxn§x1+x2+'”+mn fiir z; >0
n
O 1Fall: c>1
-1 1
R RIS P Wt NP R
ﬁl—’ n n n
lim c=1,c>1
n—oo
0 2Fall: c<1
1 1 . 1 .
- = HlfurnHoo:%:THlfurnHoo
C {L/E e

Fiir a,, > 0 gelte % < K fiir fast alle n > N.

Aufgabe:
a, < K" Na, fiirn> N
Man kann dies durch vollstandige Induktion beweisen:

1.) Induktionsanfang: n = N fiir ay < ay

2.) Induktionsschlufi:

0 Induktionsvoraussetzung:

an < K" Nay firn> N

0 Induktionsbehauptung:

any1 < K" Nay

any1 < Ka, < KK" Nay

van, < KV K Nay
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Satz:

Es sei a,, > 0 fiir n € N. Dann gilt:

anJrl

. . a
< liminf /a, <limsup < lim sup ihd

n

~——
@

lim inf

an

an+1

Fir a < oo gilt <a+efirn>N und /a, < (a+e){/(a+e)Na,.

n

K
limsup Va, < a+eVe >0 — limsup Va, < o

Satz (Folgerung aus vorhergehendem Satz):

a
Sei (ay,) eine Folge positiver Zahlen und existiert lim n—ﬂ7 dann existiert lim {/a, und beide Grenzwerte
n—oo Oy, N— 00

sind gleich.

. A1 n+1
lim {Yn=1:a, =n, ntl 2T
n—00 Qp, n

n : 1)! . .
lim Vn!=o00:a, =n!: dntl _ (n+ D =n+ 1+ oo (bestimmt divergent)

n+—00 Qp, TL'
oo
1 . 1.,
=D gy lm (1+0)" =e
k=0 ~——
tn
Satz:

1 n
Die Folge (1 4 ) konvergiert gegen e.
n

Moéglichkeiten zum Beweis:

1) t,<spfirn=12,...

2.) lim (s, —tn) =0

nkH— oo

Aus 1.) und 2.) folgt:

lim ¢, = lim ((t, — $n) + $p) = lim (¢, — $,) + lim s, =e

n—oo n—oo n—oo n—oo
Gp = Sy, — tp, lim a, =0 lan| — 0
n—oo
lim (—a,) =0 | — ap]
nH—oo
an =g  Aap— Ag
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6.1. INTERVALLSCHACHTELUNG

6.1 Intervallschachtelung

() 7T und (B,) | geniigen den Bedingungen:
1) a, <pB, firn=12,...
2.) lim (6, —a,)=0

n— o0

Dann gibt es genau eine Zahl x € R mit o, <z < §,, n=1,2,.... Es gilt: lim «a, = lim (£, = =.
n—oo

I, = [O‘naﬂn]a Iny1 < I, hmu‘n‘ =0

(an) T, an < B1Vn Sat78, Jim oy, =sup{a,,n € N} =g, a,, < gVn
n—oo

(Bn) Ly a < BV = lim B, =inf{B,,n €N} =g, ¢ <B,Vn
ap < g < g/ < Bn
|g_g/|:|(g_an)+(am_6n)+(ﬂn_g/)|Slg_an|+‘an_ﬁn|+‘q_ﬁnlmo

9=9¢,9=9¢ ==

6.2 Alternierende Reihen

6.2.1 Leibniz-Kriterium

Satz (alternierende Reihen):

Es sei die Folge (a;) gegeben mit a; > 0, a; > aj+1, aj — 0 fiir j — oco. Dann konvergiert die Reihe

ap—a; +ay—azt...= Z(—l)jaj = lim (Z(—l)jaj> mit dem Wert s. Es gelten:
Jj=0 j=0

Sn
1) S2k+1 S SS Sok k:O,l,Q,...
~—~— ~—~—
ayg Bk

2.) |s=snl < ani1

6.2.2 Die alternierende harmonische Reihe

1 1 1 > 1
1o -t =S (—1) —1n2
2ty 1t jz::o( Vi =l

Die alternierende harmonische Reihe ist somit konvergent.

1 1
. g <n2<azg=1
7] ]+1 S1 n Zo
7 1 1 1 110
L Ll <In2<sy=1l—=4 =
12 R 2 T37 12
o0 1n
e—kz_:'—nl'l_)nolo<1+n>,2<e<3
lim /c=1fiirc>0

nH—oo
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KAPITEL 6. REIHEN

Iim ¥Yn=1
n—oo

lim ¥/n! = oo
n—oo

Die letzte Reihe ist bestimmt divergent.

Satz (Intervallschachtelung):

(cv,) sei monoton steigend, (5,) monoton fallend, o, < 8, V n und es sei lim (5, — ay,) = 0. Dann gelten:
n—oo
lim a,, = lim B, =2z und o, <z <G, V1

n—oo n—oo

6.2.3 Leibnizkriterium

Satz:

Fiir die Folge (a;) gelte a; > 0, a; > a;41 und a;j — 0 fiir j — oco. Dann hat man:

n

— 1\, _

s nIL»H;oZO( )aj+ap—ar+az F...
=

Sn

Es ist sop41 < s < ok, k=0,1,2, ... und [s — s,| < apy1, k=0,1,2, ...

Satz:

n
s = Zak sei konvergent. Dann gilt aj — 0 fiir & — oo.

k=0
o]

sn:ZakHs(nHoo)

k=0
n—1

§n:Zak»—>s(n»—>oo)
k=0

Aus |ag| > C > 0 fiir fast alle k folgt, dafl Zak divergent ist. Die geometrische Reihe ist konvergent
k=0

fiir |¢| < 1. Fiir |g| > 1 folgt Divergenz. Aus aj — 0 fiir k& — oo folgt im allgemeinen nicht, dafl Zak

konvergiert (wie man anhand der harmonischen Reihe erkennt).

(S :)ao —a1 ...+ as — G2k+1 + Gok+2 — Qop43 £ ...

Es gilt sor11 < Sop13 und So > Sopy2; damit ist (s2p41) monoton steigend und (s2;;) monoton fallend. Somit
ist Sop+1 < soi erfiillt und es ergibt sich sop — sog41 = agp41 — 0 fiir k — oo. Daraus folgt der angegeben Satz:

Satz:

Gilt sop1 < s < sgp fiir k=0, 1, 2, ..., s0 gilt lim Sopy1 = lim s9 = s.
k— o0 kr— o0

0 < |s — Sopt1| = Goky2 — Goky3 £ ... < Gokyo
0< s —s5=aop_1— Qg2+ ... < aokq1

|sn — 8| < @nt1
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6.3. CAUCHY-KRITERIUM

6.3 Cauchy-Kriterium

Satz (Skript Seite 820):

(an) sei Zahlenfolge. (a,) ist konvergent < Zu jedem € > 0 gibt es ein N(e) € N mit |a,, — an| < ¢, falls n,
m > N(e). & |an, — anm| < € fiir alle n > m > N(e).

Beweis als Ubung:

00 1.Schritt:

ayn) ist beschrinkt. Es gilt |a,, — an ()| < € fiir n > N(€). Anwendung der Dreiecksungleichung fiihrt auf
(e)
lan| < €+ ale).

O 2.Schritt:

H ist Haufungspunkt. Es gibt eine Teilfolge (ay, )i mit (an, ) mit a,, — H. Ziel: a, — H fir n— oo

Anwendung bei Reihen:

o0
Zak ist konvergent < Zu jedem e > 0 gibt es ein N(e) € N mit |s,, — $;n| < € fiir alle n > m > N (e).
k=0

‘ Z ak’ < e fiir alle n > m > N(e)
k=n-+1

Satz:

Es seien folgende Reihen konvergent mit den Grenzwerten a und b:

iak = a,ibk =b.
k=0 k=0

Addiert man die beiden Reihe, so addieren sich auch die Grenzwerte:

Z(akibk) =a=xhb
k=0

Bei Multiplikation der Reihe mit einer Konstante A\, wird auch der Grenzwert mit dieser Konstante multi-
pliziert:

i)\ak = \a (— )\iak>
k=0 k=0

(zx) sei komplexe Folge:
2z = Ty + iy, mit xp = Re(zy), yr = Im(2x)

2z — z(k — 00) < xp — Re(2); yr, — Im(z)(k — o0)
S~ S~
x y

|z, — 2> = |z — 2 + |y — y]?
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KAPITEL 6. REIHEN

Zu Satz 1:
D oar =Y (Re(ay))+1i) (Im(ay))
k=0 k=0 k=0

(%Kx) (%) (%)

Falls (%) und (%%) konvergieren, dann konvergiert (x = x) und es gilt die Gleichheit.

Definition:

Die Reihe Z ay heifit absolut konvergent, falls die Reihe Z |ax| konvergiert.
k=0 k=0

o0 o0

1 1
kE_O(_l)k P ist konvergent, aber nicht absolut konvergent, da ké_o Pl divergiert. Wenn g ax konvergiert,
so folgt daraus nicht, da§ g ay, absolut konvergent ist.

Satz:

o0 o0
Wenn E |ax| konvergiert, dann konvergiert auch g ay.
k=0 k=0

n o0
Sn = lakl,sn =D ai
k=0 k=0

Zu € > 0 gibt es ein N(e) € N derart, daf Z lax| < € gilt fiir n > m > N(e) (Voraussetzung). Es sei € > 0:

k=m+1
Wiéhle N (e) wie oben:
n n
|5n—sm\:‘ Z ak‘ < Z lak| < € fur n > m > N(e)
k=m+1 k=m+1
Dies ist so nach der Dreiecksungleichung.
Bemerkungen:
o0
1.) Ist Z konvergent, so erhilt man durch Klammersetzen wieder eine konvergente Reihe mit demselben
k=0
Wert.
a=agp+ay+ (a2 + as)+ (aqg + a5 + ag) + (a7 + ag + ag + a1p) +. ..
~ > >
as as aq

o0

E ar =ao+ar+az+as+...

k=0

S0 = 80,51 = 81,52 = 83,53 = 86,54 = 510

(8p) ist Teilfolge von (s,). §, — a fir n — oo, da Teilfolgen von (s,,).

2.) Esist im allgemeinen nicht erlaubt, in einer unendlichen Reihe, Klammern wegzulassen oder zu versetzen.
(Assoziativitdt) ohne den Wert der Reihe oder das Konvergenzverhalten zu verédndern.

86



6.3. CAUCHY-KRITERIUM

0 0 0
1 - - —14... =di
1 + 1 1+41-1+ divergent
bo b] b2
1+ (-1+)+(-1+D)+(-14+1)+...=1

3.) Umordnen der Summanden einer Reihe verindert im allgemeinen den Wert oder das Konvergenzverhal-
ten.

(,,Umordnung“ bedeutet hiufig ,,Unordnung*®.)

1
S =04 =-40—=40+= - -
$=04 5 +0— 7 +0+ 20— o404 540
PR NE I W SIS U SN
2T T3 T s T T 1T 9 11 6

Satz (ohne Beweis):

o0

Z ay, = a sei eine absolut konvergierende Reihe. Dann konvergiert jede Umordnung gegen denselben Wert.
k=0

(Z g (k) nennt man die a-Umordnung.)

Satz:

Z ar = a, Z br = b seien absolut konvergent. Dann konvergieren (Z ak> <Z bk> = Z a;by.
k=0

k=0 k=0 — i

(an),an > 0,liminf ia < liminf {/a, < limsup {/a, < limsup Gntl

an Gn,

1
Vab < §(a+b)(a >0,b>0), lim {/c=1(c>0), lim ¢Yn=1
> 1
S = (il < 1)
—q

k=0
Satz

o0 oo
Ist Z ax absolut konvergent, so ist Z ay konvergent.
k=0 k=0
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KAPITEL 6. REIHEN

Satz:

Jede durch Umordnung einer absolut konvergenten Reihe entstehende Reihe ist wieder absolut konvergent
und hat denselben Wert.

apbg aoby agbz apbs agbs
a1 bo al bl a1 bg
azby azby  aszby

Satz:
Z =a, Z br, = b seien absolut konvergent. Dann konvergent die Produktreihe Z absolut gegen ab.
k=0 k=0 k,j=0
aOZbk + ay Zbk Ao = Z[a]Zbk}
k=0 k=0 j=0 k=0
B> s+ b Y b4 =3[0 a]
j=0 j=0 k=0 k=0
Fiir das CAucHY-Produkt der Reihen gilt:
S o ohecab =3 (3 an i)
k=0 k=0 n=0 b=0
Satz:
oo oo oo n
Mit den Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes gilt (Z a,k) (Z bk) = Z (Z an_lbl>.
k=0 k=0 n=0 (=0
g =Yg -2 gag) =2 g =Y+l =4
k=0 k=0 k=0 [=0 n=0 (=0 n=0
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6.4 Majorantenkriterium

Satz:
oo o0
Z ¢k sei konvergent. ag, a1, ag, ... sei Zahlenfolge mit |a,| < ¢, fiir alle n. Dann konvergiert Z ay, absolut.
k=0 k=0
oo oo
(Z ¢, heiflt konvergente Majorante fiir Z ak.>
k=0 =

n
o, = g Ck, (on) T, op = o fiit n— o0, 0, <oVn
k=0

n
C— Z lak|: (sn) T: $n < o, < o ist nach oben beschrinkt. Daraus folgt, dafl s,, konvergent ist.
k=0

IA

| —
(3

[M]8
?v‘,_.

K2 <k ist konvergent.

1
k2 = k3 2

Satz (Majorantenkriterium):

(cn), (ay) seien reelle Zahlenfolgen mit 0 < ¢, < a,, V n. Die Reihe Z ¢, sei divergent. Dann ist Zan

n=0 n=0
divergent. Z ¢y, ist divergente Minorante fiir Z Q-
Beweis:
Negation von Satz 6
VEk <k L > 1 >0 i ! ist divergent
= - : — Y .
T VE Tk =k
= 1 "1 n+1
Vorbemerkung: >2 =2 — 2 fiir n — oo
& kZO\/n—k—i—l\/k—i—l_ §n+2 n+ 2

Nach vab < 1(a+b) folgt:

Vin—k+1)(k+1)< Z(n+2)

o0

Die Reihe Z(—l)k
P VEk+1

oben)! Folgende Reihe ist divergent:

L

= s ist konvergent nach LEIBNIzkriterium, aber nicht absolut konvergent (siehe

2
(;_%(m\/m) =3 (;(1) l\/m(l)\/m> - ;(,1) ; Nyt

n=0

an #0(n—o0)
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KAPITEL 6. REIHEN

6.4.1 Quotientenkriterium und Wurzelkriterium

Satz (Kapitel 9 im Skript):

Wir betrachten die Reihe Z ap mit ap # 0. Dann gilt:
k=0

p = limsup {/|a,|, r = liminf (an+1> , R = limsup (a”'*'l>
a

n an

Z%:p:r:R:l Z%:p:r:Rzl
k=1

Za—1+1+1+i+ L P =0 R=o
P k 2 3 22 32 P \/*7 )
- 1 1 1 1 1 1
=4 l4+ - —4 — 4 —+... =r=R=1
k_lak 2+ +8+4+32+16+128+ p=r=R
r<p<R
Satz (Wurzelkriterium):
oo
Z ay, liegt vor. p = limsup {/|a,| Es gelten:
k=0

1.) p < 1: absolute Konvergenz der Reihe Z Q-
2.) p > 1: Divergenz

3.) p = 1: keine allgemein verbindliche Aussage hinsichtlich Konvergenz/Divergenz méglich

Beweis des Wurzelkriteriums:

Wihle ¢ mit p < g < 1. Aus der Definition von p folgt ¥/|a,| < ¢ V n > N. Damit ergibt sich |a,| < ¢™ fiir
o0

n > N. Mit dem Majorantenkriterium folgt die Behauptung, da Z q" wegen 0 < g < 1 konvergiert. Fiir p > 1
n=0

(das heiBt nach {/|a,| > 1 fiir unendlich viele n) gilt |a,| > 1 fiir unendlich viele n. Daraus ergibt sich, dafl

an +— 0 fiir n — oo nicht moglich ist und hieraus wiederum folgt die Divergenz.

Satz:

oo

Quotientenkriterium: Z ay, soll untersucht werden. r = lim inf (a"“) , R = lim sup <M>

Qn, An
k=0

Dann gelten:
1.) R < 1: Absolute Konvergenz liegt vor.
2.) r > 1: Divergenz liegt vor.

3.) r <1< R: Keine verbindliche Aussage ist moglich.
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Beweis:

r<p<R:R<1— p<1— absolute Konvergenz

r>1—p>1— Divergenz

1.) und 2.) sind Reihen, die wegen p < 1 nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent sind. Fiir 1.) und 2.)

liefert das Quotientenkriterium wegen r < 1 < R keine Aussage.

Bemerkungen:

anJrl
Qn

Existieren g = lim {/|a,|(= g) oder gg = lim (=7 = R), so hat man:
n—oo n—oo

gw <1 absolute Konvergenz go <1
gw >1 Divergenz g >1
gw =1 Kkeine Aussage go =1

Betrachten wir die Sonderfélle 1.) und 2.) Fir r < p < 1 < R ist das Wurzelkriterium besser als Quotienten-
kriterium. Fiir r < 1, p < R ist sowohl das Quotientenkriterium als auch das Wurzelkriterium anwendbar. Fiir

die absolute Konvergenz von E ay, ist zu zeigen:

An 41

o <g<l1

Ylanl <g¢<1

} fiir fast alle n, wobei ¢ eine feste Zahl ist.

Gntl) > 1 fir fast all
Es liefert Divergenz vor, falls a | =17 t tast alie n gilt.
Yan| > 1 fiir unendlich viele n
Ap41

o0
< 1, so ist Z ar absolut konvergent.
k=0

Zum Quotientenkriterium: Gilt lim
n—oo

an

6.4.2 Cauchy-Produkt absolut konvergenter Folgen

() (L) =3 (X oveai)

k=0 j=0 s=0 1=0

a "= (" ankpk

(a +b) kz:% (k) b

<Z) _n(n—1)(n— 2)16-!. o(n—k+1) k!(nn! - fir n, k € NU{0)

6.5 Die Exponentialfunktion

Es sei z € C gegeben. Dann betrachten wir folgende Reihe:

k

f@ =Y a=Y %
k=0 k=0

Wir untersuchen die Reihe auf Konvergenz:

Api1 |2k +1 1 .
ag (k+ 1)Y2*] I{:+1|Z"_> T ee
Aus dem Quotientenkriterium folgt, dafl g o fiir jedes z € C absolut konvergiert.

k=0
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KAPITEL 6. REIHEN

Satz:

Sk

heiflt Exponentialfunktion. Es w1rd geschrieben:

k
Fiir jedes z € C ist die Reihe Z i =1+2z+ 2— + ... absolut konvergent. Die Zuordnung z — Z %
k=0 "

= 2F = 2F
exp() =) gy = lm, )
k=0 "
e =exp(l), 1 = exp(0)
Satz:
2
Fiir |z| < Z gilt |exp(z) — 1] < 12
2 - |z|
Beweis:
52 L2 53 ERNEE
|1+Z+§+71| Z+*+§+ ‘ |Z|(1+2'+3'>
Y O P S S I
2 3:2 4-3.-2 -
0 1 2 3
<|Z| M + M + M + M + =
- 2 2 2 2
1 2|z|
= |z| i geometrische Reihe fiir |z]| < 2
TE T2
= 2P X = Poapmi
z,w € C: exp( )eXP(w):ZTZ7:Z Z( T
k=0 " I1=0 p=0 \ j=0 pP=J)J
=1 P 2P=I il =1 P /p o
-\ "= | v - P—i 0
S DT B OF T DI G
=\ =) = SN

(z+w)?
Z M = exp(z + w)
p=0 P
6.5.1 Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

Satz 3:

exp(z + w) = exp(z)exp(w); z,w € C

1 =exp(0) = exp(z — z) = exp(z)exp(—z),z € C

Korollar:

1. exp(z) #0Vz e C
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6.5. DIE EXPONENTIALFUNKTION

1

2. exp(—z) = p—

6.5.2 Die reelle Exponentialfunktion

Satz:
a.) exp(z) >0VaeR
b.) exp ist streng monoton wachsend.
c.) exp(n)=e",neZ
d.) k€N, lim nfexp(-—n) =0
n—oo
Beweis:

a.) exp(z) = (expg)2 > 0 (wahr)

b.) 1 > xq, Ziel: exp(x1) > exp(x2)

2 3

x>0:exp(x):1+x+%+§+...>l
exp(z1

T1 > Ty = 1102 > 0 — exp(z1 — x2) = exp(x)exp(r2) = > 1 — exp(z1) > exp(x2)
exp(zz)

c.) e" =exp(n), n € Z Wir beweisen dies mit vollstindiger Induktion:

n€NU{0}:n=0:e"=exp(0),n = 1;e' =exp(1)

n—n+1:exp(n+1) =exp(n)e=e"-e=e"!

n=-1,-2,...:—n=1,2,...;exp(—n) =e " = —— — exp(n) =€"

exp(n)
d.) Konvergiert o
n=1\~~

An

any1 _ (n+DF e 1(
[§]

an, entl n n e
oo
n*
g — ist konvergent.
en
n=1

= lim n*exp(—n)=0
n—oo
(n)

+— = 00 bestimmt divergent!

e
= lim it

n—00 n

y = exp(x)
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6.6 Stetige Funktionen/Grenzwert von Funktionen

Essei f: D C C+ C. 2 sei ein Haufungspunkt des Definitionsbereiches D. zy sei Grenzwert von (zy,), 2, € D.
Unser Ziel ist es zu kldren, was lim,,, ., f(z) mathematisch bedeutet (Grenzwert von f bei Anniherung z — zp).

1.) limp o0 @ = a: Zu jedem € > 0 gibt es ein N(e) € N, so dafl aus n > N(e) folgt: |a, —a| < e.
2.) lim;,., f(2) = A: Zu jedem € > 0 gibt es eine Umgebung Uy ) von zq, so dafl aus z € Us(c) (|z2—20| < d(¢))
folgt: | f(2) — A| < e.

Definition:

lim f(z) = A bedeutet: Zu € > 0 gibt es ein (e, z9) > 0 derart, dafi aus 0 < |z — zp| < § folgt
——

220

f(2) — Al <e.

z€D

Satz:

lim f(z) = A < fiir jede Folge (z,) C D, z, — 2 gilt: f(z,) — A (n+— 0).

zZ—20
Anwendung;:
lim f(z) existiert nicht, falls es eine Folge (z,) C D mit z, +— 2o so gibt, dal f(z,) nicht konvergiert.

zZ—20

lim f(z) existiert nicht, falls es zwei Folgen (z,), (z},) C D gibt, fiir die z,, — 2o und z, — 2o konvergieren

zZ—20

mit f(z,) — A1 (n+— o) und f(z,) — A’.

f ist in zg € D stetig « lim f(2) = f(z0)

2z 20
Zu jedem € > 0 gibt es ein 0(2p,€) > 0 derart, dafl aus z € D und |z — zo| < ¢ folgt:

|f(2) = f(20)| < € < Fiir jede Folge (z,) C D mit lim z, = 2z gilt: lim f(z,) = f(20).
n—oo

nH—oo
Es sei C°(D) = {f|f stetig fiir jedes z € D}:
1.) id: C+ C: id(z) = = stetig fiir jedes zp:

lid(z) —id(z0)| = |z — 20| < € d=c¢€

2.) f(z) = exp(z) ist stetig fiir jedes zg € C.

lim exp(z) = lim exp((z — 20) + z0) = lim exp(z — zp)exp(z0) = lexp(zo)

220 220 220
3.) f(z) = |z| ist stetig fiir jedes z € C:
[|z] = |20]] < |z — 20| (Dreiecksungleichung)
Wihle § = ¢

4.) f:RT = R: f(z) = /z ist stetig fiir alle zy > 0.
Stetig bei xg: € > 0 sei gewahlt. § = e,/xg

(x — x0)

1
Vi T

1
|z —zo] < —=d < ¢

!
z>0A |z —120| <6 — Vo —Jz0| =
V%o
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Satz:

f,9:D CC, 2 €D. f, g selen in 2 stetig. Dann sind f + g, A\f(A € C), fog, 5: {z € D|g(z) # 0}

(9(20) # 0) in 2 stetig.
Sei (z,) eine Folge mit z, — 2y (n +— 00). Ziel: (f + g)(zn) — (f 4+ 9)(20) (n — o).

a.) f(z1) +g(21) = f(20 + g(20)

b.) f(2a) — f(20), g(zn) — g(z0)(n > 00) (Sitze iiber Folgen)

Bemerkung:
g sei in zg stetig und g(zp) # 0. Dann gilt: g(z) # 0 fiir |z — 20| < 1. (in Umgebung von zp)

1 1
Wiihle € = §|g(zo)| > 0. Es gibt § > 0 mit |z — z0| < — |g9(2) — g(20)] < §|g(zo)|
1 1
19(z0)| = lg(2)] < Flg(20)| = 0 < 5lg(20)] <lg(2)|

Ziel:
(g0 f)(@n) = (g0 f)(xo)(n — o).

9(f(@n)) = g(f(zn))(n — o0).
Dies gilt fiir y, = f(zn).

1.) | -] ist stetig und f ist stetig. Dann ist auch |f]| stetig.
Aus der Stetigkeit von exp(z) folgt die Stetigkeit von |exp(z)].

2.) f sei stetig auf R fiir f(z) > 0.
Aus der Stetigkeit von exp(z) und /f ergibt sich die Stetigkeit von \/exp(z).

3.) Da (x) = x stetig ist, folgt auch die Stetigkeit von g(x) = 22 und damit auch die Stetigkeit von h(x) =
exp(z?).

4.) f, g seien stetig auf I. Dann ist M (z) = max(f(z), g(z)) und m(z) = min(f(z), g(z)) stetig auf I.

%(f(w) +g(x) + | f(x) — g(x)]) = M(x)

%(f(w) +9(x) = [f(2) — g(2)]) = m(z)

Satz:

[a,b] sei abgeschlossenes, beschriinktes Intervall: f € C°[a,b] mit f(a) < 0, f(b) > 0. Dann gibt es ein
Zo € (a,b) mit f(xg) = 0.
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Beweis:

Konstruiere eine Intervallschachtelung [a,, by]: an < by, an < apt1, bns1 < by, by — ap, — 0. Induktiv setzen
wir ag = a, by = b (Anfang). Fiir n > 0 seien [aq, by], [a1,b1], - .-, [an, bs] schon konstruiert. Das Problem ist
die Definition von [ay41,bny1]. Bilde m = %(an + b,,) und berechne f(m):

1.) f(m)=0mit m =z
2.) f(m) <0, wéhle: ap41 = m,bpy1 = by
3.) f(m) >0, wahle: ant1 = an,bpp1 =m

an < Api1, b1 < by — a, — xg flir n — 0o

1 n
bn—an: (2) (b()—a())—>bnl—>$() fir n — oo

:>an§bn7 (lnﬁxoﬁbn
f(an) < f(bn)
Jim f(zo) <0 < f(z0) = f(x0) =0

Folgerung 1 (Zwischenwertsatz):

f € C%a,b] (f(a) —e)(f(b) —c)) < 0. (c liegt zwischen f(a) und f(b). Dann existiert ein zg € (a,b) mit
f(zo) = c.

Beweis:

Wende fiir g(z) = f(x) — ¢ den vorherigen Satz an.

Es sei n € N und « > 0. 2 = a hat genau eine positive Losung xg = ¥a.
flz) =a" —a

fO)=-a<0, fl+a)=1+a);a>1>0>1+na—«

(1+a)":§n: (Z)ak > (g) + (T)al =1+ na

k=0
Daraus folgt, daff in (0,1 + «) die Funktion f eine Nullstelle zy > 0 mit zf = « besitzt.

n
! =«

n
Ty =@ -1 -2 —3,.2 -1
{ v }xg—x?:(xg +ay Tty i+ 2T ) (o — 1) =0

>0

Folgerung 2:

f € CYa,b] sei streng monoton. Dann bildet f das Intervall [a,b] injektiv und surjektiv auf [f(a), f(b)]
(1) bzw. [f(b), f(a)] (1) ab.

6.6.1 Zwischenwertsatz

Definition:

[a, b] ist beschriinktes abgeschlossenes Intervall, f € C%[a,b]. C liege zwischen f(a) und f(b). Dann gibt es
ein zg € [a,b] mit f(zo) = c.
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Folgerung:

Ist f € C%[a,b] streng monoton wachsend, so ist f[a,b] — [f(a), f(b)] bijektiv. Stetigkeit in x¢ bedeutet:

limpoo f(Tn) = f(im 2,) (2, — 20 fiir n — 00)

Satz:

f, g seien stetig in zp. Dann folgt daraus:
1.) f+ g ist stetig in 2.
2.) Af ist stetig in zp.

3.) C°%D) bilden mit ,+“ und ,skalarer Multiplikation einen Vektorraum.

T fir 0<z<1
r—1 fir 2<x<3

T fir 0<z<1

f(x):{x—i—l fir 1<z<2

Die Funktion ist in = 1 unstetig!

6.6.2 Stetigkeit der Umkehrfunktion

Satz:

Es sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Die dann definierte Umkehrfunktion f=1 :
[f(a), f(b)] = [a,b] (f~(y) =z < f(x) =y) ist stetig und streng monoton wachsend.

Satz:

1.)
2.)

f € [a,b]. Dann gelten:

Es gibt eine Zahl k > 0 mit |f(z)| < k VY x € [a,]].

f nimmt den groBten und kleinsten Wert an. Das heifit: Es gibt o, y1 € [a, b] mit f(z1) < f(x) < f(zo)
Ve la,b].

Beweis:

1.)

f(z) <k,a <ax <b. Angenommen, der Satz ist falsch: Zu jeder Zahl n € N gibt es ein z,, € [a,b]:
fzn) > n.

(2, ist beschriankte Folge, die somit einen Haufungspunkt z € [a, b] besitzt. Es gibt eine Teilfolge (21 )k
mit z, — zo(k — 00).

a.) f(xng) > ng
b.) f(@nk) — f(zo) fir k — oo

{f(x),a < x < b} ist beschriinkt, # &

Es gibt ein a = sup{f(z),a < = < b}. Ziel: Es gibt ein zy € [a,b] mit f(zg) = «. Fiir jedes € > 0 gibt
es damit ein x € [a,b] mit o — e < f(z), @ — f(x) < € (x). Angenommen, es ist f(z) # a V = € [a,b],
dann folgt, dafl g(z) = #(r) in f[a,b] stetig ist. g ist beschrinkte Funktion: Aus (x) ergibt sich, daf} es
zu jedem € > 0 ein = € [a,b] gibt mit g(z) < % Dabei handelt es sich um einen Widerspruch. Damit ist
der Satz bewiesen.
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6.7 Funktionenfolgen/-reihen, gleichméiflige Konvergenz/Potenzreihe-
Konvergenzradius

6.7.1 Cauchy-Kriterium/Majorantenkriterium

1 fal@)=2™0<z<1 n=20,1,2,...

i 0 ={ i 0275 brw

n+— 00 r=1

fn € C°0,1]
f¢C°0,1]
2 EZ :nhHrr;oZH,zEC
k=0 k=0
——
fn(2)
3 fn(x):max(n—an—,O> firn=2,3,...und0<z <1
n°r fir OSxS%
fo(z) =14 2n—n’z fir lgxg%
0 fiir %gxgl

Diese Funktion ist stetig fiir alle n.

f(x)= lim f,(z)=0V=x € [0,1]

n—oo

Seiz >0: WéihleNeNmit%Sx
2

= —<azVn>N— f,(z)=0Vn>N
n

4. Ausnutzung der geometrischen Reihe:

oo 2 n
X .
F@) =3 oy = Y r e R =
k=0 k=0
0 fir z=0
- 1
2
=X —_— 1
; (1+a22)* I 1+2? fir z#0 (geometrische Reihe)
T 1422

x

ot

. fn(x) =

firz>0,n=12,...
14+ nx

x 1 1 1
Inlx) = 1+nx:ﬁ {1_ 1—|—na:] 0§fn(x)§ﬁ

lim f,(x)=0= f(x)

nHoo
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6.7. FUNKTIONENFOLGEN/-REIHEN, GLEICHMASSIGE
KONVERGENZ/POTENZREIHE-KONVERGENZRADIUS

Definition:

Gegeben sei die Funktionenfolge f,, : D CC— Cn=1,2,...

Punktweise Konvergenz:

fn — fn—oo punktweise. Definition, fn(z) — f(x) (n— oo) fiir jedes z € D.

fn — f punktweise: Zu jedem € > 0 gibt es ein N = N (e, z) mit |f,(z) — f(x)] <en > N.

Gleichmiflige Konvergenz:

Definition
-

fn = f (n— o) gleichméBig auf D lim sup{|f(2) — f(2)],2 € D} =0

Zu jedem € > 0 gibt es ein N = N(e) C N mit (|fn(z) — f(2)]) < sup{|fn(z) — f(2)|, z € D} < ¢,
falls n > N(e) (Vz € D).

o0
Wurzelkriterium: Z ay, ist absolut konvergent/divergent, falls
k=0

limsup {/]a,| <1
limsup {/]a,| > 1

(an),an > 0. Existiert: lim "H, so existiert auch lim /a,, und beide

n— o0 an n— o0

Die Grenzwerte sind gleich.

Definition:

Die Grenzfunktion einer auf D gleichméfig konvergenten Folge stetiger Funktionen ist stetig.

Satz:

o0 oo
Aus |fj(2)| < a; V j,V z € D und daraus, daf Zaj konvergent ist, folgt dafl Z fn(z) auf D absolut und
=0 n=0

gleichméBig konvergiert.

Wir betrachten die Exponentialfunktion:

k

2z
exp(z) = Z &
k=0

sz ist nicht gleichméBig konvergent fiir |z| < 1.
k=0
1 rntt

|sn\(z)—: < T, fiir [z2| <7

Dies ist GleichmiBig konvergent fiir |z| < r (r < 1). Wir wenden den Satz 2 an:

folz)=2" |2" <"

o0
Dar <1, ist Zrk konvergent.
k=0
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KAPITEL 6. REIHEN

6.8 Potenzreihen

(ay,) sei eine komplexe Zahlenfolge und 2y Entwicklungspunkt.
f(z) = an(z = 2)"
k=0
heifit Potenzreihe um zg (mit Entwicklungspunkt zp). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt fiir z9 = 0:

o0
Zakzkzao—l—alz—i—ang—i—... (P)
k=0

(P) konvergiert sicher in z = 0. Substituiere z — 2’ 1= z — 2z (2' = 2).

Lemma:

1.) Konvergiert die Reihe (P) fiir z = z;, dann konvergiert (P) fiir alle z: |z| < |21| absolut und fiir alle z
mit |z| < p < |z1] gleichm&Big und absolut.

2.) Ist (P) in z = 2o divergent, so ist (P) divergent fiir z : |z| > |22

Z(—l)"_l%;

1 1 1
z:1:1—§+§—1+... Konvergenz fir |z| < 1

1 1 1 . ..
z:—l:—(1+2+3+4+...) Divergenz fiir |z| > 1

Konvergenz fiir |z| < 1.

Beweis:

o0
Zasz sei konvergent. = az¥ — 0 fiir k — oo = |apz¥| < CVEk
k=0

o0
Es sei |z| < |z1]|. Unser Ziel ist zu zeigen, daf Zakzk konvergent ist.

k=0
P z 2 |
k k k
‘akz |: akgzy —; =’Gk2’1‘ | <C|—
Zl Zl z1
k
Dies ist konvergent nach dem Majorantenkriterium, da | =| < 1. Fiir [z < p < [21] gilt |akzk’ <C ‘ﬁ‘ und

nach Satz 2 folgt gleichmiiflige Konvergenz fiir |z| < 1. Angenommen, (P) konvergiert gegen Z mit |Z]| > |za].
1. (P) konvergiert fiir alle z mit z < |Z|, also insbesondere zo Widerspruch

2. Ist (P) in z = zp divergent, so ist (P) divergent fiir z : |z| > |2z2]

Definition:

oo

Gegeben sei: P = Z arz®. v = sup{|z| (P) konvergiert in z}. r heift Konvergenzradius von (P).
k=0

{(#2)]z| < r} nennt man Konvergenzbereich und {z, |z| < r} ist das Konvergenzintervall.
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6.8. POTENZREIHEN

o

Fiir Z(—l)"*l% gilt r = 1.

k=1

Satz:

r sei der Konvergenzradius von P.
1.) r = 0: Konvergenz nur in z = 0

2.) r > 0: P konvergiert fiir z:|z| < r absolut und fiir |z] < p (0 < p < r) absolut und gleichméfig. Fiir
|z| > 1 liegt Divergenz vor.

3.) r =0 : Konvergenz fiir alle z € C und gleichméBige Konvergenz fiir |z| < p fiir jedes p.

Folgerung:

o0 n
Zakzk = p(z) sei konvergent fiir |z| < r. p(z) ist stetig fiir jedes zp mit |z9| < r. Da Z az" stetig und fiir
k=0 k=0

o0
|z| < p gleichmiBig konvergent ist, ist Zakzk stetig fiir |z| < p, also in 2.
k=0

Satz:

o0
Es liegt Zakzk vor. Es sei & := limsup {/|a,|. Dann gilt:

k=0
1
1.) r=—,r=o0, falls a =0, r =0, falls @ = o0
@
2.) Sind alle a,, = 0 und wenn lim existiert, so gilt: r = lim In_|
n—=00 | Gnt1 =00 | A1

limsup {/|an2z*| = |z|,limsup {/|a,| = |z|a < 1 absolut Konvergenz
limsup {/|an2¥| = |z|,limsup ¥/|a,| = |z|a > 1 Divergenz

1 1
1.) Fiir |z] < — liege Konvergenz vor, fiir |z| > — liege Divergenz vor.
@ «
. 1
Das heifit: r = —
a

Ap41

2.) Voraussetzung: lim = [ existiert.

nk— oo

n

lim {/|a,| =«

n— oo

a n

1 .
= — =r= lim
o n—0o0 | Ap41
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Satz:

Hat P den Konvergenzradius » > 0 (r # o), so kann beziiglich Konvergenz oder Divergenz fiir |z| = ¢
keine allgemeine Aussage gemacht werden. (Dann ist eine zusitzliche Untersuchung notwendig.)

0 Anwendung 1:

e n

D

n=1 n

Der Konvergenzradius betriagt » = 1. Fiir z = —1 liegt Divergenz und fiir z = 1 Konvergenz vor.
0 Anwendung 2:

o0

>

n=0

Es gilt » = 1. Divergenz liegt fiir alle z mit |z| = 1 vor.

0 Anwendung 3:

o0 Zn‘

>

n=1

Es gilt » = 1; die Reihe ist somit fiir alle z mit |z] < 1 konvergent.
0 Anwendung 4:

e 22k+2

k—1

z
k=2

Wir schétzen folgendermaflen ab:

1< {/\/kj:\/mg\/%HlfﬁrkHoo

Sodann gilt:

\k/\/k—l»—>1fﬁrk»—>oo

Damit folgt nun der Grenzwert:

92k+2 i A {v/i A
— S  — =
1 1m sup T

Die Reihe hat den Konvergenzradius r = §.

a = lim sup [k

O Anwendung 5:

1 1 1
a = limsup {/|a,| = limsup §/2>k = limsup {2] =3

Somit folgt:

r=—=2
@
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0 Anwendung 6:

Z(;)zkmitaeRunda¢N;ﬁO

k=0

e | |ala=1)-.o(a=k+1)-(E+1D | |E+1| koo 1

"= ary1| |ala—1)-...-(a—k+1)(a—k)-k| |a—k
Anwendung:

Wir wollen den Wert folgender Potenzreihe bestimmen:

poson ()

Wir spalten die Reihe auf:

P= i(n—kl)(%)m” =

n=0
Nun gilt ja bekanntlich:

CD%":(1+xY

Also folgt damit fiir den zweiten Term:

1
1
n

Den ersten Term formen wir zunéchst um, woraus dann folgt:

oo

D

n=0

oo

Py=Y"

n=0

1+

)x":(1+x)i =1+

00 1 oo 1 0o 1 1 00 _ 3
P = n(“)x”: n(4>a:"= " = o 2 " =
2= 2 ) L e T A e
I/ -3 1= (-3 1 (-3 1 " B T
= — 4 nzf 4 ’IL+1:7 4 n:— 1_127
2 ()i () = (W) e iy
n=1 n=0 n=0
Somit gilt nun fiir den Wert der Potenzreihe:
1 T 1 1 r
P=Pi+P=-— 4 Yotl=--o [z4+4¥(x+1 4] =
BV e 4@t 1e L 1)
1
=-———[zt+dx+4] =] ——=[px + 4
44(:r+1)3[ ] 44(x+1)3[ ]
6.8.1 Identitédtssatz fiir Potenzreihen

o0 oo
Zakzk und Zbkzk sind fiir |z| < r konvergent.
k=0 k=0

Es gelte Zakzk = Zbkzk fir 2| < p(0<p<1)
k=0 k=0
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Dann gelten, wie man durch Koeffizientenvergleich findet:

ak:nk7k:1,2,...

o0
heifit Konvergenzradius der Potenzreihe Z anz". Fir |z| < r stellt die Reihe eine stetige

1
r= -
limsup V/|ay,| s
o0

Funktion f(z) = Zanz”, |z| < r dar. Fiir |z| > r ist die Reihe divergent. Fiir |z| = r kann sie konvergent
k=0

sein.

Satz:

o0 o0
Die Reihen Z anz" und Z b,z" seien fiir |z| < R konvergent.

n=0 n=0
Es gelte: Zanz" = Z byz" fiir |z| < p(< R). Dann folgt a,, = b, fiir n =0, 1, 2, ....
n=0 n=0

Beweis:

Wir nehmen an, daf§ die Behauptung falsch ist. Dann gibt es ein kleinstes ng € N mit a,, # by, .
= (Ang — bng)2™ — (Apgr1 — brg1)2™ T +...=0

2" [(a‘no - bno) + (a‘noJrl - bn0+1)z + (an0+2 - bn0+2)z2 + .. ] =0
Wihle 2z, = %R fir k=1,2,3, ... und |zx| < R.
2% [h(zk)] = 0= h(zx) =0
~—
#0

0= lim h(zx) = h(lim z;) = h(0) = an, — bn,

kr—oo ko0

Die Reihen sind konvergent, wenn:

k=0 \Il=0

absolut konvergent

Dies ist das sogenannte Cauchy-Produkt.

0o (%S) 00 k
Zajzj <Z bkzk> = Z (Z ak_gbl> 2k
§=0 k=0 k=0 \1=0
—_———

ra Tb

r=min(rq,rs)

(2 —20)", f(20) = ao

f(z) = Zanzn’lz‘ <r: f(O) = aop
n=0
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6.8. POTENZREIHEN

Es sei folgende Potenzreihe gegeben:

f(z) = Z anz"™ fiir |z| <r und ag # 0

n=0

f0)#0= f(z) #0 fiir |z < p(0<p <)

Wir bilden den Kehrwert der Funktion und wollen von dieser neuen Funktion die Potenzreihe wissen:

1 oo
= b2 fiir 2| < p
e

Gibt es by, by, ...7 Dazu berechnen wir das CAUCHY-Produkt der beiden Potenzreihen, womit dann folgt:

[e%S) 9] [eS) k oo
1=f(z2)- <1> = anz" Zbkzk = Z Zak—lbl 2k = Z ezt
f(z) n=0 k=0 1=0

k=0 k=0

Ck

Damit haben wir nun:
1 :c0z0+clz1—|—62z2—|—...

Wir fiithren einen Koeffizientenvergleich durch. Nur ¢y hat den Wert 1; alle anderen ¢, fallen weg:

].:CO

k
0=cp :Zakflbl firk=1,2,...
=0

Der Koeffizient by folgt nun aus:

1
1=cop=agby=]byp=—
ao

Damit kénnen wir nun die Koeffizienten by berechnen:

0 =boag +braz_1+bsar_o+...+ar_1a1 +brag fiir k=1,2,...

Fiir £ =1 gilt die Gleichung, womit wir b; berechnen kénnen:
0 = bpay + brag = by
Fir k£ = 2 konnen wir by berechnen:

0= b0a2 + bray + baas = by

b, = [boak+b1ak_1 —|—...+ak_1a1] firk=1,2,...

1
ag

f(z):1—2x+z2:(1—z)2 ap=1,a1 =2,a0 =1,a, =0
(N
fiz) 1—-zl-z
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KAPITEL 6. REIHEN

Betrachten wir die Potenzreihe der Exponentialfunktion:

1
= =140
kz::k , Qg #

Fiir die Exponentialfunktion gilt:

1 1
73 = s = = o

Wir vermuten nun:

1 1
b():l,bl :—1,b2: 5,1)3:—5,...

Unser Ziel ist es nun, diese Formel fiir by zu zeigen: Mit der obigen Beziehung folgt dann:

+ ak—1a1] =

1 1
bkz—f[boak—l-blak_l—l-... Tl
ag J:

Des weiteren gelten folgende Beziehungen:

|
1.) mo__m firn<mundm,n €N
n (m —n)n!

k

2) 1> (j) a*= Iy = (a +b)*

Jj=0

Mit diesen Beziehungen folgt nun:

b k
R T

Jj= Jj=0

Dann folgt endgiiltig mit dieser Gleichung das zu beweisende Resultat:

il 1 b 11 1
b= G G T XY A Y
J=0 e — 7=0
b 7

Es soll folgendes CAUCHY-Produkt berechnet werden:

!

oo

n=0

2(2

<—1>”x2n> , (
n)! -

0

- (_1)11 2n+1
2 @n+ 1) +>
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6.8. POTENZREIHEN

. E " ek
é(_l)n (2k + 1).(12n —2k)! = Ti(_mx%ﬂ En: (2k + 1)!(12n — k) gZ I 3: -
(éf)z :HTI " (2k +(27; (;;)— 2k) ; 2nn+21nTl i @ZI D B
) ()] - £ 5 () -

L P
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Kapitel 7

Elementare Funktionen

7.0.2 Die Exponentialfunktion

Die EULERsche Zahl e kann entweder durch den Grenzwert einer Folge oder der Reihe fiir die Exponential-
funktion dargestellt werden:

, N R |
o= lm (Hn) = lm > 5= 5
k=0 k=0
Die Reihenentwicklung fiir die Exponentialfunktion lautet:

exp(z)izj,ak:—',limsup —=0r=——F
k=0 k! k! VE! hmsupW

= 0

Damit kann man also die Reihenentwicklungen aller auf der Exponentialfunktion basierenden Funktionen
angeben, wie beispielsweise:
4
—z? _ 2 £
e =1—-2"+ o1 F...

Mittels dieser hilfreichen Entwicklungen lassen sich auch manche Grenzwerte elegant berechnen:

Es sei gegeben:

Cn =1- (f (2 + ;) - f(2)> mit f(z) ="

Den Grenzwert berechnen wir mittels einer Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion:

oo
e’ = E
k=0

| —

1
|xk:1+x+§x2+...

X

=1 () by (- a?)
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KAPITEL 7. ELEMENTARE FUNKTIONEN

Damit gilt nun:

. : 1\? 4 1
g=limec,=limn - [14+[4—-(2+— +...—1]=n-{4-4-=-—-—|=
n+— 00 n— 00 n n n

exp(0) =1 =¢" exp(l) =e=e!

Das Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion lautet:
exp(z) - exp(w) = exp(z + w), z,w € C

Des weiteren gelten folgende Rechenregeln:

1
exp(z) # 0V z,exp(—z) = p(2)
exp(n) =e",n €Z
exp(r) =e",r € Qe = le-e-...-¢
exp(mz) =exp(z +2z+2+...+2) = (exp(2))",m €N

m

Dies kann man durch vollstéindige Induktion zeigen.

n . n my1m™
r=— mitn,m € N:e" =exp(r) =exp (m—) = [exp (—)}
m n

e () =ew (e () = [ (5] = <exp1<;>>n () e

exp(a) = e”(z € R)

Es sei x € R. Wihle (r,), r, € Q mit r, — z fiir n — oo.

e = exp(r) — exp()(n = o)

Die Exponentialfunktion ist stetig und bijektiv (injektiv und surjektiv). Fiir komplexe Zahlen z gilt:

e = exp(z) = exp(x + iy) = exp(z)exp(iy) = e%e¥

Fiir x € R ist f(x) = €” streng monoton wachsend und e¢* > 0.

Grenzwerte:

X

lim e—k = o0, lim z¥¢™% =0,k € NU {0}

TH—00 I T 00

Zum Beweis fiithren wir folgende Abschétzung durch:

2 .%'3 J,'k xk—i—l $k+1

T
=1 —+—=—+.. .+ =+ —-+...> —— fi 0
e +x+2!+3!+ +/€!+(k+1)!+ >(k—|—1)! iur x >

Wir bringen diesen Ausdruck auf die gewiinschte Form:

k+1 T

x e T

TE TS

Die Exponentialfunktion geht somit schneller gegen unendlich als jede noch so grofie Potenz von x.

e’ >
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7.1. DIE ALLGEMEINE EXPONENTIALFUNKTION

Injektivitit:

Die Funktion ist injektiv, da sie streng monoton wachsend ist.

Surjektivitit:

Gegeben ist a € (0,00). Gesucht ist z € R mit e = «. Wir argumentieren mit Stetigkeit: lim e* = 0,
00

lim e” = oo und mit dem Zwischenwertsatz: Da exp:R + (0, c0) bijektiv ist, gibt es eine Funktion exp~! =: In.

Dabei handelt es sich um den natiirlichen Logarithmus, der das Intervall (0, 00) auf R abbildet.

e =y r=Iny
Die In-Funktion ist stetig und streng monoton wachsend.
eV =y fiir y > 0

In(e®)=z,z€eR

Ine)=1,Inl1=0=ha<0fir0<y<1

lim Inz = —o0, lim Inx = o0
x—0+ 00
Satz:

Fiir den Logarithmus gilt:
1
a.) In(z,y) =In(z) +In(y), n— = —Inz fir z, y > 0
T

b.) lim z Flnz=0, im z*lnz=0"firk=1,2, ...
x—0+

=00

Beweis:
a.) In(zy) = (Ine"®e™¥) =In (em*H2¥) = Inz + Iny

—Ilnz

In — =1Ine =—Inz
enz
k*(Inz)? k% (Inz)?
b.) x>0:xk:(elnw)k:eklm:1+klnx—|—¥+...>¥fl'irx>1
| |
0 Inx 2llnz 2 0 (2 o)

< ra < El(lnz)? T knz

liI(I)lJr Fng = tlim t~*Int = 0 (siehe oben)

7.1 Die allgemeine Exponentialfunktion
Fiir die allgemeine Exponentialfunktion und ihre Umkehrfunktion, dem Logarithmus, gelten folgende Regeln:
a>0fest,a® =™ 2z e R

a® > 0,a""Y = a"a¥
Ina®* =zlna

1% :ezlnl =1
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KAPITEL 7. ELEMENTARE FUNKTIONEN

Es sei 0 < a = x = y. Dann gilt:

(e")" # 2=

:L,(IT) — exm Inz _ ee‘““mlnx

Fiir die Reihenentwicklung von a® ergibt sich mittels der Entwicklung fiir die Exponentialfunktion:

(zlna)? n (zlna)’

r _ xlna __
a® =e =1l4+zxlna+ o 3

+...=Ina

Damit kénnen wir beispielsweise folgenden Grenzwert berechnen:

T _ 2
lima 1 m(lna—i—x(lna)—i—...)—lna

=1l
x—0 €T x—0 2'

streng monoton wachsend fir a>1

y=/f(z)=a": R (0,00) ist { streng monoton fallend fir a<0<1
lim a® = oo
T+ 00 s
lim a® =0 fiira > 1
Tr——00

y = log, () ist die zugehorige Umkehrfunktion > 0 +— R. Fiir diese Umkehrfunktion gilt:

log, (a®) =z,z €R
a°e®) = 2 >0

a.) ©>0,a>0:

v = el = olE = log, (1) = 1 : log, (ay) = log, (x) + log, (4)
b.) a> 0, b > 0: log,(x), log,(z)
log, (0) = 1o
logy () = P10 g () = 1oy e = logy () g, ()
log, (1) = 1o
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7.2. DIE HYPERBELFUNKTIONEN

7.2 Die Hyperbelfunktionen

Es sei z € C. Dann werden folgende Funktionen definiert:

0 Kosinushyperbolikus:

cosh(z) = = (* +¢7%)

N | =

O Sinushyperbolikus:

sinh(z) = = (e* —e™%)

0 Tangenshyperbolikus:

e —e %

e* +e *

Die Reihenentwicklung des Kosinushyperbolikus folgt mittels der Reihen der Exponentialfunktion:

oo

cosh(z) = (Z +Z > ;Z(1+(71)k) %Zkzz(;k) f1+i+%+

k=0 k=0 ' k=0

1
Die ungeraden Koeffizienten sind gleich Null, die geraden gleich W:

1

aggp+1 = 0,a2, = W

Der Konvergenzradius ist gleich unendlich:

r=—— =00

lim sup {/|ax|
Fiir die Reihenentwicklung des Sinushyperbolikus ergibt sich:
»2k+1 3 5

> 1 > z z
7](:7 JR— JR—

sinh(z

M\H

cosh(z) ist achsensymmetrisch zur y-Achse
cosh(z) = cosh(—z),cosh(0) =1

sin(z) ist punktsymmetrisch zum Ursprung:
sinh(z) = —sinh(—=z),sinh(0) = 0

z=x €R:cosh(z) > 1V

Satz:

cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w) ..
sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w) fir z, w e C
cosh®(2) — sinh*(2) = 1, (a* —y* = 1)

Setze oben w = —z: 1 = cosh(0) = cosh(z) cosh(—z) + sinh(z) sinh(—z) = cosh?(z) — sinh?(%)
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ITEL 7. ELEMENTARE FUNKTIONEN

Ubung:

ez+w

w

= ¢”¢" und Definition

Wo kommt der Name Hyperbelfunktion her?

7.2.1 Die reelle Hyperbolikusfunktion

Satz:

a.)
b.)

c.)

y = sinh(x) ist streng monoton wachsend.
y = cosh(x) ist streng monoton wachsend auf [0, 00) und streng monoton fallend auf (—oo, 0].

y = tanh(x) ist streng monoton wachsend.

Begriindungen:

0

Begriindung zu a.)

1

sinh(z) = = (e® —e™®

(@) =5 (" =)

e” ist monoton wachsend

1 —x : 1 T —x\ ;

—=e * ist monoton fallend 3 (e —e ) ist streng monoton wachsend

e

—e™ 7% ist monoton wachsend

Begriindung zu b.)

cosh (z3) — cosh (1)
_ — ) h -
cosh (xg) — cosh (1) cosh () T cosh (z1) (cosh (z2) + cosh (x1))
_ cosh? (x3) — cosh? (z) ~ 1+sin® (z2) — 1 —sin® (z1)

cosh (z2) + cosh (z1) cosh (x2) + cosh (1)

B sin? (x3) — sin? () 50
~ cosh (x2) + cosh (x)

Dieser Ausdruck ist fiir x5 > x1 > 0 offenbar auch grofler 0, was aus der Monotonie des Sinushyperbolikus
folgt. Damit haben wir die Monotonie des Kosinushyperbolikus auf dem Intervall [0; oo] gezeigt.

Begriindung zu c.)

et —e " 2e™" 2
tanh(z) = e 1- e 1- 1o

1 1
1 + e** ist monoton wachsend, ———— ist monoton fallend, daher ist — ———— monoton wachsend
14 e22 1+ e2®

Des weiteren gilt:

sinh(z) =

(e" —e™™) =sinh: R— R
— —00 (x> —00)

N | =
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7.3. DIE KOMPLEXE EXPONENTIALFUNKTION

1 < cosh(z) = £ (e” +e™*) - oo fiir z > o0

N =

Der Kosinushyperbolikus bildet R auf das Intervall [1, 00) ab.

0 < cosh(z) — sinh(z) = ™" +— 0 fiir z — o0

Also ndhern sich der Sinus- und Kosinushyperbolikus fiir  +— oo beliebig. Dariiber hinaus betrachten wir den
Tangenshyperbolikus:

9 —1 (v 0)

tanh(x) =1- m

——1 (z+ —00)

le” —e™"| < e” + e " = |sinh(z)| < cosh(x)

4+ _ —x
¢ ° |= [tanh(z)| < 1

et® e~

7.2.2 Umkehrfunktionen der Hyperbolikusfunktionen
sinh : R < R : sinh™!(x) = arsinh(z)

Die Umkehrfunktion nennen wir den Areasinushyperbolikus. Die Verkniipfung dieser beiden Abbildungen ergibt
gerade wieder die Identitét:

arsinh (sinh(z)) = «, sinh (arsinh(z)) = =

y = cosh(x) : [0,00) — [1,00) : y = arcosh(x)
y = cosh(x) : (—00,0] — [1,00) : y = arcosh(x)
Die Umkehrfunktion heifit Areakosinushyperbolikus. Auch fiir sie gilt:

arcosh (cosh(x)) = x, cosh (arcosh(z))

Wir leiten den expliziten Ausdruck fiir den Areakosinushyperbolikus her. Dazu 16sen wir cosh(y) = x nach y
auf und erhalten:

1

i(ey—i—e_y) =ux|-2eY
e2y+1=2eyx:>a::|:\/a:2—1:>y:1n(x:i:\/x2—l)
y=In <x+ Va2 — 1) = arcosh (z)

y=1In <a: —Va?— 1) = arcosh_ (z)

r>1l=0<r—vV22-1<1

7.3 Die komplexe Exponentialfunktion

Satz:

Fiir die komplex konjugierte Exponentialfunktion gilt:
exp(z) = exp (z), z € C
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KAPITEL 7. ELEMENTARE FUNKTIONEN

Beweis:

Wir kénnen die Exponentialfunktion als unendliche Reihe schreiben:

)= 3" 2
sn(z)

Hier ist dann ersichtlich, daf fiir die Partialsummen s, (z) gilt:

lim S,(z) = S, (Z)

n—oo

Daraus folgt also:

exp(2) = exp (2)

z sei eine komplexe Zahl mit Im(z) = 0. Dann gilt:

z=lir,x € R,z = —iz, el =¥ =¥

iz |2 ix ix  —ix ix

|e| = el%eiz = ¢l%e —1:>’e|:1,m€R
arg(em):x

An dieser Stelle mufl man jedoch aufpassen:

|eiz| — ei(az+iy)’ — eizfy)‘ — |eixe7y| — |eix| |efy| — oY
Nun gilt ja:
12]{ _ (71)]6 , iQk‘Jrl —_ l(*l)k

Wir wollen nun eine Beziehung zwischen der komplexen Exponentialfunktion und dem reellen Sinus und Ko-
sinus herleiten. e'* konvergiert absolut fiir alle z:

1
—1+1z—§z +13

(D»-

I
M8
?z\H

=~
Il
<]

o0
2k o2k 212k
. + kX_;) 2k o f

k=0
— 1

:Z (Zk)' )" 2k+lz 2k:—|—1 —1)*22* 1 = cos 2 + isin 2
k=0 ’

cos(z) isin(z)

e? =cosz+1isinz fir z € C

Damit haben wir nun die Reihendarstellung des Sinus und des Kosinus erhalten:

oo L 22k e
cosz:Z(—l) (2k)!:1 2+j+ . fiir z € C mit r = 00
k=0

Daraus ist dann ersichtlich:

21
cos z = cos(—=z),cos(0) = 1,] lim 272
Z— 00 z
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7.3. DIE KOMPLEXE EXPONENTIALFUNKTION

oo L 22kt J
smz:Z(—l)’m:z—gﬁ—E:ﬁ.. fiir z € C mit r = oo
k=0

Aus hier sieht man:

sin z = —sin(—z),sin 0 = 0,] lim

(eiz)n = (cosz +isin 2)"

An dieser Stelle kann man nun viele hilfreiche Beziehungen herleiten:

e'"* = cos(nz) + isin(nz)
— 1
cosh(iz) = ) @ (—1)¥i2%22F = cosh(z)
k=0
— 1
sinh(iz) = kZ:O @ET 1) (—1)Fi2F 1 22 = iginh(z)
cos z = cosh(iz),sin z = —isinh(iz)

Des weiteren ergeben sich durch Variablentransformation z — iz in den Potenzreihen von Sinus und Kosinus
folgende wichtige Beziehungen, die vor allem in der Funktionentheorie (HM III) grofie Bedeutung haben:

1 iz —iz . _ _-1 iz _ —iz) _ l iz _ ,—iz
cosz=§(e +e )7smz_ 12(e e )—2i(e e )
cosz:l(eiz—I—e ‘Z) sinz:l(elz e_iz) zeC

2 ’ 2i ’

1 ir —iz iz
cosa::§(e‘+e '):Re(e)
sine = — (e”c — e_iz) Im (e‘r)

7.3.1 Additionstheoreme
Satz:

Fiir sin(z) und cos(z) gelten folgende Additionstheoreme:
1.) sin(z + w) = sin z cos w + cos z sin w

2.) cos(z 4+ w) = cos z cosw — sin z sin w

Z—Ww

w .
sin
2 2

B
3.) cosz— cosw = 2sin

Beweis:
Wir wollen nur das erste Additionstheorem beweisen. Die anderen beiden sollen als Ubung durchgefiihrt werden:
sin z cos w + cos z sinw = I [(e‘z - eﬂz) (e”” + e*‘“’) + (elz + eﬂz) (e”“ - e*””)}

i

1 . . 17, .
_ i(z4w) _ 1(z+w):| _ |: i(z4w) _ 71(z+w):| —
yr [Qe 2e 5 | e sin(z + w)
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KAPITEL 7. ELEMENTARE FUNKTIONEN

7.3.2 Definition der Zahl 7
Wir betrachten den Kosinus auf dem Intervall [0, 2]. cos(z) hat dort genau eine Nullstelle.

1.) cosz ist auf dem Intervall streng monoton fallend.
Fiir x5 > x1 gilt also, dal coszs < cosxy.

1

2.) cos0=1,cos2< —3

3.) sinx ist > 0in [0, 2].
Wir betrachten nun die Potenzreihen des Kosinus und des Sinus:

1.) Kosinus:

o0 L 22k 52 A
cosz:Z(—l) (2]{)!—1—54-]-1- firzeC
k=0

Wir zeigen, daf8 die Reihe von cos 2 konvergiert:

a 2 Qk+1
22k
ay = 2h)! — 0 fiir k — oo

Damit stellt (ay) eine Nullfolge dar, die notwendige Bedingung fiir Konvergenz ist erfiillt. Nun gilt
auflerdem nach dem Quotientenkriterium:

22
Bitl _ — 0 fiir kK — oo

an  (2k+2)(2k+1)

Damit konvergiert als cos 2. Wir setzen nun den Wert 2 ein und erhalten dann folgende Abschétzung fiir

cos 2:
S1
= 22k 22 2t 2 1
_ _ _1\k — _Z 4= — - _Z
S—COSQ—Z( 1) k) 1 2!+4!:|:.“§327 1+3— 3
k:()%,_/ S0
a %,—/
k -
Damit folgt fiir die Monotonie auf dem Intervall [0, 2]:
>0 >0
T ——
1+ Ty — T
0< 21 <xy <2,cO809 —COsT] = —258in ! 5 2 §in =2 5 L <0
—— ~——
€[0,2] <2
2.) Sinus:
_ > 52k+1 P .- ) _
sinz = Z 2]<:+) z—a—l—EIF...furzG(letr:oo

Wir wollen zeigen, dafl nachfolgende Glieder der Folge (a,) groBer sind als vorhergehende:

p2k+1
0< ap = m
2k 23
ak > Qp41 : O > k13 | (2k +3) (2k +2) > 22
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7.3. DIE KOMPLEXE EXPONENTIALFUNKTION

Diese letzte Beziehung gilt sicher, falls 6 > z2.

0<z<2:2?<4,

—z? > —4

AuBerdem stellt (ay) eine Nullfolge dar:

[L‘2k+1
(2k £ 1)!

ap =

Fiir 0 < x < 2 gilt somit:

o0
s=sinxr = E

Satz:

2k+1

2k+1)

—0firk—oound 0 <z <2

S1

—~
3 5

T
=Ty Ty

S0

y = cos z hat im Intervall (0, 2) genau eine Nullstelle .

Definition:

Die Zahl 7 wird nun definiert als doppelte Nullstelle des Kosinus im Intervall [0; 2]: m = 2x. Dabei gilt fiir
7 folgende Abschétzung: 0 < w < 4

Auflerdem folgt:

2 2 02
7 =1=
B) —+ cos B sin B

sin

2

T LT
— =sin— =1

. ™ . ™ .
sin z+§ :smzcosi—i-coszsmgzcosz

Satz:

eiﬂ'k — (_1

Folgende wichtige Werte gelten fiir die komplexe Exponentialfunktion:

)* fiir k € Z, elF+DF = j(—

= I @™ = 1 {iffe 5 € 7

1)* fiir k € Z

Beweis:

Zum Beweis verwenden wir die EULERsche Formel und unsere Kenntnisse iiber 7:

e'” = cosz +isinz(z € R)

ei2k‘,7‘r

—_

= (¢2m)" =

SR+ E _ imkiF i(—1)k

sy 2 ;31 i s .
(elz) =—1,e'2 — ™t —

Hier folgt nun eine Tabelle der wichtigsten Werte:

T 3T T
- = |2 2% +1)=
0 5| ™| 5|2 kr | (2k+ )2
sin o 1 -1]0 0 (—1)F
cosz|[1]O0|—-1] 0 [ 1 [(=1F 0
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KAPITEL 7. ELEMENTARE FUNKTIONEN

Periodizitit:

Y =CcosxT
y=sinz

i s
cosT =sm (xr+ —

} sind bekannt, wenn y = cosx auf [O, g} bekannt.

2

cos x ist gerade. Auf [fg, g} ist cos z bekannt.

sin x ist auf [0, 7] bekannt, cos z ist verschoben. sinz ist somit auf [—m, +7] ungerade.

cos x, sin x sind auf Intervall der Lénge 27 bekannt, wegen der 2m-Periodizitét sind also cos z, sin x iiberall
bekannt. Diese folgt aus der 27-Periodizitéit der komplexen Exponentialfunktion:

eQﬂ'i — ez 1= ez+27ri
1, . : 1/, .

sinz = (e —e™™) = % (el(’”+2”) — e_l(‘”+2”)) = sin(x + 2m)
1 1

e271'1 — ez+27r1

und sin(z) = sin(z + 27)

Ubung:

Man zeige, dal tan z und cot x w-periodisch sind.

Monotonie:

Wir fassen unsere Erkenntnisse iiber die Monotonie der trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunk-
tionen zusammen:

O Sinus:
L . T T T 7r
sinz ist auf jedem Intervall [—5 + km, 3 + kw} = [(Qk - 1)5, (2k + 1)5 streng monoton fiir k € Z.
Kosinus:

cosz ist auf jedem Intervall [0 + km, 7 + kn] = [km, (k + 1)7] streng monoton.

Arkussinus:

v — u := arcsing (v) fiir v € [-1,+1] © sinu = v mit u € [(Qk - 1)%, (2k + 1)%

Den Teil fiir £ = 0 nennen wir den Hauptzweig des Arkussinus:

u = arcsing(v) = Arcsin(v) mit u € [—&—g, +g}

arcsiny (sin(u)) = u,u € {(21@ - l)g7 (2k + l)g}

sin (arcsing (v)) = v,v € [—1,+1]

Arkuskosinus:

u = arccosg (v),v € [-1,41] & cosu = v, u € [kr, (k + 1)7]
Fiir k = 0 folgt wiederum der Hauptzweig des Arkuskosinus:

u = arccosg(v) = Arccos(v)
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7.3. DIE KOMPLEXE EXPONENTIALFUNKTION

Bemerkung:

Im folgenden sprechen wir nur von den Hauptzweigen des Arkussinus und Arkuskosinus und bezeichnen diese
mit arcsin(z) und arccos(z).

Satz:

Fiir die komplexe Exponentialfunktion gilt folgende Gleichung:

=1 2=2krifirkecZ

Die in der Mathematik sehr bedeutenden Zahlen, ndmlich die Eulersche Zahl e, die Kreiszahl 7 und die
imaginére Einheit i sind somit in einer einzigen Gleichung miteinander verkniipft, was sehr iiberraschend
ist. Diese Gleichung hat wiederum in der Funktionentheorie (HM III) eine sehr wichtige Bedeutung.

Beweis:

»,<=" stimmt nach Satz 2.

et =1

Wir suchen nun z = x + iy mit €% = 1. Alle gesuchten z haben die Form z = iy.

‘e$+iy| = |ex| ’eiy‘ = ex ; 1

Mit = 0 folgt somit die zu beweisende Aussage:

eV =1

AuBerdem miissen wir noch zeigen, dafl el¥ # 1 fiir 0 < y < 2w. Wir fithren wieder einen Widerspruchsbeweis

durch. Wir nehmen also an:

Essei 0 <y < 2mund e? =1

.. y m
F = < — folgt:
ur0<4<2 olg

el :COS%+iSiH% =u+iv
N

u v

Fiir die komplexe Zahl u + iv gilt:

uw>0,0>0u>+02=1

Wir potenzieren obige Gleichung mit 4 und erhalten:

1=cY = (u4iv)! = u — 6u0? +v* +iduw (u® —v?)
=0

Durch Vergleich mit der linken Seite folgt dann, dafi der Imaginérteil der komplexen Zahl 0 sein mufl. Damit
gilt:

u? = v? und somit u = v

Mit der Nebenbedingung u? + v = 1 ergibt sich nun:
1
u=v=——

V2

Wieder eingesetzt in die obige Gleichung ergibt:

Dabei handelt es sich um einen Widerspruch. Somit ist el¥ # 1 fiir 0 < y < 2.
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KAPITEL 7. ELEMENTARE FUNKTIONEN

7.3.3 Nullstellen des Kosinushyperbolikus

Wir wollen zum Abschlufl die Nullstellen von cosh(z) berechnen:

1

3 (e*+e*)=0

= e =e?(~-1)=1
eZz—iﬂ' -1

2kmi

Mit der zuvor bewiesenen Beziehung e =1 folgt nun:

622—171' _ erﬂ'l

Dann ergibt sich durch Logarithmieren:

2z —im = 2kwi

1
2 = 5 (2kri + i) :i(2kz+1)g fiir k € Z

Damit folgen die Nullstellen des Kosinus:

cos z = cosh(iz) =0

il
2
Daraus ergibt sich:

iz =i(2k + 1)

z=(2k+1)g mit k € Z

Wir haben kennengelernt:

e Die komplexe Exponentialfunktion exp(z), die reelle Exponentialfunktion exp(z) und deren Umkehrfunk-
tion Inz

f(z) =¢€* f(z) =e",Inx

e Hyperbolische Funktionen, Areafunktionen (durch Logarithmus ausdriickbar)

e Trigonometrische Funktionen, Arcusfunktionen

. 1, s
sinx = 5 (e“ —e ””)
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Kapitel 8

Differentialrechnung

8.1 Landau-Symbole (o, O)

o, : ICR—R
roeUCI
(x) #0, 2 #£x9, x €U

Definition:

@(-T) = 0(1/1(1‘» fir x — x¢ Def, limg, g, @ —0.

¥(z)

o(z) = O (YP(x)) fiir x — xo < % bleibt fiir  — z¢ beschrankt.
x

22 23
e“’:1+m+§+§+...:1+x+o(x),x»—>0
! !

=o(z) fiir z—0

s beschrankt bei 07

sinz = O(z) fiir x — 0,

3 ad

sinx:x—a—i—gq:...

cosx — 1 =o(z) fir z — 0

T
cosr=1——+—F...

exp(—z) = o (;) fiir @ — co(k € N)

lim z*exp(z) =

TH—00
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KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG

8.2 Tangente an eine Kurve
[0 Sekante:

S(xo, 1) (x) = f(wo) +

0 Tangente (Grenzlage):

Ty ) = fan) (i LSO (0

T—To o — I

Definition:
. flmo)—=f@t) . . . . . . ,
Falls thm e —— existiert, heifit er Ableitung von f in x¢ und wird durch f’(xg) oder (Df) (x0)
=0 0 —

bezeichnet. Anschaulich gibt f’(2¢) die Steigung von T (,,)(z) in 2o an. Es handelt sich also um die Steigung
der Kurve y = f(z) in (x0, f(zo)

f(z) = |z| ist in = = 0 nicht differenzierbar, da die Ableitung nicht existiert.
m ft) = F(0) = lim i = lim sign(¢) existiert nicht.

t—0 t—0 t—to ¢ t—0

Aus Stetigkeit folgt nicht Differenzierbarkeit.

) — i L@ =IO e fl )~ f)

t—x r—t hi—0 h
N————’

Differenzenquotient (Anf)(z)
Die Zuordnung f’ : x — f’(z) ist eine Funktion (die Ableitung) von f. Der Definitionsbereich {x|f’(x) existiert}
C I. Geht man von y = f’(x) aus, so erhélt man durch Ableiten (f’)' () = f”(x), ndmlich die zweite Ableitung.

D(Def)(z) = D f(z) ist n-te Ableitung (D) (z) = f™(z) = D (D" f(z) fiir n=10,1,2,... (Induktive Definition)

FOx) = f(x),n=0

=1
n—0 h b

2) flx)=2" (n=0,1,2,3,...)
Mit der Losung der Aufgabe 3c auf dem dritten Ubungsblatt ergibt sich dann:

_ t n _ yn
f'(z) = lim o) = () = lim = = lim (" 2" P2 ) = !

t—x x—t t—x 1 —1 t—x
flx)=z", f'(x) =nz""',n=01,2,...
3.) flx)=e* (zeR:ceC)

1 1 1
f(z) = lim — (ec(””h) - ecz) = e lim — (e — 1) =™ %11}1%) 7 (I+ch+oh)—1)=
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8.3. AQUIVALENTE FORMULIERUNG VON DIFFERENZIERBARKEIT

8.3 Aquivalente Formulierung von Differenzierbarkeit

Satz:

f:I CR— C, xg € I: Wenn f ist in z differenzierbar ist, gibt es eine Zahl ¢ € C und eine Funktion
r : I — C mit folgenden Eigenschaften:

1.) r ist stetig und r(xg) =0

2) f(z) = f(xo) C (x — o) +1(2)(z — z0)

Beweis:

f(@) = f(wo)

— f'(zo) fir x# 20
r — X

»<=" Setze ¢ = f(zo) und r(z) =
0 fir x=uxp

»=" Die Bedingungen 1.) und 2.) sind erfiillt. Aus 2.) folgt:

f(J?) _f(xO) :C—F’/‘(Jf)

T — Xo
lim :c= lim f@) = flzo) _ 1 (z0)
T—T0 Tr—x0 :Cf,fL‘O

Bemerkung:
Ist f differenzierbar in zq, so liefert der Satz:
f(@) = f(xo) + f' (o) (x — xo) +r(x) (2 — 20)

Ty (g (@)

Jf(x) = Ty(ze)(x) = r(x)(x — 20) : Fehler bei der Approximation von f(z) durch T(g,)(z)
Folgerung:
Es sei f in xg differenzierbar. (z) = f(zo) = f'(z0)(x — x0) + r(x)(x — o). Daraus folgt:
lim f(x)= f(xo) : f ist stetig in xg
T

a.) f ist differenzierbar. = f ist stetig.

b.) f ist differenzierbar. <= f ist stetig.

8.4 Elementare Ableitungsregeln

Satz:

f, g seien bei x definiert und differenzierbar. Dann sind f+ g, f-¢ und falls g(x) # 0 g in z differenzierbar

und es gelten:
L) (f+9) (@)= f'(z) +d'(z)
2.) (f9)' (x) = f'(z)g(x) + f(2)¢'(z) (Produktregel)

Y (D () = £ @9@) ~ f@)g'()

(Quotientenregel)
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Ubung;:
(f9)'™ =
A% +h) @)
(@) = <n—0,1,27.-.>7f (z) = na""!
( (z) = a = const. f( )=0VYzx)

H

Satz:

f'(x), ¢'(x) mogen existieren. Dann gelten:
a.) (f+9)(z)=f'(z)+4g(2)
b.) (f9)'(z) = f'(z)g(x) + f(z) + ¢'(x)

£y = SO — g 0)
) (1) (@)= CEZ LN (g0) 20)

T—T0 T — Xo hi—0

in (zo, f(wo)) an.

- h
f:ICRw—C,zg€: f'(zg) = lim f@) = f@o) _ lim o ,1 e f heiit auf I differenzierbar,
wenn f in jedem x € I differenzierbar ist. Falls f reellartig ist, gibt f/(z() die Steigung der Kurve y = f(z)

Satz:

c =0(z—z0) f(x)—xzo

f'(x0) existiere. Dann folgt daraus, da8 f(x) = f(zo) + f'(z0)(x — x0) +r(z)(x — m0) T stetig..
——

Beweis zur Produktregel:

An(fg)(x) = % (f(x+h)+g(z+h) = f(@)g(z + h) + f(z)g(x + h) — f(x)g(2)) =
=gz +h) (Anf(2)) + f(z) (Ang) (x) — g(x)f'(z) + f(2)g'(z) = (fg)' ()

h—0

Beweis zur Quotientenregel:
<Ah;> () = % (g(mlJr ) 9(1af)> B g—(w(ﬁhf?))g((va)) - 5;((?) - (;>/ @)

(ﬁ)/(x) _ <f. ;)/(x) — mit und b.)

iz —ix 1 iz 1 —ix
f(m)—slnx——l(e e ") = 5° ~ 53¢
f(z)= llew — le_mc = (" +e ) =cosx
2i 2i 2
1 1 1 1, .
f//(CC) — 5 %efm: % ix + ieflz — 75 (elx eflz) — —sinz
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8.4. ELEMENTARE ABLEITUNGSREGELN

Ubung;:
Mit (Ap, sin)(x)

. 2 -2
sinx cos“x +sin“ 1
f(x) = =

=t =
@) ande cos? x cos?x

cosx’

fl@)y=2"(n=0,1,2,...)
@) =nz""" f(z) =nn—1)2"2 = fO@)=nn-1)...(n—(1+1)a"" =1 <n> "t (7) =0,l>n
™ (z) =n!

Kettenregel:

I,JCR,g: I J, f:J— C.gseiin xg € I differenzierbar und f in g(z() differenzierbar, dann ist fog
in xg differenzierbar und es gilt:

I i /
(909) (zo) = f' (9(z0)) g'(x0)
— ——
duflere innere
Ableitung Ableitung

Beweis:

(fog)(@) = (fog)(xo) _ flg(x)) — flg(xa)) g(x) — g(xo)
)—g

,,ist plausibel“: =
(z0) T — To

T — To g(z
f'(g9(z0)) g’ (x0)

(fogoh) (z)=((fog)oh) (z) = (fog) (h(x))l(z) = f'(g(h(x)))g' (h(z))l' ()

h(x) = sin% = f(g(x)) mit f(x) =sinz, f'(z) = cosz; g(x) = %,g'(m) - %

ha) = 9@ = [(g()), f(2) = o", f'(x) = "
W(@) = /g (2)

8.4.1 Ableitung der Umkehrfunktion
Satz:

f:I—J, f(I) CR, 2 = f(y) sei bijektiv, g : J — R, y = g(z) sei die Umkehrfunktion. Es sei f in yo € T
differenzierbar, es gelte f’(yo) # 0. Dann ist g in 29 = f(yp) differenzierbar und es gilt:

1
f'(yo)

GGy = f(# 7(f (w0)) =

9(x0))
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KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG

Beweis:

gx) —glzo)  y—vo 1
z—z0  fly)— fly) W

lim bedeutet auch lim .

T—To Yy—Yo

flg(z)) ==

“ flola))d (@) = 1= 4'(0) = Frs

fla) =2 f(0)=0
g(x) = ¥z ist bei 0 nicht differenzierbar.
y=1Inz(z >0), f(y) =€", f(y) =¢Y

1 1

= = 2w <02 g(e) = In(—2),¢'(2)

T

Ubung:

a (). Az _ 9@ -
In |z] = In |g(x)], k() ) (9(x) #0)

Ubung:

g(2) = Y7.g/(x) = Lz~ (mit Satz 4)
n

g(l’) — 2% = ealnm(l, > 0),g/(13) _ ealnx L

g(z) = arctanz : R — (7g7+g)

1 sin? y 4 cos? y

f(y) = tany, f'(y) = =

=1+tan’y

cos?y cos?y

1

g'(@)= (@) (COSZ(arctanx)>/ T 1+ tan?

8.5 Extremwerte

Definition:

(arctan z) T 1+a?

f:I— R, zg€l. fhatin x( ein

a.) globales Maximum, wenn f(z) < f(xo) Va € I

b.) lokales Maximum, wenn f(z) < f(zo) V « aus einer Umgebung von z

f hat in z( ein globales (lokales) Minimum, wenn -f in z( ein globales (lokales Maximum) hat. E, ein
Extremwert von f, ist ein Maximum oder Minimum von f.
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8.5. EXTREMWERTE

Satz:

F'(wo) = 0.

f : (a,b) — R besitze in xy € (a,b) einen lokalen Extremwert. Es sei f in z( differenzierbar. Dann gilt:

Beweis:

f(zg) sei lokales Maximum.

lim f(@) — f(=o) -0
f/(x ) = lim M _ T—T0,T<To r — X - =0
0 T—T0 T — Xo lim M <0
T—T0,T>T0 T — X =

Problem:

Fiir fa,b] — R sollen Extremwerte berechnet werden. Kandidaten dafiir sind:

0 Randpunkte a, b

[0 Punkte, wo f nicht differenzierbar ist.

O Suche die z € (a,b) mit f'(z) =0
Aber:

Aus f'(z) = 0 folgt nicht, daB bei z ein Extremwert vorliegt.

z) = 2F M) () = 41 k P
f(z) = 2 (k € N), f® () y'(j)

Satz:

f/(l'o) = O

f sei auf (a,b) definiert und in xzg € (a,b) differenzierbar. f besitze in xy einen Extremwert. Dann gilt

flz) =2® —x,[-1,2]

1
"2)=322—-1=0=>2=4+—:
f'() v

1 11
+>=—<0
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0.5 / ]

-0.5 .

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Wir notieren uns folgendes Polynom:

p(z) = Zakxk =qp+ax+...+apx"
k=0

Diese Polynom leiten wir nun j mal ab, woraus sich dann ergibt:

) L A=\
ajj!+aj+1]!(j+1)x+...an_jj!< ,j>:1:” J
Daraus folgt dann fiir z = 0:

, _ 1 ..
pP(0) = ajjl = a; = ﬁp(”(o)

n
1
p(e) = 3 p®(0)a
k=0

Bemerkung:
O f ist stetig in xg. /> f ist differenzierbar in g (f(z) = |z|, 2o = 0).
O f ist stetig in xg. < f ist differenzierbar in g (f(z) = |z|, 2o = 0).

O f sei differenzierbar auf I. = f’ ist auf I definiert. /4 [’ ist stetig.

12.Ubungsblatt:

1
zsin— fir x#0
fz) = ’
0 fir =0
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8.6. DER MITTELWERTSATZ

Es sei n = 2: f/(z) existiert fiir jedes x, aber f’ ist in 0 unstetig.
f € C°(I) & f stetig differenzierbar auf I.
feci
fecrl) s f Y e i)
& ffeom I
fecC*() & feC™(I) fir jedesn € N
o =t 10 = S )

T—xo T — g

O Rechtsseitige Ableitung:

to=a:f(a)= lm J&=I@)

T—a,x>a Tr — X
0 Linksseitige Ableitung:

P (€N C)

T—T0,2<T0 T — Xo

O Rechtsseitige Ableitung:

ray=, g, PO

8.6 Der Mittelwertsatz

Satz von Rolle:

Es sei f auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. f(a) = f(b). Dann gibt es ein £ € (a,b) mit f'(§) =0
E=a+90b—a),0<v<])

Beweis:
f € Cla,b] = f besitzt in [a,b] ein Maximum und ein Minimum. f(p) = max{f(z)|z € [a,b]},p € [a, b].
L) p=a= f(a)=f(b) = f(x)V € [a,b]

i) fla)=f(z) Vo= f(x) =0V ax: £ sei beliebig.
ii.) f(a) > f(z) fiir gewisse x € (a,b). = Minimum {f(z),z € [a,b]} = f(q) mit ¢ € (a,d). p—
flg)=0:q=¢
2) pe(ab) —— f(p)=0:p=¢

Satz 5

Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung):

g, f seien stetig auf [a,b] und differenzierbar in (a,b). Dann gibt es ein ¢ € (0,1) derart, dafl
(f(6) = f(a)) g (a+D(b—a)) = (9(b) — g(a)) [’ (a + V(b — a)):
—_——— ~—_——
3 3
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Beweis:

Wende den Satz von ROLLE auf h(z) = (f(b) — f(a)) g(z) — (9(b) — g(a)) f(x) an.
(h(a) = h(b))

Satz:

Es sei f auf [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es eine Stelle £ € (a,b) so, dafl folgendes
gilt:

Analogie:

f(x) = f(zo) + [ (w0)(x — x0) + 7(x) (2 — x0)
b=wz,a=m0: f(x) = f(x0) + f'(€)(x — 20)
f(z) = Vx,V/66

f(66) = f(64) + f'(€) -2

V66 = V64 + f(€) - 2

Anwendungen:

Mit dem Mittelwertsatz konnen beispielsweise Grenzwerte bestimmt werden:

O Beispiel 1:

lim (\3/ n? +a? — \3/7?)

noo

Wir bringen den Term auf eine Form, auf die man den Mittelwertsatz anwenden kann:

() )

2 2
() = V= i = e (14 5) - 9 = i (4) - e =
n n

RO AR e 7 i (@] v
31+(2)2—m>

P a 3
V(7)) — Vo
Wir vergleichen mit dem Mittelwertsatz:

m_ Y1+02 _ )= fa) _ 119
/o) -ve o0

Dann folgt:

f(z) = YT+ @, g(x) = Vo
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8.6. DER MITTELWERTSATZ

b=—,a=0

a
)
n

Wir leiten die beiden Funktionen ab:

, _ 1
f'(z) = 30T 02
, 1
g (‘r) - 3 3/:112

Daraus ergibt sich dann:

31—|—(%)2_m_3 f/(f)_g %/? . \ 52
Jo—ve e e e

Fiir n +— oo gilt nun b — a = 0 und somit £ — 0. Dann resultiert:

i (2 - T 2
lim (m— v n2> = lim (n) = lim | Va2 -} 3
n— oo n— 00 3 (g) . \3/@ £—0 (]— + 5)2

o

Beispiel 2:

1
lim n <1 — Cos )
n— oo n

Durch Umformung folgt wieder:

1—cosi cos0 — cos +
n _ n

1
(an)zn(l—cosn>: T = 0_%

n

Nach dem ersten Mittelwertsatz gilt:

Dann folgt daraus:

cosO—cosi  f(b) — f(a)

T SO =@

Hierbei gilt nun, wie man unschwer sieht:

f(x) = cos(z) mit f'(z) = —sin(x)

1
b=0,a=—
n

Daraus folgt dann schlieflich:

cos0 — cos + )
T )

Fﬁrn»—>oogiltnunbi—>a:%undsomit§»—>0:

. 1 . cos0 — cos + o
T e R
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Satz:

f sei auf dem Intervall I definiert und differenzierbar:

a.) f'(x) >0,z €l = fiststreng monoton wachsend auf I

f(z2) = fa1)

To — T1

=f(§) >0

/!

x) <0,z € [ = f ist streng monoton fallend auf I

/!

<
x) > 0 auf I & f ist streng monoton wachsend auf [

/!

)
)

z) <0 auf I < f ist monoton fallend auf I
)

f(
f(
f(
f(

x)=0Vaxel & f(r)=const. Vael

Ziel:

f'(z) > 0 mit f monoton fallend

D A Gl CEV I W N ) B { D O S
r — T T1—T Tr — I

Satz:

f:I—R, zy€l=]ab] f(xg)=0.Es gelte f”(x0) >0 (< 0). Dann besitzt f in z¢ ein lokales Minimum
(Maximum).

>0

F(zo) = lim f'(zo +hf)L— f(xo) _ lim f (x(;L+ h)

f'(zo +h)

Daraus ergibt sich 3

> 0 fir kleine |Al:

f(xo + h) > 0 fiir 0 < h < kleine Zahl, f'(zo + h) < 0 fiir klein Zahl < h < 0

f'(z) = cf(x) fiir ¢ const. € C"

f(z) = e, 2e™

Satz:

Es sei ¢ € C konstant. Fiir die differenzierbare Funktion f : R — C gelte: f'(z) = cf(z) (x € R). Dann gilt:
f(x) = f(0)e" V

Beweis:

Betrachte:
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8.6. DER MITTELWERTSATZ

= F(z) = const. = F(0) = f(0).

Folgerung:
f(z) = e” ist die gesuchte Losung des folgenden Problems: f/(x) = f(z), mit € I und f(0) = 1.
2

Z_l T
e” = —|—x+§+...

Betrachte f'(z) = if(z), f(0) =1 (= f(z) = e'® = cosz + isinz) und setze f(z) = u(z) + iv(z).
flx) =4 (z) + v (2) =1 (u(x)u(z) +iv(z)) = /() + iv'(z) = —v(z) + iu(x)

= u'(z) = —v(z) und v'(z) = u(z),u(0) = 1,v(0) = 0 = u(z) = cos z,v(x) = sinz

Wir entkoppeln:

u"(z) = —0' () } = wi(@) +ule) =

u(z) = v(zx)

Qnp

o0
3 anle — 20)* = f(2), |z - wo| <7 = I
P a—n—+1

DOSTSOO

1
——— | = lim
lim sup {/|a,| ( n—o0
f ist stetig fiir |x — zg < r. Die Reihe konvergiert absolut fiir |z — 29| < r und gleichméfig fir |x — x| <7 —€
(a < € < 1). Die Reihe ist fiir |z — zo| > r divergent.

To(z) =) %f(k)(xo)(x —20)" = f(xo) + f'(x0) (2 — m0) + %f”(l‘o)(ﬂﬁ —x0)” + ...

k=0

T (o) = f9 (20) (j = 0,1,...,n)
Betrachten wir den TAYLORsatz fiir x, zg € [a,b], f € C"[a,b]. Es gibt ein & = x + 0(z — x0), so daB gilt:

(1)) = Tal@) + ™€) = 20)" = To (&) + Ba(a)

Ry (w)

(7) = Taca () + (& = 0)" | £ (o) +0(1)| (& 0)

f(xo +h) = flxo)

f(zo) = Jim . (Anderung der Funktionswerte)
_ o @0+ h) — f(w0)
J(wo) = Jim h

V10, f(2) =
z=10,20 =0,n =3

11 1
%%105+§f’”(8+0~2),0<0<1
| —

R3

1
Abschétzung: 0 < Rg < 2
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Satz:

f € C"ab, zg € (ab). Sei fO(xg) = 0, 5 = 12,....,n — 1,f™(xg) # 0.
Dann gilt: Ist n ungerade, dann liegt bei xy kein lokaler Extremwert. Ist n gerade
und f( (20) > 0, so liegt bei x ein lokales Minimum.
und £ (z0) < 0, so liegt bei xy ein lokales Maximum.

£(&) = f(z0) = (@ = 20)" | 7™ (@) + o(1) | (@) = = g

hat bei zg
das Vorzeichen von f(™)

a.) n ungerade: Beide Seiten wechseln bei Durchgang durch xg das Vorzeichen: kein Extremum

b.) n gerade: f(z) < f(xo) oder f(x) > f(x0) in der Umgebung von o je nach Vorzeichen von f(™) ().

8.6.1 Der Wendepunkt einer Funktion

f :]a,b] — R sei zweimal differenzierbar. In z( € [a, b] liegt ein Wendepunkt fiir f, falls bei 2o f”(z) das
Vorzeichen wechselt. Ein Wendepunkt mit waagerechter Tangente heifit Sattelpunkt.

Satz:

f € C"a,b], n > 3 sei ungerade. Es gelten: f”(z¢) = f"(z0) = ... = f® D (xg), f™(x0) # 0. Dann
besitzt f in z( einen Wendepunkt.

Beweis:

f"(x): Wende (T) auf f”(x) an; ersetze n durch n — z.

|
w

| =

n

1
(n —2)!

(@) = (f")® (@o) (z — 0)* +(z — x0)" F™ (o) + 0(1)

=~
Il
=]

—0 hat festen Vorzeichenwechsel

Es sei f in einer Umgebung von zy beliebig of differenzierbar. Dann kann folgender Grenzwert gebildet
werden:

nH—oo

lim T, (x) = Z %f(k) (z0)(z — z0)*
k=0 """

Z %f(j)(xo)(x —20)* = T(2) (= T(f(20))(x)) heift Taylorreihe von f in .
k=0 """

1.) Gegeben ist die Potenzreihe Z (Z) 2*. Diskutiert wird die hierdurch gegebene Funktion.
k=0

2.) Gegeben ist f. Gesucht ist die Potenzreihe, die diese Funktion darstellt.
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Satz:

o0
Gegeben sei die Potenzreihe Z a(z — 20)* mit dem Konvergenzradius 7.
k=0

1.) Die hierdurch definierte Funktion f : f(x) = Z a(x — 20)F, |z —x0| < r ist fiir jedes  : |z —zo| < 7
k=0
beliebig oft differenzierbar.

2.) Die Ableitungen erhilt man durch gliedweises Differenzieren:

() = Z kag(z — 20)*~! und diese Reihe hat wieder den Konvergenzradius 7.
k=1

oo

FOU)=> k(k—1)-...- (k—j+ Dar(z — z0)* 7 fir j =0, 1,2, ...
k=

4 — 1
Es ist f9)(20) = jla;. Das heiBt: f(z) = Z Ef(k) (z0)(z — z0)*. (Die gegebene Potenzreihe ist die
k=0 "

TayLORreihe der durch sie dargestellte Fuﬂktion.)

Begriindungen (Ubung):

1 1

= —r=—"
limsup */k|a| lim sup {/|ag|

1
Spezialfall: Wir nehmen an, dal — = klim Y |agl:
r =00

r

1
klim "Vklag| = = : VEk — 1 fiir k— oo
— 00 T
Man folgere, dal " vk — 1 fiir k — oo. AuBerdem ist zu verwenden:
k
1\ k-1 1
(o)™ = el =
r
Des weiteren niitze man folgende Abschitzung:
VE=1< VE < */2(k—1)
fl(x) = Z kay(z — xo)* 1
k=1

n

/
’ [e.¢]
(Jim, $(@)) = (JLH; 2 oxle )> = i, > kau(o = 20) 7!
k=0 k=1

( lim Sn(x))/ = nl'l_{rgo S!(z)

n—oo

Es handelt sich also um die Vertauschung von zwei Grenziibergdngen. Die notwendige Begriindung wird spéter
bei der Integralrechnung geliefert.
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(o) o
= ZCLle‘Qk = Z(—l)kx% fir || <1, r=1
k=0

k=0

Aus dieser Reihendarstellung der Funktion f(z) lassen sich die Koeffizienten ablesen:

ane = (~1)F = @f@’ﬂ (0)

1

asp41 =0= k=10 1)!f(%_l)(O)

Der Grenzwert kann mittels der Geometrischen Reihe berechnet werden:

i k 2k 1 = f(x): 1

2 2
Py 1+ 1+z
= [« k o
T) = 2" fira#0,1,2,... und |z| < 1
f0=3 (7) # 2

Es gilt 7 = 1 und auerdem dem Zusammenhang (1 + z)f'(z) := af(z) mit f(0) = 1. Zur Erinnerung:

()= f(z) firz e R, f(0)=1= f(z)=¢"

u'(z) = v(x)
v'(z) = —u(x)
u(0) =0,v(0) =1

Wiederholung:

) = z_j %f(k)(xo)(x — 20)", R () = %ﬂ”)(f)(w — 30)", € = w0+ 9(x — m),0 <V < 1

Der Taylorsatz lautet:

f(.’E) = Tn(x) + Rn+1($),f € CTH_I(I),QL’,.T() el

T(x)(=T ilf(k) (z0)(x — x0)? = lim T, ()
k=0

nH— oo

W

= Zak(:r —x0)*, D = {z||z — 20| < 1}
Es ist f € C*°(D) und es gilt: f(z) = T(f(x0))(x)(z € D)

= (@) = 73 /® (o)
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8.6.2 Binomische Reihe
a €R,a ¢ NU{0}

oo

fl@)=Y" (Z‘)x’w =1ijz| < 1

k=0

k=1 k<k>x k:O(k Y (k + 1>x el <

flx)=F(z)+C
f(0)y=1
Wir multiplizieren mit (1 + z):

(ot §k+1< 1)xk+i(k+1)(kil>xk“é(kJrl)(kil)karik(Z)zk
kzzolﬁ—l < )x +Zk< > kzo[(kﬂ)(kil)+k<2‘)]xk:af(m)
a(%)

Somit gilt:

(1+2)f'(x) = af(z) fir |z| <1

Wir multiplizieren diese Gleichung mit (1 4+ 2)~2~! durch, woraus dann folgt:
(L+2)7f'(2) —al+2)" 7 f(2) =0

Der Ausdruck auf der linken Seite stellt gerade die Ableitung folgender Funktion dar:
((1+2)f(@))’

Somit folgt:

(14 2)~f(z)) =0 fiir [2] < 1

Damit folgt dann durch Aufleiten:

(14+2)"%f(x) = const.

Mit f(0) =1 ergibt sich nun durch Einsetzen von 0 fiir die Konstante:
(107 f(0) =1

Somit gilt also:

(142)™ (@) =

Daraus ergibt sich dann endgiiltig die binomische Reihe:

oo

f@)=(1+a)=3" (Z‘)ﬁ fiir 2] < 1

k=0
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Anwendungen:

Mittels der binomischen Reihe kann man also Funktionen der Form (1 + z)® entwickeln.

0 Fiir a = —1 folgt beispielsweise:

Damit folgt nun:

_ 1
T 14z

(1+x)™* = Z(—x)k fir |z] <1
k=0

Wir fithren auflerdem die Variablentransformation x — —z durch:

1—=x Pt
© /1
1+z= Z <z)xk,x| <1
k=0
O Fir o = % konnen wir die Wurzelfunktion entwickeln:
5\ _zG—1) - (G-k+1)  1-(=1)-(=3)-...-(=2k+3) :(_1)k_11-1-3~5-...-(2k:—3)
k k! 2k k! 2k k!

>~ /1
5 1 1 3
V1 - 2k =14 0 — =2+ =2 F ...
+x kz_o<k)x —|—2m 830 +86m:|:

Hiermit kann man nun naherungsweise den Wert von /2 bestimmen:

>~ /1 1 1 3
2= 2).2F=14+2.2-29224+ " 93¢
V2 kzzo<k> Tt et T

Problem:
Gegeben sei f auf I mit xg € I. Fiir welche z € I kann f(z) in eine Potenzreihe um xg entwickelt werden?

Gesucht sind a und = € I, so daB f(z) = Z ap(z — x0)* gilt.
k=0

Satz:

1.) f muB unendlich oft differenzierbar sein.
2) fz) =T(f20)(x) = limpoo Tn(f (20)) (2)

f(x) =T, (z) + Ry+1(x) = Ry+1(z) muB gegen Null streben fiir n — oo

Satz:

Es sei f auf (a,b) unendlich oft differenzierbar 2y € (a,b). Dann konvergiert T'(f,zo)(z) fiir diejenige

1
x € (a,b) gegen f(x), fir die R,1(x) = et 1)'f(”+1)(x0 + ¥z — x)) — 0 fiir n — oo.
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8.6. DER MITTELWERTSATZ

flz)=In(1+2z)(xr>-1),20=0

1)

PO @) = 550" @ =~

Wir vermuten den folgenden Zusammenhang:

1
Als Ubung kann man den Beweis durch vollstindige Induktion erbringen.
— 1 - 1
_ k—1 ko_ I
T(f,0)(z) = 321 H(_l) (k—1Dlz" = 3:1(—1) 77 fiir |z < 1

Fiir welche x konvergiert die Reihe von In(1 + x)?
Das sind die x € (—1,+1], fiir die Ry41(x) + 0 fir n — oco. (§ = o + I(x — xo) = Jx)

1 1

aro Y M aee

Ryp1(x) = n! A5 02)

1 1

n+1
n+1(1+ xﬁ)”“x

Ry (z) = (-1)"

Das Ergebnis ist:
Rpii(z)—0fir —1<z<1
Wir zeigen hier zunéchst:
1
Rpi1(z) — 0(n — oo) fir — 3 <z<l1

a.) Fiir 0 < 2 <1 schétzen wir folgendermafien ab:

|Rpy1(x)] < -1~ 0 fiir n— oo

“n+1

b.) Fiir —1 < x < 0 schiitzen wir mittels der Dreiecksungleichung ab:
[1+40z]>1—0|z| >1— |z
Somit folgt dann:

2"t 1 o\ 1 . 1
< = f d —=<z<
|R"+1(x)‘_(1—|x|)"+1n—|—l =] n—l—lHO iir n — oo un 2_:5_0
g(t) = —1i 7 ist monoton wachsend.

1
0<x<1,g(2>:1

Wir notieren uns nun die Reihe:

>, o1 TF 2?2 2 2t
In(1 = )= —=4+—=——-—+4+... -1 <1
n(l+x) ;( ) A o N <z <
f(z) = In(z) soll um z¢ > 0 entwickelt werden mit Z ar(x — z0)*. Damit folgt:
k=0

Zo Lo

f(x):ln(x0+x—mo):1n(xo <1+I$0>> — 1nx0+1n<1+ﬂ7xo>
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KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG

8.7 Angeniherte Losung von Gleichungen

g(z) = 0 & Fixpunktgleichung: f(x) =z

O(z) #£0: (x)g(x) + 2 =x2,0(x) = b
T 9

8.7.1 Fixpunktkriterium/Sukzessive Approximation

Satz:

f € Ca,b] besitze die folgenden Eigenschaften:

1) a< f(z) <b(a € [a,1]).

2.) Esgilt: [f'(z)| < q¢< 1V z € |a,b], qist eine feste Zahl
Dann gelten:

a.) Es gibt genau ein & € [a,b] mit f(§) = &.

b.) Die Folge (z,): zpt1 = f(xn), n=0,1,2,... mit beliebigem z € [a,b] konvergiert gegen &.

c.) Es gilt die Fehlerabschiitzung: |§ — a,| <

1 Ixn—wnqlﬁlq |z1 — o]

1—q —q

Beweis:

Der erste Schritt ist es, den Mittelwertsatz anzuwenden. Damit ergibt sich fiir z, y € [a, b]:
[f(@) = fW) = IO =yl < qlz —y]

241 = 2nl = |f(@n) = f(@n-1)| < glwn = 2no1] < @Plon-1 — T2

So folgt dann nach n Schritten:

(Tpe1 —xp) < ¢"(x1 — ) fir n €N

Auflerdem gilt:

n

Tog1 =0+ Y (Thi1 — )
k=0 a"k

Nun gilt die Abschétzung:

lag| < ex = ¢" (1 — 20)

o0 oo
Wir haben somit eine konvergente Majorante. Z(I’k+1 — x) konvergiert, da qu konvergiert. Somit ist
k=0 k=0

auch die Folge (z,,) eine Nullfolge und z,, — & fiir n — oo und & € [a, b].
f ist auBerdem stetig, daher kénnen hier die Grenziibergéinge vertauscht werden:

lim @ = f(on) = €= lm f(za) =/ (lim 2.) = F(€)

& ist der einzige Fixpunkt. Ausn = f(n) folgt ((—n) = |f(§)—f(n)] < q-(§—n). Daraus resultiert schlufiendlich:
#0
—
0<(1-q)—n<0
—_———
=0
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Und somit gilt:
£=n

Fehlerabschéitzung:
1€ —xn| = [£(§) = f(xn)) + flon) = f@n-1)| < [f(E) — f(@n)| +[f(20) = f(@n-1)] < ql€ — 20| + qlvn — 201

(1=q)§ —zn| < qlrp —2pn_1]| < ¢" (21 — 20)

g(x) =e® =322 =0

In (0,1) gibt es eine Nullstelle. Wir bringen die Gleichung auf die Form, so daf} ein « auf der linken Seite steht:

LI B BB IR »
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 7

Dieses Ergebnis ist jedoch nicht brauchbar, weil die Voraussetzungen nicht erfiillt sind. Deshalb logarithmieren
wir die Gleichung zuerst:

e” = 322
rz=1In3+ ln(x2)
Damit folgt:

r=In3+2nz = f(z)
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A
f(x)
107 flx)=x
54
1 f(z) =In3 +In(x?)
T T T T T T T T T T »
-10 -8 -6 -4 -2 2 4X6 8 10 <
5
101

Hier sind nun die Voraussetzungen erfiillt.
1.) f:(0,1) — (0,1)
1
2) |f(2)] < 37 € [a,b]
Als Startwert verwenden wir xo = 4, woraus dann folgt:
1 =In3+2lnzxyg =In3+2In4 = 3,8712

2o =In3+2Inz, =In3 +21In3,8712 = 3,8057

x3 = 3,7716
x4 = 3,7536
x5 = 3, 7441
26 = 3, 7390
z7 = 3, 7362

Hier brechen wir ab und setzen zur Probe in die urspriingliche Gleichung ein:

g(x) =e* =322 =0

e37362 _ 3(3,7362)% = 0,061

Die Ubereinstimmung ist also recht gut; wir erhalten einen Fehler von 0,15%.

8.7.2 Newton-Verfahren

®(x)g() +o =z
—
=f(z)

f(x) = @' (z)g(x) + ®(2)g'(x) + 1~ 0
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9(zn)
Tp4+1 = Tp —
* 9'(zn)
|f'(z) < g < 1] 148t sich formulieren als Bedingung aus g¢,¢’,¢”,.... Wenn f”(z) > 0 (Funktion ist konvex),

dann konvergiert die Folge.

Nebenbemerkung zu Ubungsblatt XII (Aufgabe 7):

g(z)=2* —a=0(a>0),keN
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Kapitel 9

Integralrechnung

9.1 Berechnung des Flicheninhalts unter einer Kurve

1. Gesucht ist der Flidcheninhalt

2. Gesucht ist eine Funktion, deren Ableitung wieder die Funktion selbst ist.
Wir wollen uns zuerst mit dem zweiten Problem beschiftigen. Wir zerlegen die Funktion in ,,Streifen®:
Aa=20 <21 <T9<...<Tp_1<xp,=0>

Es sei Z,: (xo,21,...,2,) die Zerlegung von [a,b] in n Intervalle I, = [zr_1, 2] fiir k = 1, 2, ..., n, wobei
A = xp — xx—1 und I(Z,) = max{Ay fir k=1, 2, 3, ..., n}. Wéhle nun

O my = min{f(z),z € I}
O My = max{f(z),z € I}
und bilde:
w(Zy) = kaAk und Q(Z,) = ZMkAk
k=1

k=1

Dariiber hinaus wahle & € Ij und bilde Z fl&k) - Ay =85(Z,)

k=1
W(Zn) < S(Zn) < Q(Zn)
—— —— ——
Untersummen Zwischensummen Obersummen

0 w(Z) ist monoton wachsend (Zerlegung von [a, b]), mit I(z) — 0

0 Q(Z) ist monoton fallend (Zerlegung von [a, b)), mit I(z) — 0

O I(f) =sup(w(Z)), Z ist Zerlegung von [a,b], I(Z) — 0
O I(f) =inf(Q(Z)), Z ist Zerlegung von [a,b], [(Z) — 0
Definition:

Falls I(f) = I(f) gilt, so heifit dieser gemeinsame Wert das bestimmte Integral von f iiber [a,b]. Wir
schreiben dafiir:

b

[ 1@ = i 3" s6)a
k=1

a

fiir jede Zerlegung Z,, mit l(Z,)—0 (n—oo)
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Eine Moglichkeit, Z,, zu wahlen, ist die dquidistante Zerlegung:

_afﬁrk:(), 1,...,n
n

b
T =a-+k

b—a
n
Damit sehen die Ober- und Untersummen folgendermaflen aus: Mit &, = x; haben wir:

b
 b—a g a
[ stre= i 225 (a2 )

Ay =

Satz:

b b
Es sei f stetig auf dem beschrinkten Intervall [a,b]. Dann existiert / f(z)dz. Man kann / f(z) dx bei-

a a

b— b
spielsweise durch lim —— Z f (a + k:) berechnen.

n— oo n

O Beispiel 1:

n—1

n
li —
M)

Daraus folgt:

n—1 n—1

Sn=> 03 n2 e Z — = (w1 — k) f(2n)

k=0 fonl‘*‘ ) k=0

——— mit xp = —
1+ 22 kT

flar) =
xy liefert fir k =0, ..., n — 1 eine dquidistante Einteilung des Intervalls [0; 1]. Dann ergibt sich fiir den
Grenzwert:

1

1
= /m dx = [arctan]é =

lim S, = lim 2—7

0 Beispiel 2:

Dann ergibt sich durch Umformung;:

n 1 n 1 1 n
Sn — e —_— = — _
Zn—i—k ;nl—F% kz::l(xk Tp-1) f(zk)

k=1
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1 k
- t —
flag) = T+ 2 mit zp = .
xy liefert fiir & = 1, ..., n eine dquidistante Einteilung des Intervalls [0;1]. Dann ergibt sich fiir den
Grenzwert:

n
lim S, = lim g
n—oo n—oo =1

3\>~
:\?r

1+

1
:/ ! dz = [In(1 + 2)]p =[n 2|
0

Beispiel 3:

Dann ergibt sich:

n

k
Sn = Z ’n,2 + k2 Z n #( - nlrl—{%o(l.k B wkil)f(xk)

k=1 o1+ %)
x ) k
f(mk)zmmltxk:ﬁ
xy liefert fiir & = 1, ..., n eine dquidistante Einteilung des Intervalls [0;1]. Dann ergibt sich fiir den
Grenzwert:
1
E 1
= T 1 1
lim S, = lim — & = de = |=In(1 + 2?2 =]=In2

Beispiel 4:

Folgender Grenzwert soll ermittelt werden:

lim —ZF

n—oo 1N

Wir formen S,, um:

k=1 k=1
Dann folgt
EREE S ST )
= — e n = T — _
n= k= Tr—1)f(2r)
k=1 k=1

k
flag) =€ mit xp = —
n

xy liefert fiir £ = 1, ..., n eine dquidistante Einteilung des Intervalls [0;1]. Dann ergibt sich fiir den
Grenzwert:
1
. _ .1 1
lim Sn:/e Tdx = [—e w] =1--
n—oo (&
0
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0 Beispiel 5:

Der Grenzwert folgendes Produktes soll ermittelt werden:

I
]
"
o
E
| —
S
—_
+
S
Eonl
i
=
+
=
N—————
\
]
o]

o
—
5
1

SlI= =
—_
+
S

bl
-
5
1
S
N
—_
+
S|
N————
—_
N—————
I

I
@
»

T
~ N -~ N~
E
3
+
\

3
=
3
+

>
g
5 \
/:\
+
S|
N———
~
I
@
»
ko)
VR
S|
= 3
5
/:\
+
3|
N—
N——
Il

Damit gilt:
. k
flzg) =In(1 + z) mit 2, = —
n

xy liefert fiir £ = 1, ..., n eine dquidistante Einteilung des Intervalls [0;1]. Dann ergibt sich fiir den
Grenzwert:

1

nth;O exp <71L éln <1 + 7]2)) = exp /ln(l +a)dx | =exp ([(1 +x)n(l14+2)—(1+ x)]é) =

0

=exp(2In2—1) = exp(—1) - exp(2In2) = exp(—1) - exp(In4) = 4exp(—1) =
e

O Beispiel 6:

Es soll der Grenzwert folgender Summe berechnet werden:

2n

1
lim Z Z nm

Diese Summe formen wir um:
n
1
Z Z n;+1
Jj= —0 7" k=1

Nun gilt:

00 2n

1

ijz"i()‘ iz (@)

]0 kl 7=0 k=1 0

f(z) =27 mit ), = —
n

xy liefert fir K = 1, ..., 2n eine dquidistante Einteilung des Intervalls [0;2]. Daraus folgt nun fiir den
Grenzwert:
< 1 =1 1 2 =1 1 =1
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Dies ist nun nichts anderes als die Reihenentwicklung fiir die Exponentialfunktion. Damit ergibt sich

nun:
— 1 1 1 N
DD Eu LA D LD Dy Ll Gl

Folgende Definitionen sind unmittelbar klar.

Definitionen:

Beweis von 4.):

Dies gilt fiir jede Anordnung von «, (3, v zueinander. Es sei v < a < 3:

/ﬂf(x)dx+/7f(x)dx:/ﬁf(x)dx—/ﬁf(x)dxzjf(x)dx—]f(x)dx—jf(w)dxz]f(a:)dx
@ B @ 2 a ¥ o a

Beispiel:

Wir berechnen das Integral von a bis b von f(z) = x:

b
b—a — b—a b—a\?& (n+1)
dr = 1i S (a+k = lim (a(b—a)+ k| A
/f(:v) ¢= lim — (a - ) Jim (a( a) ( - ) 2 )
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b
b — b
dz = lim — k—
/COS.T X ngrgcnz (COS n)

4 k=1

Wir benutzen folgende Formel (11.Ubungsblatt):

sin (n + ) 1
= - 2 Z
Zcos kx = Dsin 2 2(3: #2m,l € Z)

b b b (sin(n+i)2 1 = b
lim — sk— ) = lim — [ ———222 — — | = |i 2n b+ — | =sinbd
n»l—>nc}o n Z (COS 7’L> n»l—>H;o n ( 2sin b 2 n’l—{go sin ZLn Sln < + 2n > .

k=1 2n
Als nichstes verwenden wir:

b a b
/cos xdx = /cos xzdx + /cos xdx = sinb — sina
a 0 0
Definition:

b
Aus f(x) >0 und a < y < b folgt /f(:z:)d:c > 0.

a

Bemerkungen:

a, b bezeichnen wir als Integrationsgrenzen, z ist die Integrationsvariable und f(z) der Integrand.

b b b

/f(:r,) dx:/f(t)dt:/f(T) dr

a a a

9.1.1 Integration von Ungleichungen

Satz:

Es sei f, g € C%ab], f(x) < g(®), a < x < b Dann gilt
b b
/f(ac)dmg /g(m)dx.

Beweis:

Wir schreiben g(x) — f(z) > 0. Daraus folgt durch Anwendung der vierten Regel:
b
[ (6@~ r@nas=0
Danach wenden wir die zweite Regel an:
b b

/b(g(ﬂf) — f(z))dz = /g(m)dx — /f(:l:)dac >0

a a
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Folgerung:

Esist o] < 8& —0 < a < B und auBerdem sei f € C%[a, b]. Jede reelle Zahl kénnen wir nach oben bzw. nach
unten durch den Betrag abschétzen:

—[f(@)] < fz) < [f(2)]

_/bf(g;)|dx</bf(gc)dx</b|f(ff)|d93

-8 o B

b b
‘/f(a:)dm‘ < /f(x)d:z: (a <)
Dies gilt nach der Dreiecksungleichung! Auerdem kénnen wir daraus folgern:
f€Cab] s max{f(z)la <z <b} = |f]| > [f(x)], € [a,}]

fr9 € C%a,b] : | f(2)g(x)] = [f(@)] lg()] < (Il g(z)| a <z < b

b b
/ f@)g(@)dz < | £()] / o(x)dz

b

g(r) =1: /If(x)ldw < 11— a)

a

Satz:

fi, f2 € C%a,b], fi(z) < fa(z) a <z < b. Es sei G = {(z,y|fi(z) <y < fa(z), a < z < b}. Dann ist der
b

Flécheninhalt von G gegeben durch I(G) = /(fg(x) — f1(z)) da.

a

Folgerung;:

f € C%a,b]. G sei der Bereich, der von den Geraden z = a und z = b, von der xAchse und vom Graphen von
f berandet wird. Dann gilt:

b
1) = / ()| de

9.2 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz:

f, g € C%a,b], f(z) >0, a <z <b. AuBerdem éndert f(x) im Intervall [a,b] das Vorzeichen nicht. Dann
b

b
gibt es ein & € (a,b) (§ =a+Y(b—a),a < ¥ < 1) mit: /f(x)g(a:)dx = g(f)/f(x)dx

a
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Spezialfall fiir f = 1:

b

/ﬁquzmaw—@

a

Beweis:

Wir betrachten eine Funktion h(t) /f Ydz, a <t < b, h e C%a,bl

g(l‘g) = min{g(x),a Sa < b} < g(x) < 9(331) = max{g(x),a Sw < b}aml € [aab]

f(@)g(w2) < g(2)f(x) < g(x1)f(x),a <2 <D

b

) < [ gle) (@) < b

a

b
Da h stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein £ € (a,b) mit h(§) = /f(ac)g(x)dx

a

Anwendung;:

Wir wollen den Grenzwert fiir n — oo folgender Funktionenfolge bestimmen:

Fo(x) = /lfn@c) = j%dx

-1 —1

Hier folgt dann mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung:

dz = lim f(&)-n

Nk 00 n— 00 1+ 7’L2.’£2 n— 00

1
F(z) = lim F,(z :hmn/
1

Le—__
—
+
)
2
[\v]
o
)
I

n—oo n—oo

1
= lim f(§) n- Lll arctan(mc)} » = lim f(§) -n- % [arctan(n) — arctan(—n)] =

=| lim f(§)[arctan(n) — arctan(—n)]

nH— oo

Fiir f,(x) folgt fir n +— oo:
(@) { 0 fir z#0

oo fir =0

Also néhert sich die Zwischenstelle £ fiir n — oo dem Wert 0 an:

&— 0 fir n — oo

Dann ergibt sich schlief3lich:

s ™

F(z) = lim_ f(€) [arctan(n) — arctan(—n)] = £(0) - (5 n 5) =~ 10
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9.3 Die Stammfunktion

Definition:

Gegeben ist f : I — R. Eine Funktion F' : I — R heifit Stammfunktion von f, falls F’ auf I differenzierbar
ist und F'(z) = f(x), x € I erfiillt.

Plausibilititsiiberlegung:

g, L1, - .., Tn Sei eine Zerlegung von I: a = zg, b = x¢. Nun wenden wir den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung an:

> i F(a) = Flag—) = F(&) @k — zro1) 1 & € (mpo1,20), k =1,2,...,m

Wir summieren beide Seiten auf und erhalten (links steht eine Teleskopsummel):
ZF&C xk—xk1:>/F’ dx—/f F(b) — F(a)
k=1

9.4 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz:

f € C%a,b], c € |a,b] sei beliebig, aber fest. Dann gelten:

1.) Die durch F( / f(#)dt, a < x < b definierte Funktion F, ist Stammfunktion von f. Jede andere

Stammfunktion von f hat die Form F,(x) + k mit k = const..

b
2.) Ist F Stammfunktion von f, so gilt /f(m)dx = F(b) — F(a) = F(x)|,_

a

Beweis von 1.):

z+h z+h

Fo(z+h) — /f t)dt — /f /f {©n

EG(T z+h)

. 1 . /
lim 5 (Fe(w+ h) = Fe(e) = lim () = [(2) = Fl(x)
Sei F' eine andere Stammfunktion:

(F-F) (x)=0= F(z) - F.(x) =k

Beweis von 2.):

155



KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG

Bemerkungen:

Es gilt also folglich:
Fl(z) = f(z),a<y<b

b

x

b T
/ F(#)dt = F(b) — F(a), / F/(#)dt = F(b) — F(a), / F/(2)dt = F(z) — F(a), / F(t)dt = F(z) — F(c)

a c

Man schreibt bei der Differentiation von Integralen:

D, /f(t)dt oder% /f(t)dt

D, ( / f(t)dt) ——f()

9.4.1 Das unbestimmte Integral:

f(z)dz von f ist die Menge aller Stammfunktionen von f.

/f(x)dm: /wf(t)dt—i—k‘,keR = /zf(t)dt,ceR

/cos zdxr = sinx

Fiir ein unbestimmtes Integral lassen wir die untere Grenze bei der Schreibweise weg:

x

/cos tdt = sinx

j dt 1 ‘1—1—36
=—In

-2 2 |1-z
1 [ 1
Dy (| ——=tt ) =t = /tadt: —— ot
a+1 a+1

Fir a = —2 gilt somit:

x

1
/t’2dt ==
x

Doch hier ist Vorsicht geboten:

1 3
=-5" 1= —5 ist falsch, da f bei 0 unendlich grofl wird.

—1
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9.4. DER HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

(sm T :QSmxcosx

— cos? ) = 2sinzcosx

< —cos2xr | =2sinxcoszx
In

der Formelsammlung findet man beispielsweise:

/QSina:cosx:siHZx
. _ 2
/QSlnxcosx——cos x
. I
2smxcosaz:—§cos T
2 1 2

2% sin? z = — cos T=—5008° %

Weitere Tricks:

/ fOr®i =3 [ (7 Ot = 5@

[ 10, /1 O dt = |f(2)

(@)
Beispiel:
x x t)/
/tantdt = —/ (cos dt = —1In|cost|
cost

9.4.2 Wichtige Stammfunktionen:

x x

/ d arcsi dt arctant
—— = arcsinx —5 = ar n
-2 ENE

Beispiel zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

g(x)

p(z) = / h(t)dt

C

Mit der Kettenregel folgt:
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KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG

Ubung:
sin x
de
1+sint

3

p(z) =

9.4.3 Die partielle Integration
Satz:

f, g € C'a,b]. Dann gilt:

b

b
/ﬂmﬂﬂ&=f@mﬂﬁ—/ﬂwﬂﬂ&

a

O®n/f®d®&:f@M0—/fmmwﬁ

Beweis:

(F()g(t) = F()gt) + 1) (1)

b b b
/U@mmﬂhammwm:/}wmww+/&wymw

dt 1 1 dt
— = - dt =1 —
tint / + tint

t Int

~— "~

g(t) f(1)

=1=0

1 1
t) =1Int, f'(t) = — -
g(t) =Int, f'(t) (mt2 7

[odt +w dt

tlnt tint

Hier drehen wir uns im Kreis, wir wenden einen Trick an:

xT T l
/ d —L-dt =In(Inx)

tnt ) Int

[ wae= [ 1 swae=eso - [
g(t)

/lntdt:tlntf/dt:tlntft

_ 2
/\/1—x2dx:x\/1—x2—/m% 2z dm:x\/l—xQ—/ x dz =

V1— 22 V1— 22
1—22-1
:x\/l—xz—/ﬁdx:m\/l—x2—/\/1—x2dx+arcsinx
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9.5. DIE SUBSTITUTIONSREGEL

1
/ V1 —z2dz = 5 (a:\/ 1—22+ arcsinx)
+1 L
1 1 s
/\/1 —22dz = 3 (\/1—x2+arcsinm> = iarcsinl =5
-1

—1

Wir haben gerade die Flidche eines Halbkreises berechnet.

9.5 Die Substitutionsregel

Satz:

I sei beschriinktes Intervall, » € Ct{a,b]: ¢: [a,b] — I, f € C°(I). Dann gilt:

b »(b)
/ Fo®)e () dt = / #(z) dz
a »(a)

Setze z = p(t):

% =¢'(t) = dz = ¢'(t)dt

Beweis:

T

G(r) = [ £e®)¢ ()t : Gla) =0,6'(r) = F(o(r)¢/ ()

w(7)
H(r)= fla)dx
v(a)
H(a) =0,H'(1) = f(p(1))¢'(7)
a<1t<b

b b+c
pty=t+c: [ ft+o)dt= | f(t)dt

Jreson=]
[dt B VS T L 1
el et e B et e o
£t = o+ Flt o)
o(t) =te
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KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG

¢'(t)=c

c/bf(tc)dt = /bcf(t) dt

Dies konnen wir beispielsweise bei der Berechnung des folgenden Grenzwertes verwenden:

b
lim / Ft)dt
hm f(tc ) dt = hm /f li f(bc)bl— Jlac)a = f(0)(b—a)
Ubung:
Esseia=0und ¢ = —1:

b

b
a.) Ist f gerade, so gilt: /f(t) dt = 2/f(t) dt.
a 0

b
b.) Ist f ungerade, so gilt: /f(t) dt = 0.
—b

9.5.1 Integration von komplexen Funktionen

I(x):/(dtmitnzl,2,...

t—a)"
n > 1 haben wir schon berechnet.

xT

dt
I(x):/imitae(C

t—a

Da der Logarithmus einer komplexen Zahl teuflisch ist, wird dieses Problem erst spéter behandelt.

1.) aeR:
i:ln|ac—0L|
t—a
2) acC:
a=a+iB(B #0)
[ dt ’ 1 1 t—a
= —dt = t)dt mit )= ——
/t—(a+iﬁ /t‘ﬁa—' /f mit f(r) = =5 ¢(®) 3
#(x) #(7) #(x) #(x)

dr T+1 1 2T . dr 1 9 .
/T_i: / 1+Tsz:§/mdt“/1?2251“(”@(‘”))“man@@

x

dt 1 z—a\’ ) T -«
B#O/W:2ln<1+< /8 ))—‘rlarctan B

160



9.6. INTEGRATION RATIONALER FUNKTIONEN/PARTIALBRUCHZERLEGUNG

Anwendung:
[d
t
J=[| 5———— fiirb R
/t2+2bt+c uro,ce

2ot 4+c=t+b)24+c—0>=0,c—0>>0,d=+/c—b?
t2 4 2bt +c = (t+b+1id)(t + b — id)

1 A B i
- Besti A=t po_ 1
2 roditc tibiid tib_iq ocstmme: 2%’ 2

/ dt i / dt i / di¢ 1 arcta z+b
= e = rctan ——
t24+2t+c 2d) t+b+id 2d ) t+bt—id /e — b2 Ve — b2

t
/ o8 ———dtz = sint

1+ sin®t
0

dx = cosdt

m
in-=1,sin0=0
51112 ,sin

1
/ cost _/ dx
1+sin®t ) 1422
0

0

tanl = ~
— arctan = —
1

9.6 Integration rationaler Funktionen/Partialbruchzerlegung

Polynom

r(z) =

Polynom

1
2 —4
222 + 3
z(z —1)2
x5 +2
2 -1

Beispiele nichtrationaler Funktionen sind:

1 |x -2

In
f 21

Bemerkungen zu Polynomen:

f(@) =co+cr1z+cox? + ...+ cpa"(cy £ 0) : n = grad(f)

Definition:

Eine Funktion y = h(z) hat in x¢ eine Nullstelle der Ordnung & (€ N), falls h(z) in der Umgebung von
die Darstellung h(x) = (z — z0)*g(z) besitzt mit einer bei x¢ definierten Funktion g, fiir die g(zg) # 0 gilt.
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KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG

3 5 2 4
xozozsiHOZO:Sinx:x—x+x$...:x(1—x—i—x?...)

3! 5l 31 5!

9(),9(0)=170

Damit ist 0 Nullstelle 1.0rdnung.

Satz:
Ist f € C™ und gelten f(xzo) = f'(x0) = ... = f*D(xg) = 0, f*)(20) # 0 = z¢ ist Nullstelle der Ordnung
k.

Voraussetzung:

9.7 Der Fundamentalsatz der Algebra

Satz:

Jedes Polynom vom Grad n > 1 besitzt eine komplexe Nullstelle.

2
1 3
f(:c):a:3+m2+$:x($2+x+1):x($2+$+4+4> :x<(x+2> +4>

Al

1 3

1 V3 1 V3
:x<x—|—2—12> <m+2+12>

n
Es sei 2 eine Nullstelle des Polynoms f(x) = Z crx®. Dann gilt:
k=0

f(z) = (x — a)g(z) mit einem Polynom g.
Wir erinnern uns:

¥ —d" = (r—a) (2" +az" T+ a?F 4L 4 d Y

pr—1(x)

f@)=f(z) = fla) =Y e(a® —a) =D a@—a)pra(@) = (x—a) D cxpr(@)

7 k=1 k=1 k=1
Polynom vom Grad n—1
Folgerung:
Ein Polynom p,, vom Grade n hat genau n Nullstellen oy, ao, ..., a, (€ C).
Beweis:

pr(@)=cotcaz+...+cpa" =cz—a)(z—a2)...(x —a,) = (x—1)"
Unter den Nullstellen s, ..., o, sind s (> n) verschiedene a, aqg, ..., as.

pu(z) =cr(z—a) (@ —ax)® .. (x —a)* (ki + ko + ... + ks = n)

k;eN
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9.7. DER FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA

ps(x) =a° —at =203 +22° + 2 — 1= (x —1)3(x +1)2
0[1:1,042:1,Ck3:1,0[4:—1,0£5:—1
a1:a1:a2:a3,k1:3

a2=a4:0¢5,k52:2

A2 r(z) = (a;—f(gck)g(x) sei rationale Funktion grad(f) < k + grad(g). Es sei g(a) # 0, f(a) # 0. Dann gilt:

Es gibt eindeutig eine Zahl ¢ und ein Polynom p(z) mit grad(p) < k + grad(g) — 1 und
c . p(z)
(z—a)k * (z—a)g(z)

Beweis
o @) w—ap)  pe) @)
(z—a)k (zv—a)g(x) (v—a)fglz) (z-a)'g(x) g(a)
Fir £ =1 gilt:
f() ¢ + p(x),grad(p) < grad(g)

(@—a)glx) z-a g
grad(f) <mn,a; # ar(j # k)

e _a @
(r—a)(x—az)...(x—ay,) x—a1 (x—a2)...(x—am)
o a C2 f2(ff -
_x—a1+x—a2 (x —a3)...(x —an) E:Im—ak

() = cotcrzt.. . Fepr” =ci(z—a) (v —a2)® ... (v —as)*, (a; # ar,j # kb1 +ba+.. .+ ks =n)

A3 f, g, k, r, a seien wie oben. Dann gibt es eindeutig Zahlen 1, ..., 7 und ein Polynom ¢ mit grad(p) <
grad(g), so daB gilt:
k
B f( qxz) V-1 7 q(x)
r(x)—(z a)kg(z ;x—a g(z)_(x—a)k+(a:—a)k1+"'+x—a+gz)
Satz:

f, g seien Polynome mit grad(f) < grad(g) und g(x) = H(:c —a;)*. Dann hat man:
j=1

r :M: - Vi1 Vj2 753 Vik;
@)= @) Z(m—aj*(x—am*(ac—aj)“'“*(x—aj)kf)

J=1
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KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG

o at 22?41
rx) = 24z —1

O 1.Schritt:

Durch Polynomdivision ein Polynom abspalten.

4222 +1 2L e yd_5 z—1
S e N S gt
24+z—1 24+r—1

O 2.Schritt:
Wende Satz auf r(z) an.

r—1
2 +x—1

xz—l—x—l:(m—i—l—\/g) <x+1—|—\/5>

r(z) =

2 2 2 2

Damit folgt fiir s = 2:

1 5
a1 2+ 2, 1

0 3.Schritt:

Partialbruchzerlegung berechnen zu vy, vs:

r(z) = . Zi =T o jir N r(z) (2% + = — 1) Koeffizientenvergleich
27 2 2T 2
1 3 1 3
=—-(1- = = (14+ =

x

dt 1
@5 -

ap = +21,0,2 = —21,]111 = Q,kg =2

R S 1

(@442 (z—20)% (z +20)°

o I6) ¥ § B 1
M) = S T G aE T roa  @ooE 2 idp

r(@) (z+2i)(z—20)=1=a(z+2) (z—2)° 48 (z — 20 4+ 7 (z — 2i) (z + 20)° + 6 (z + 2i)
P= B 1=f(-16) = f=0= - r=0ia= iy =—oi
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9.7. DER FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA

Damit ergibt sich fir r(z):

1

() i =i = 15 1./ 1 1 1 L1
= — - - = —i|——— - = =
T i -2 (@+2)? (@-20)2 32 \z+2 z-2) 16\(@+20)2  (z-— 202
1

1. —4i 1 1 n 1 1 1 1 n 1
= —1 _— _ = - — — —
32 \z2+4 16 \ (z +21)2  (z—2i)?2 8 2244 16 \(x+2))2 (z—2i)?

Damit ergibt sich nun fiir das Integral:

x x x
[—/if/} _ b /i 1 I 1 _
) @4+ ) 8 2244 16 \ (v +2i)2  (z—2i)2)
_]1 [ S A SIS S W B (x)+1 T—2+r+2
O RRCACE R Y A T OV R T B

1 ¢ (;v)+ 1 2x 1 ¢ (m)+1 T
= —arctan | — — . ——— = —arctan | = -
16 2 16 x22+4 16 2 8x2+4

Gegeben sei folgende vom Parameter o abhéngige Funktion:

B (x —=2)(z — )
falz) = W

Es sollen alle a bestimmt werden, fiir welche die Stammfunktion von f,(z) eine rationale Funktion ist. Aufer-
dem soll dann die Stammfunktion zu diesen « berechnet werden.
Dazu fithren wir folgende Partialbruchzerlegung durch:

2?2 — z(a+2) + 22 A B C D

falz) = (z+1)2(x — 1)2 :x+1+(x+1)2+x—1+(x—1)2

Die Parameter B und D konnen mittels der Zuhaltemethode bestimmt werden:

1+1(a+2)+2a 3(a+1)

B= —
4 4
Dzl—(a+2)+2a:a—1
4 4

Wir bringen die beiden bestimmten Terme auf die linke Seite:

4o —z(a+2) + 20 3(a+1)(z —1)? (a—D(z+1)?  2*(2—40) - (2—4a)

Az + 12z —12 4z +1)2z-12 4@+1)2@-12  4z+1)2(x—1)2

Wir kénnen den Zahler durch die Faktoren (z + 1) und (z — 1) des Nenners durch Polynomdivision kiirzen:

2%(2 — 4a) — (2 — 4a) 2(1 - 2a) A C

e+ 12@—1F  He-D@+1) 241 z-1

Damit folgt nun A und C wieder mit der Zuhaltemethode:

4
Damit haben wir also die Funktion f,(x) in Linearfaktoren zerlegt:

_12(1—1 3 a+1 11-2a0 1 a-—1

f“(m)_ZxH +4(:c+1)2+ix—1 +4(55—1)2
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KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG

Die Stammfunktion von f,(x) ist rational, wenn die Terme proportional zu % wegfallen. Dies ist fiir folgende
« der Fall:

Yoa-1)=0=]a=1
4T 4T3
1 1
J0-20)=0=fa=-

Somit gibt es nur ein «, welches die Bedingung erfiillt. Die zugehorige Stammfunktion lautet:

1 1 9 1
Fi(z) == 2

20 =81 " 8a
Bemerkung:
Nenner = (z — x1)(z — ) ... (z — z,) = (x — a1)" (z — az)™ ... (x — a,)*
j dt

(x —a)™
p(z) =2* +x+1: Mit a € Cist @ € C Nullstelle.
px)=2>4+z+1=(x—a)(x—a)=az>+2bx+c(c > b?)
j dt

(2 + 20t + o)F

[ d [d

Substituiere / (1_1_7:_2) =(Rekursionsformel)= ... + / W

9.8 Integration, Differentiation von Funktionenfolgen

Es gelte f,, — f fiir n — oo auf [a, b]. Wir beschiiftigen uns mit der folgenden Frage:

/fn(t)dt — /f(t)dt, flo— f fiir no— oco?

I=10,1]
2n’x fir 0<z<5-
a1 1
flx)=4¢ 2n—2nz fir 5- <z
0 fiir % <zx<l1

fn(z) = 0(n +— o0) fiir jedes z € [a, b].
fn — 0 punktweise, aber nicht gleichméfig!
1
/fn(x)dx = in =_ 7=,
2n
1
z=0

1

5 1 1
/fn(a:)da: A /f(x)dx fiir n — oo, obwohl f,, — f auf [0, 1].
0 0

N

0

[ @

0
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9.9. DIFFERENTIATION UND INTEGRATION VON POTENZREIHEN

9.8.1 Die Vertauschung von Integration und Grenzwertbildung

Satz:

|fnl C Cla,b], f sind auf [a,b] definiert. f,, — f (n +— o) gleichméBig auf [a, b]. Dann gilt:

b b

b
Tim [ fat)dt = / (nlggo fn) (H)dt = / F(t)dt

a a

Beweis
b b b b
/ fult)dt - / f(t)at] = / (Fult) — F(1)) dt]| < / Fult) = FB)] A < [[fa— (b — a) o 0 (1 00)

9.8.2 Die Vertauschung von Differentiation und Grenzwertbildung

Satz:

(fn) € Ctla,b], & € [a,b] sei beliebig, aber fest.
1.) nlgr;o fn(€) existiert.
2.) fl — g (n+— o0) gleichmifig auf [a, D]
Dann gelten:

a.) lim f,(z) = f(x) fiir jedes z € [a,b] und f € C'[a,b] und f'(z) = g(z) fiir a < z < b.

n—oo

b.) f’(x):D(lim fn) (x)

n—oo

¢) g(z) = lim (Df,)(2)

Beweis:

fo(@) = fu(€) + /f;l(t)dt fira<z<b
3
Nach Satz 1, Voraussetzung 2 gilt:

x

lin f,(0) = lim £,(6)+ [ g0t = f(o) fira < <

n—oo

9.9 Differentiation und Integration von Potenzreihen

Potenzreihen diirfen innerhalb des Konvergenzbereiches gliedweise differenzieren und integriert werden.
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KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG

Satz:

xT 00 00 xT
/ g ap(t—zo)* dt = g /ak(t—xo)k dt fir |z —xo| < r
k=0 k=0
o o

D (/ a(@ — xo)k> :k_/o kax (z — z0)* !

Beweis:

Sei x beliebig mit |z — x| < r. Wihle p < r mit |z — zg| < p.

Zak(t —x0)" = f(t) = lim f,(t) gleichm#Big fiir |t — zo| < p

nk— oo

g(t) = Jim. f1.(t) gleichméBig fiir |t — zo| < p

/f t)dt = lim fn( )dt Satz 1

Zo

z oo z n

_ k ; _ — _ _
/kz_oak(t x0) dt’r}»l—{rolo/kz_oak(t ato dt TLI'LH;OZ/akt Zo) dt Z/akt :I:o dt
xo - o -

Nach Satz 2 ist f'(t) = g(¢).

D (Z ar(x — xo)k> = lim Z apk(x — z)F L = Z kay(x — zo)k !
k=0 k=0

k=0

Wir suchen die Stammfunktion von f(z) = e~

x

F(z) = / e~ dt

0

Diese Funktion ist nicht elementar integrierbar. Wir entwickeln den Integranden also zuerst in eine Potenzreihe
und integrieren dann:

— 1 - 1
ot — Z = (_tz)k _ Z< 1)k k'tzk
k=0 k=0
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9.9. DIFFERENTIATION UND INTEGRATION VON POTENZREIHEN

Wir betrachten den sogenannten Integralsinus:

t
/ sin it

MY fir 2 #0
flx) = z Die Funktion ist somit stetig.

1 fir z=0
sinx ok

- Z 2k: @k+ 11"
Wir mtegrleren:
/Slnt = f+i /t2kdt:_ﬂ+i(_1)k 1 1 x2l~c+1
2 & 2k+1)! 2 & Ck+1)2k+1
0 —

o0
/ mx
0

Wir wollen folgendes Integral berechnen:

1
arta h L (—1)kHL
I = / atl mit dem Hinweis Z =1In2
5 k=1

Die Potenzreihe des Areatangenshyperbolikus lautet:

o0 2n+1

T
artanh = Z
o 2n+1

Damit ergibt sich nun fiir das Integral:

o0 o0 o0
(2n+1 $2n+1 2l

/ artanh(t) —t / nz,:o Zor1 2 g1 T 1 n21 2n+1 b £2n—1
I = = - dt = n=1 000000 dt = = dt =

[t [EIT [ [ [ Y

0 0 0 0 0 k=1
Aufgrund der absoluten Konvergenz kénnen wir Integral und Grenziibergang vertauschen:

o0 1 tz oo t2” 1 o0 1

- ;0/ 2n + [271(27% + 1)} Zl 2n(2n + 1)

Durch Partialbruchzerlegung folgt nun:

1 1 1
2n(2n+1) 2n  2n+1

Somit folgt:

= (1 1 = (- = (—1)k
N e
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Mit dem Hinweis folgt nun:

k=1

k=1

9.9.1 Entwicklung der Potenzreihe des Arcustangens

o0

f(z)= ek Z(—l)kmy€ fiir [z] <1
k=0
x oo )
arctanz = /f/(t)dt = /(—l)km$2k+1 fiir |I'| <1
0 k=0

Wir wollen nun die Gleichheit fiir x = +1 untersuchen:

1-— 1 -
k=0 —— k=0
q#1
afctan(x)=/ a =/ nil(—l)’“t% dt+/(—1)”t2n dt:nZl(—l)’“/t%dtJr/(—l)’“ "
1 +t2 1—|—t2 1 +t2
0 0 k=0 0 k=0 0 5
N —
Rant1(x)
(1) Roni () = [ —rgaa
2n+1 1 T t2

0
Wir erinnern uns an den Mittelwertsatz der Integralrechnung.
f,9 € C%a,b], f(x) 20,a <w <b

b

b
Dann gibt es ein £ € (a,b) mit /f(x),g(:c)dx =g(&) /f(x)dx

a

x x

(1" Raa(o) = |

1+¢2 1+¢2 1+ E22k+1
0 0
Anwendungen:
1 1 1
Z:arctanlzlngrgf?:t
22 23 o0 Lahtl
ln(1+z):xf?+§:|:...:];)(fl) k+1fur —-1l<z<1
s kxk+1
= -1
o) = Y1
k=0
= 1
| <1:¢(x)= —1)kzk = =D(In(1+=
ol < 1:9/(a) = 3(-1"a* = g = D (1 + )

= g(z) —In(l1 +z) = const. fir —1 <z <1
=g(0)—In1=0

1 1 %kt
z2kdt = /tQ”dt— 0 fiir 2] < 1,0< €< m, & =92,0 <9 < 1
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9.10. UNEIGENTLICHE INTEGRALE

9.10 Uneigentliche Integrale

Vereinbarungen:

1.) Ist I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion, so gelte f € R [£, ] fiir jedes Intervall [, 7] C T

2.) Stets:a,beR, a e RU{—o0}, € RU {0}, a< b, a<b.

Definition:

Es sei f : [a,3) — R. Das uneigentliche Integral / f(z)dz heift konvergent, wenn folglich gilt:
a
t B
Es existiert der Grenzwert . liéno f(z)dz und ist € R. In diesem Fall gilt: / da: ; hén0 / flx

a a

Ist / f(x)dz nicht konvergent, so heifit es divergent.

Definition:

b
Es sei f : [a,b) — R. Das uneigentliche Integral / f(z)dz heiBt konvergent, wenn folglich gilt: Es

b
existiert der Grenzwert lim / f(z)dz und ist € R. In diesem Fall gilt: / dz: lim / f(z)da. Ist

t—a+0 t—a+0
[e%
b

/ f(x)dz nicht konvergent, so heifit es divergent.

(e%

1.) Seiy > 0:

logt fir y=1

—d:v /—dx*
1 L

1—n

:71i7(t1_7_1) fir v#1
1

o0
1
Also konvergiert / —A{dx fiir v > 1.
x

1

1
2.) Analog fiir v > 0: / wa konvergiert fiir v < 1.
x

1 1 9 1
1 1 1
Beachte: / —dxz konvergiert, aber / — | dx= / —dz divergiert.
NG x
0 0 0
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KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG

t

1
3.) /1+—x2dx = arctant — g fiir t — oo.
0

1
1+ 22

oo
Das heifit, dafl / dz gegen § konvergiert.
0
0
4.) Analog: / ;dm konvergiert gegen T
1422 2

—0o0

Definition:

Ubung:

Zeige, dafl obrige Definitionen unabhéngig von ¢ € («, ) sind.

Beispiele:

1.) /x_’ydg; (v > 0); /Edm ist divergent.
0 0

o0

1
2.) / 1+—372dx ist konvergent und gleich 7.

—00

Die folgenden Definitionen und Sétze formulieren wir nur fiir Funktionen f : [a,3) — R. Diese Sétze und
Definitionen gelten sinngeméf fiir die beiden anderen Typen uneigentlicher Integrale.

9.10.1 Cauchy-Kriterium

Satz:

B v
/f(x)dw konvergiert, wenn V € > 0 3 ¢ = ¢(e) € (a, f) mit |/f(w)da;| <eYu,ve ().

a
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9.10. UNEIGENTLICHE INTEGRALE

Beweis:

o(t) = [ fapda (t€ a.5).| / F@)da| = lp(v) - o(w)].

Die Behauptung folgt aus dem CAUCHY-Kriterium bei Grenzwerten von Funktionen.

o]
sinx
Wir behaupten, dafl / —— konvergent ist. Dies wollen wir im folgenden zeigen. Dazu sei 0 < u < v:
T
0

v

v v 1 v 1
[0l =| [ L gngan = |[-22] - [ (<) (-eonmyas] =
z T S~ T u X
5 w >~~~ g
f

u

v v
cosu  COSV CcosT 1 1 1 2
:’ — - 2dx‘§—+7+ —dr = —
u v T u v T u

u u

Damit resultiert dann:
v . 2
sinx
JETE
T u
u

2
Es sei € > 0: Wihle u, v so, dal — < € und u < v. Dann gilt:
U

v
sinx
‘ dx’ < €.
T
u

Daraus folgt die Behauptung.

Definition:
B 8
/ f(z)dz konvergiert absolut, wenn / |f(z)| d konvergiert.

Ahnlich wie bei Reihen beweist man diese Aussage.

Satz:

B B
Ist / f(x)dz absolut konvergent, so folgt, dafl / f(x)dz auch konvergent ist.

8" 8
[ f@xs| < [ 1710z

a
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KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG

9.10.2 Majorantenkriterium

Satz:

B
Ist |f| < g auf [a, ) und /g(z)dz konvergent, so folgt:

a

B
/ f(z)dx ist absolut konvergent.

9.10.3 Minorantenkriterium

Satz:

B
Ist f > g > 0 auf [a, ) und /g(z)dz divergent, so folgt:

B
/f(m)dx ist divergent.

Satz:

In (2) und (3): Sei g : [a, 3) — R eine Funktion, die integrierbar ist iiber jedes kompaktes Teilintervall von
[a,8).

o0 . ) 1 o |
1.) 1/\/1+7 dz; f(x) = [f(x)] < \/? = 3 =: g(x), 1/g(x)d:c konvergiert.

=:f(z)

Also ist auch / f(x)dz konvergent.
1

T T T T 11
2. —— dq - > N
) / z2 4+ 3z =, f(@) 224+3x 224322 4 =z 9(z)
1 ==
=:f(2)
fi . o
/ —dxz divergiert. Daraus ergibt sich:
x
1

a.) /g(x)dx ist divergent.

1
b.) /f(x)dx ist divergent.
1
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Kapitel 10

Differentialgleichungen

10.1 Differentialgleichung mit getrennten Variablen

~Tpwat - pwat ¢ p(r)dr
y=¢(x)=ce "o +e "o /g(t)emo dt (¢ konstant, aber beliebig)
yn(z) o
yp ()

yn(x) ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung, y, ist eine Losung der inhomogenen Gleichung.

Ubung:
R T R
- p(t)dt - p(t)dt p(7)dr - p(t)dt — 7 p(t)dt p(r)dr
Yy = QO(.CL‘) =ce "0 +e *o /g(t)ero dt = ée =0 e @0 /q(t)e’o dt
o zo

x i) x
/:/+/
To To Zo

y = p(x) = h(x); xo, Yo, p, ¢ stetige Abhiingigkeit von Daten xq, yo, p, ¢ kann abgelesen werden.

10.1.1 Differentialgleichung von Bernoulli
v +p@)y =q(@)y” (a €R)
y— z(2) =y(@) ™ =2 (@) = (1 - a)y(2)"*,y' ()

Dies wird zu:

' (x) + pla)z(x) = q(x)

l1-a
10.2 Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten

Koeffizienten

(Ly) (z) :==y" + 20y’ + by = f(x)
a, b=const. € R, f sei gegebene Funktion, die stetig ist.

Ly={yeC?/L, = f auf R}
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KAPITEL 10. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ai(Ly,) = (a1y1)” + 2a(oqyr)’ + blaryr) = L(aqy)
ay,ag € C
az(Ly,) = (a2y2)” + 2a(agy2)’ + blazy2) = L(azys)

a1(Ly,) + aa(Ly,) = L(a1y1 + aay2) Linearitét von L

Al y1, y2 € Lo = a1y1 + oy € Lo (Lo ist ein komplexer Vektorraum.
A2: Es seiy, € L. Dann gilt:

ye Ly y=1yo+y,mity €Ly

Man erhélt alle Lésungen von L, = f, indem man zu einer Losung y, alle Losungen aus £, addiert.

Beweis:
YyeLy=Lly—yp)=Ly—Ly,=f—f=0=y—yp,=1y0 € Lo
y=yo+¥Y = Ly =L(yo+yp) =Ly, +L,, =0+ f=f:ycLly

Losung:
y" + 20y + by = f(x) (1)

Wir verwenden den Ansatz y(z) = u(z)v(z). y sei somit eine Losung dieser Differentialgleichung. Wenn wir
diesen Ansatz in die Differentialgleichung einsetzen und umformen, erhalten wir:

vV'u+20" (W +au) 4o (W + 200 +bu) = f(x)
——— —_—————
=0 fiir u(x)=e—o* (—a?+b)e—a=

Mit y(z) = e”*v(x) erhiilt man:

V(@) + (b — a®)u(x) = e f(2) (2)
O Ist v Loésung von (2), so ist y(z) = e~ *®wv(x) Losung von (1).
0O Ist y Losung von (1), so ist v(z) = e*y(z) Losung von (2).

Ab jetzt:

V' 4 (b= a®)v = g(z) (9(z) = e f(z))

b=a’:v"(x) = g(x)

Jetzt miissen wir nur noch zweimal integrieren:

T

J(x) = / g(t)dt + o/ (0)

0

x T

y(m):/ /g(t)dt dr + 0/ (0)z + v(0)

Wir integrieren partiell:
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10.2. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG ZWEITER ORDNUNG MIT
KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

_ —ax,,/ —ax —ax at _ a—ax at
= g(x) = ze” v (0) + e~ v (0) + ze /e fdt —e /te f()dt
Yaq Yaq Yay 0 Yas 0

b 7& a2 . w2 — b_a27w — M,UH(LU) +w2v(x) Zg($)| .eiwx

(’UN(.’E) —l—w%(m)) eiwa: _ g(l,)eiwz

Ubung:

D, (U/eiw:z: _ iwv(l,)eiw:v) _ g(x)eiwm

v (2)e" —iwu(z)ew” = /g(t)ei“’tdt + (v'(0) + iwv(0))

v (2) — iwv(z) = / g()e DAL 4+ (v (0) — iwv(0)) e "

0
T

w —w:u(z) +iwv(z) = /g(t)eui“’(”“'_t)dt + (v'(0) + iwv(0)) e“”
0
Wir subtrahieren die beiden Gleichungen voneinander:
V' (z) —iwv(x) = /g(t)e_i‘“(’”_t)dt + (v'(0) — iwv(0)) e *

0
T

V(@) +iwo(z) = / g()eu@=Ddt + (v'(0) + iww(0))

x

z(w)v(x) = /g(t)Qi sinw(z — t)dt + 2v'(0) sinwz + iwv(0)2 coswz |: 2iw [e™** |g(t) = e f(1)

0
i 1 i .
y(z) =e " /eatf(t)— sinw(z — t)dt + v’(O)we_‘” + v(0) coswxe™ **
w w
0

Allgemeine Losung v(0), v'(0) ist beliebig, aber konstant.

1) b>ad?, w=Vb —-a?2eR:

T x

1 1
) =Cre " sinwt+Cse™ % coswz + e~ “sinwz | e f(t)= coswtdt — e coswz | e f(t)= sinwt dt
y(w) =y e n [t [eso
Yhy Yho Yhy 0 Yho 0
Cl (CE) CQ(:E)

2.) b<a®, p=va:—-bw=\Vb—a2=1ip

sinip = isinh p, cosip = cosh p

y(z) = Cre™ sinh(pzx) + Cre ™ cosh(pz) + e~* /e“tf(t)1 sinhp(z — t)dt =
p

0
t x

1 1
=Cre e’ +0ye e PT £ el /eatf(t)fe*”tdt —e e ” /e“tf(t)feptdt

N——— ~—— N—— P ~—— P

Yhy Yho Yy 0 Yho 0

~—_———

Ci(z) C2(z)
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KAPITEL 10. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Andere Strategie zur Losung:

e Homogene Gleichung, Ansatz: y(x) = e*®

= A, Ao s O €M7 405 e™27 st allgemeine Losung.

Yny Yho
e Die inhomogene Losung erhélt man durch Variation der Konstanten, also durch folgenden Ansatz:
Yp(r) = C1(2)yn, (2) + C2()Yny(a)
Cy(z), Ca(z) sind nun zu berechnen.
AN +2aN+b=0= A1z, A1 # A2, AL = Ag
Eine alternative Variante, die stets funktioniert, ist folgende:

1.) Berechne y(x)
2.) yp(a) + C(z)yn(x)
Ly=y"+2ay +by=f

Zusammenfassung:

y™ +a, 1y Y 4+ ay + agy = r(2)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
y' + a(x)y = r(x) = Lineare Differentialgleichung 1.0Ordnung

Gilt r(x) = 0, so spricht man von homogenen Differentialgleichungen, sonst von inhomogen.

Weiteren Typen von Differentialgleichungen:

y' + f(z)y = g(x)y* (a # 0,1) = BERNOULLI-Differentialgleichung
= Losung mit speziellem Ansatz, um Problem auf bekannte Differentialgleichungen zuriickzufiihren.
2"y +an 12"y Y 4t aay’ +agy =0

a.) EUuLERsche Differentialgleichung, linear, n-te Ordnung, Koeffizienten nicht konstant

b.) Losung erfolgt mit speziellem Ansatz.

Sind y; und y, zwei Losungen einer linearen Differentialgleichung, so 16st auch y = a-y; +b-y2 (a,b € R) die
Differentialgleichung.

2y'y? = 7# ist eine nichtlineare inhomogene Differentialgleichung 1.Ordnung. Wir verwenden zur Losung den
Ansatz:

2@) =z-yla) >y ==

L Zox—2z-1 2 =z
4= x? Cx a2

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt:

z z +22+1 0 T
P . 2 L= _9l.2
r a2 2 z? 2
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10.2. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG ZWEITER ORDNUNG MIT
KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

2z 122 1 _0
x  x2 2x%2 222
2z 122 1
x 22 222
gz 12 1
r 2 2x
/ 1 2
z:—% (z —22—1—1)
dz 1 9
z’—a——ﬁ(z—l)
—dz 1

e
TSR T

(z—1)2 2x
1
z—1

1
= 51n|x|+01,01 eR

1 2 2

=g +1l=1l4+—rr=1-—— CcR
fln|z|+ C4 In|z| +2C; In|z|+Cy 2

Loésung der urspriinglichen Differentialgleichung:

oz(x) 1 2
y(z) = x _x+xln|x\+C’2’CzeR

Beachte:

z=1Dbzw. y= % lost Differentialgleichung ebenfalls. Dies ist in unserer Losung fiir |Cy| — oo erhalten.

Man l6se folgende Differentialgleichung:
(2y?) = (zy)’(1+2°), >0

Wir machen folgende Substitution:

) \/ﬂ
TY =uL Yy =4/—
T

Damit gilt:
U

Durch Einsetzen folgt:

IS

'yl (1+2?)

u 3 z
— = xr2 +x2
uz

Durch Integration gilt dann:

2 . 2
oL = Iy §x% +C

NS
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KAPITEL 10. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1 1 5
= _ g3
5

NG
\/ﬂ:

wje

x2 + D

Nl

1

1.5 1.2
—Fx2 gxz—l—D

Also erhalten wir fiir y(x):

N 1 45

TV —L3 -l Dyr | 9 +505 + BV

2y’ +ay —y=Ihzyl)=24y(1)=1

Dies ist eine EULERsche Differentialgleichung.

Losungsanséitze:

e Moglichkeit 1:

ylx) =2a",r € R fiir x >0
ylz)=—a",reRfirz <0

o Moglichkeit 2:

Wir verwenden folgende Substitution:
r =¢' =t = Inx (fiir x > 0 substituiere x = —e")
= y(@) =y () =t u(t)
Damit folgt:
d d d

u(t) = &u(t) = —y(e') =y () Eet =y (") =y -ii(t) = y" () - &'+ (€) - €

=i —u = zy"
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

u—ut+ut—u=tsu—u=t

Homogene Differentialgleichung:

u—u=0

Man verwendet hier den Ansatz u(t) = el = i = e, il = \2e*.
AZeM _ oM — ‘: ot

Damit erhalten wir das Charakteristische Polynom:
NM-1=0X=1=)\/,==1

up(t) = el up(t) = et

Alle Losungen der homogenen Differentialgleichung:

up(t)=A-e"+B-e A beR
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KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

Inhomogene Differentialgleichung:

Betrachten wir nun die Differentialgleichung i — u = ¢t. Deren Storfunktion ist r(t) = ¢; dies ist ein Polynom
1.Grades. AuBlerdem liegt keine Resonanz vor. Damit verwenden wir als Ansatz zur Losung des inhomogenen
Problems us(t) = C -t 4+ D, also ebenfalls ein Polynom 1.Grades (iis = 0). Durch Einsetzen folgt:

0O—ct—-D=t&C=-1AND=0

us(t) = —t

Die Differentialgleichung ist linear; die Gesamtlésung ergibt sich durch Superposition der Losung der homoge-
nen und der inhomogenen Gleichung;:

uges(t) = up(t) +us(t) = A- ' +B-e —t

Bemerkungen:

lges — Uges = INT & U, + s — (up +us) =Inz
S Uy —up+is —us =Inz
—_—— =

0 0

Riicksubstitution:

y(.’ﬂ) = u(t)|t:1nx = U(hl’l})
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