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Dies ist eine Vorlesungszusammenfassung, gedacht zur Vorlesungsbegleitung und als
Gedéchtnisstiitze, nicht jedoch als etwas, das fiir sich selbst stehen konnte (wie etwa ein
Lehrbuch). Der Besuch der Vorlesung ist durch die Lektiire in keinem Fall zu ersetzen, es
gibt dort noch viel mehr an miindlichen Erklarungen, Erlauterungen und veranschaulichen-
den Skizzen, die fiir Verstandnis und Einordnung des prasentierten Stoffes unabdingbar
sind.



E1l. Relationen und Beweistechniken
E1.1 Definition: Seien X, Y Mengen. Eine Relation R ist eine Teilmenge R C X xY (R
setzt gewisse € X mit gewissen y € Y durch (z,y) € R “in Beziehung”).
Beispiele: i) Jede Funktion f: X — Y ist eine Relation, ndmlich
{(z, f(z):ze X} C X xY.
ii) Fiir jede Menge X sind

ldy = {(z,2):ze X} CXxX
Tmy = {(N,M): NCM C X} CPot(X) x Pot(X)

Relationen (Gleichheit in X bzw. Teilmengenbeziehung oder Inklusion in Pot(X)).

E1.2 Eigenschaften von Relationen

Sei R C X x X eine Relation.

R reflexiv & Vre X :(z,z) € R,
R symmetrisch & Vr,ye€ X :(z,y) € R= (y,z) € R,
R transitiv & Vz,y,z€ X :(x,y) € RA(y,2) € R= (z,2) € R.

Beispiele: Idx, Tmy sind reflexiv und transitiv. Idy ist symmetrisch. Fiir X # ) ist Tmy
nicht symmetrisch.

Die Elemente A, B, C' sollen in dieser Reihenfolge “Schere, Stein, Papier” entsprechen.
Wir setzen X := {A, B,C} und definieren

R:={(x,y) € X x X : z schlagt y }.
Dann ist R nicht reflexiv und nicht transitiv (und auch nicht symmetrisch).

E1.3 Operationen mit Relationen
Seien R C X x Y und S C Y x Z Relationen.

R = {(y,2):(z,y) € R} CY x X inverse Relation
ReS = {(z,2):3Jy:(x,y) € RA(y,z) € S} Verkniipfung von Relationen.

Achtung: Sind R und S Funktionen, so ist
ReS=SoR.

Bemerkung: Sei R C X x X eine Relation. Dann gilt:

R ist symmetrisch < R™!C R,
R ist transitiv & Re R C R.



Beweis: Die erste Aquivalenz ist klar. Man kann rechts auch “=" schreiben. Zum Beweis
der zweiten Aquivalenz zeigen wir zwei Implikationen.

“=": Seil R transitiv. Zu zeigen: R @ R C R. Sei (z,z) € R e R. Zu zeigen ist (z,z) € R.
Wegen (z,z) € Re R finden wir nach Definition ein y mit (z,y) € R und (y,2) € R. Da R
transitiv ist, folgt (z, z) € R.

“<": Es gelte Re R C R. Zu zeigen. R ist transitiv. Dazu seien z,y,z € R mit (z,y) € R
und (y, z) € R. Zu zeigen ist (z,z) € R. Nach Definition gehort aber (z,z) zu R e R, also
auch zu R wegen der vorausgesetzten Inklusion R e R C R.

Satz: Seien RC X XY, SCY x Zund T C Z x W Relationen. Dann gilt:
Re(SeT)=(ReS)eT,

dh die Verkniipfung von Relationen ist assoziativ.

Folgerung: Sind f: X - Y ¢g:Y — Z h:Z — W Funktionen, so gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beweis des Satzes: Wir zeigen zweir Inklusionen.

“C”: Sei (x,w) € Re (S eT). Zu zeigen ist (z,w) € (ReS)eT. Wir finden y € Y mit
(x,y) € Rund (y,w) € SeT und dann z € Z mit (y,z) € S und (z,w) € T. Es ist dann
(x,2) € Re S und weiter (z,w) € (ReS)eT.

“D7: Sei (z,w) € (ReS)eT. Zu zeigen ist (x,w) € Re (S eT). Wir finden z € Z mit
(x,z) € Re S und (z,w) € T und dann y € Y mit (z,y) € R und (y,z) € S. Es ist dann
(y,w) € S oT und weiter (z,w) € Re (SeT).

E1.4 Beweis durch Kontraposition
Statt “A = B” zeigt man “-B = —A”. Als Beispiel:
Satz: Seien f: X — Y und g : Y — Z Funktionen. Dann gilt:

(a) go f injektiv = f injektiv
(b) g o f surjektiv. = g surjektiv

Beweis: (a) durch Kontraposition: Sei f nicht injektiv. Dann finden wir x1, 25 € X mit
x1 # xo und f(zq) = f(x2). Es folgt

(90 Nlar) = 9(f (1)) = 9(f(22)) = (g0 f)(a2),

und wegen x; # x5 ist g o f nicht injektiv.



(b) durch Kontraposition: Sei g nicht surjektiv. Dann finden wir z € Z mit z & g(Y).
Wegen
(g0 N)(X) =g(f(X)) Cg(Y)
——
cy
gilt dann auch z & (g o f)(X), dh g o f ist nicht surjektiv.

E1.5 Beweis durch Widerspruch
Statt “A = B” zeigt man “A A =B = {7, wobei f (falsch) die Form C' A =C' hat.

Beispiel: “v/2 ist irrational”, dh “Wenn 42—2 = 2, dann gilt =(p € NA ¢ € N)” oder “Wenn
2

p.g €N, dann 2 £ 27,

H/—/ q

A ——
B

Die letzte Aussage beweisen wir durch Widerspruch.

Seien p,q € N (A) mit é’—j = 2 (=B). Wir diirfen annehmen, dass p und ¢ keinen gemein-
samen Primfaktor haben (C). Es ist dann p? = 2¢%, dh 2 ist ein Teiler von p?. Dann ist 2
auch ein Teiler von p (zerlege p in Primfaktoren!). Also ist 4 ein Teiler von p? = 2¢* und
somit 2 ein Teiler von ¢2. Wie eben gezeigt ist dann auch 2 ein Teiler von q. Gezeigt ist: 2
ist gemeinsamer Teiler von p und ¢, insbesondere gilt =C', Widerspruch.

E1.6 Aquivalenzrelationen

Eine Relation R C X x X heifit A quivalenzrelation in X, falls R reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist.

Beispiel: Ist f: X — Y eine Funktion, so ist
R:={(z1,22) € X x X : f(x1) = f(x2)}

eine Aquivalenzrelation in X.

1, x ungerade

konkretes Beispiel: f: N — {0,1}, f(z) = { 0, x gerade

Ist R eine Aquivalenzrelation in X, so heifit fiir jedes z € X
[#]r:={y € X : (z,y) € R}

Aquivalenzklasse von x bzgl. R und jedes y € [z] g heiBt Reprdsentant der Klasse [z]g.

Es gilt fiir alle z,y € X dann x € [z]g (R ist reflexiv) und

[2]r N [ylr # 0 = [z]r = [yl

da R symmetrisch und transitiv ist.

Somit: Jede Aquivalenzrelation in X zerlegt X in Aquivalenzklassen, von denen je zwei
verschiedene einen leeren Durchschnitt haben.



Im Beispiel oben wird N zerlegt in die zwei Klassen “gerade Zahlen” und “ungerade
Zahlen”. Ende
Woche 1



E2 Gruppen und Korper

E2.1 Definition: Eine Gruppe (G, -) ist eine Menge G # (), versehen mit einer Verkniipfung
-1 G x G — G (wir schreiben ab statt a - b), fir die gilt:

(G1) Va,b,c € G : a(bc) = (ab)e Assoziativgesetz
(G2) Je € GVa € G : ae = ea = a neutrales Element
(G3) Va € GIb € G :ab=ba =e inverses Element

Bemerkung: (i) Das neutrale Element e in (G2) ist eindeutig bestimt.
[Ist € € G mit Ya € G : aé = éa, so folgt € = ée = e.]

(ii) Das inverse Element in (G3) ist eindeutig bestimmt.
[Gilt ab = ba = e und ab = ba = e, so folgt b = be = b(ab) = (ba)b = eb

I
S

iii) Wegen (G1) lasst man Klammern weg.

(
(iv) Es ist nicht gefordert, dass
(K) Va,be G :ab=ba

gilt! Eine Verkniipfung mit (K) heifit kommutativ, und eine Gruppe (G, -), in der (K) gilt,
heift abelsch. In abelschen Gruppen schreibt man die Verkniipfung gerne “+7 statt “.”.

(v) Ist (G, -) eine Gruppe und sind a,b € G, so haben die Gleichungen ax = b und ya = b
eindeutige Losungen, namlich = a='b und y = ba~*
laz =b = alar =a"'b = z=a'b. Fir z = a'b gilt ax = aa"'b =10.]

E2.2 Beispiele

(1) In (N, +4) gilt nur (G1), in (Ng, +) gelten (G1) und (G2), und (Z, +) ist eine abelsche
Gruppe.

(2) (R,+), (R\ {0},-) und ((0, 00), -) sind abelsche Gruppen.

(3) Sei X eine Menge und Abb(X) := {f: f: X — X}. Versicht man Abb(X) mit der
Komposition o von Funktionen, so gelten in (Abb(X), o) die Eigenschaften (G1) und (G2):
neutrales Element ist idyx. (G3) gilt nicht, wenn X mindestens zwei Elemente enthélt.
Aber {f : X — X : f ist bijektiv } ist bzgl. o eine Gruppe: das Inverse von f ist die
Umkehrabbildung f~!, denn f~!'o f = idx und f o f~! = idx. Diese Gruppe ist abelsch
genau dann, wenn X hochstens zwei Elemente enthalt.

Ist n € N, so heifit eine bijektive Abbildung o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} Permu-
tation und S,, := {o : o ist Permutation von {1,2,...,n} } heifit symmetrische Gruppe
(der Ordnung n). Bezeichnet |M| die Anzahl der Elemente von M, so gilt |S,| = n! und
|Abb(X)| = n"™.

(4) Ist X eine Menge, so ist Pot(X) bzgl. der symmetrischen Differenz A eine abelsche
Gruppe [es ist MAN := M \ N UN \ M]: neutrales Element ist () [M A = M], inverses
Element zu M ist M selber [MAM = (] (vgl. Aufgabe 7 vom 1. Ubungsblatt).
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(5) Endliche Gruppen gibt man gerne durch Verkniipfungstafeln an.
Beispiele: Gruppe mit einem Element G = {e}, e-e = e.

¢}

Gruppe mit zwei Elementen G = {e, a}:

AlD X
oder {0, X} bzgl. A: 0 | 0 X
XX 0

A 0 {oy {1} {0,1}
0 0 {oy {1} {o,1}
Fir X = {0,1} sieht (Pot(X),A) so aus: {0} {0} 0 {0,1} {1}
{1y | {1+ {o,1} 9 {0}
{o,1} | {0, 1} {1} {0} 0

Warnung: L.a. kann der Nachweis von (G1) mithsam sein.

E2.3 Definition: Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heifit (Gruppen-)
Homomorphismus, falls gilt

Va,b € G : p(ab) = ¢(a)p(b).
Ist ¢ zusétzlich bijektiv, so heifit ¢ (Gruppen-)Isomorphismus. G und H heiflen isomorph,
falls es einen Gruppenisomorphismus ¢ : G — H gibt.

Bemerkung: Es gilt stets: p(eq) = ey, ¢(G) ist wieder eine Gruppe bzgl. “ 4" und

7

o '({en}) ist eine Gruppe bzgl. “5”.

Beispiele: (1) Z — Z, z — 2z ist ein Homomorphismus bzgl. “+7: p(z +w) = 2(z +w) =
2z 42w = (2) + p(w).

(2) Rechnen mit Rest: Sei n € N mit n > 2. Setze p, : Z — {0,1,...,n}, po(z) := Rest von
z bei Division durch n. Definiere +, in {0, 1, ..., n} durch m+,q := p,(m+q). Bezeichne die
Gruppe ({0,1,...,n},+,) mit Z,. Dann ist p, : (Z,4+) — (Z,,+,) ein Homomorphismus.
Man bezeichnet die Elemente von Z, auch als Restklassen, dh k ~ {z € Z : p,(z) = k} fiir
ke{0,1...,n}.

+210 1
Beispiele: n=2: 0 |0 1
1171 0
+4/0 1 2 3
010 1 2 3
n=4 111 2 3 0
212 3 0 1
313 0 1 2

E2.4 Definition: Ein Korper (K,+,-) ist eine Menge K # () mit Verkniipfungen +, -:
K x K — K so, dass (A1) — (A9) aus 4.1 gelten.
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Beispiele: R ist ein Korper, Q ist ein Korper.

+]0 1 -0 1
Korper mit zwei Elementen Fy: 0 | 0 1 0/0 O Ende
111 0 110 1 Woche 2



E3 Polynome

Sei K € {R,C}, dh K =R oder K =C.

E3.1 Definition: Mit K[X] bezeichnen wir die Menge aller Polynome mit Koeffizienten
aus K, dh aller formalen Ausdriicke a, X" + a,_1 X" ' 4+ ... + 1 X + ap mit n € Ny und
Apy Qp—1, - - ., a1, a9 € K. Der Grad eines Polynoms p € K[X] wird wie in Kapitel 5 definiert.

Bemerkung: In K[X]| hat man in natiirlicher Weise Verkniipfungen “+” und “”, indem
man wie gewohnt rechnet.

E3.2 Definition: Ein kommutativer Ring mit Eins ist eine Menge R # () mit zwei
Verkniipfungen “+” und “”, fiir die

(1) (R,+) eine abelsche Gruppe ist (Axiome (A1) — (A4) aus 4.1),

)
(77) 7 assoziativ (A5) und kommutativ (A8) ist,

(i77) es ein Element 1 € R\ {0} gibt mit Va € R:a-1=a (A6),
(iv) das Distributivgesetz (A9) gilt.

Beispiele: (0) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring mit Eins.
(1) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins.
(2) K[X] ist ein kommutativer Ring mit Eins.
(3) Sei n € N mit n > 2. Definiert man m -, ¢ := p,(m - q) fir alle m,q € Z,, so ist
(Zy, 4+, -n) ein kommutativer Ring mit Eins.
E3.3 Nullteilerfreiheit
In jedem Korper K gilt:
(N) Va,b€ K : (ab=0=a =0 oder b=0).
Ein Ring (R, +, -) heifit nullteilerfrei, falls (N) in R gilt.

Beispiele: (1) (Z,+,-) ist nullteilerfrei.

(2) K[X] ist nullteilerfrei.

(3) Fiir n € Nist (Z,, +n, ») genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Primzahl ist. Fiir n = 6
ist etwa 2 -4 3 = 0. Fiir eine Primzahl n ist (Z,, +,, -») sogar ein Koérper (ohne Beweis).
E3.4 Polynomdivision

Satz Sei p € K[X] ein Polynom vom Grad n € N und ¢ € K[X] ein Polynom vom Grad
m € N mit m < n. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome [,r € K[X] mit Grad I
=n—mund (r = 0 oder Grad r < m) so, dass gilt

p=1Ll-g+r (Division mit Rest).
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Beispiel: (X3 + X2+ X +1):(X?—1)= X +1 Rest 2X + 2, also

X+ X2+ X +1=(X+1)(X*—1)+2X +2.
~~ d N e N——

D l q r

Folgerung: Ist p € K[X]| vom Grad n > 1 und 2z, € K Nullstelle von p, so gibt es ein
q € K[X] vom Grad n — 1 mit

p(z) = q(2)(z — 20) fir alle z € K.

Beweis: Nach dem Satz ist p(X) = ¢(X)- (X —2)+7(X), wobei r(X) = ag fiir ein ag € K.
Es folgt

ao = 7(z0) = p(20) — q(20) (20 — 20) = p(20) = 0.
Also ist 7(z) = 0 fiir alle z € K und das ist die Behauptung.

E3.5 Bemerkung: Ist R ein nullteilerfreier kommutativer Ring, so bilden die formalen
Quotienten

{%:aeR,beR\{O}}
einen Korper. Genauer: Auf R x (R \ {0}) definiert man eine Aquivalenzrelation ~ durch
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = bc,
und die Verkniipfungen “+” und “” definiert man in
{l(a,0)]~ :a € R,be R\{0}}
gemafl den Regeln der Bruchrechnung, also
[(@,0)]~ + [(¢,d)]~ = [(ad + b, bd)]. und  [(a,b)]~ - [(¢, d)]~ = [(ac, bd)]-,

wobei man sich zunachst davon iiberzeugen muss, dass dies tatsachlich Funktionen
definiert.

Beispiele: (1) Fiir R = Z gelangt man so zu Q.
(2) Fiir R = K[X] gelangt man so zum Koérper der rationalen Ausdriicke in X:

{§ . p € K[X],q € K[X]\ {0} }.
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E4 Anwendungen der Bernoullischen Ungleichung

E4.1 Die Eulersche Zahl e
Setze fiir jedes n € N: a, := (14 )" und b, := (1 4 £)"*1.
Die Folge (an)nen konvergiert, den Limes bezeichnet man als Eulersche Zahl e.

Beweis: Wir gehen in vier Schritten vor.

(i) Yn € N: a, < b, [klar].

(17) Yn € N: a, < ayq1 und b, > byqq [su].

(1ii) M := {a, : n € N} ist nach oben beschrankt [z.B. b; = 4 ist OS von M].

(1) lim,, o a, = sup M.

zu (iv): Sei ¢ > 0. Wir finden ng € N mit a,, > sup M — e. Fiir jedes n > ng gilt dann

unter Verwendung von (i7):

supM > a, > ap, >supM —e, also |a, —sup M| < e.

zu (ii): Sei n € N. Dann gilt:

n+1\" n+2\""" n+1 (n+2)n\"
fIn = fns1 ( n ) (n—l—l) n+2 ((n+1)2

und nach BU:

1l—— n>1—L>1— " _ntl
(n+1)2) — (n+1)2~ (n+2n n+2

Somit ist a, < a,y1 gezeigt. AuBlerdem gilt:

n+1 n+2 2\ nt+l
2
by > byt n+1 > n+ 2 o M >n+ 7
n n+1 (n+2)n n+1

sowie nach BU:

1o\ n+1 n+l  n+2
14— >1l4+———2>1 = .
< +(n—|—2)n) . +(n+2)n_ +(n—|—1)2 n+1

also ist auch b, > b, gezeigt.

Bemerkung: Es gilt auch lim,, .., b, = e und e =~ 2.718. Wir haben aus dem Beweis z.B.
die Abschétzung 2 =a; < e < by = 4.
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E4.2 Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel

Sei n € N. Sind ay, as, ...,a, > 0, so gilt

1
{I/al-agu.nangﬁ(a1+a2+...+an).

Bemerkung: Die Ungleichung gilt auch fir aq, as,...,a, > 0.

Beweis durch Induktion nach n. IA n = 1: Es gilt a; < a;.

IS Sein € N. Wir setzen @ := +(ay+as+. . .+a,). Dannist a > 0. Es gelte a" > a;-as-. ..

(IV). Dann ist

a1 Qoo Oy Oy < A Ay = EL”H%H
a
und nach BU "
Ap41 Ap41 a Ap41 a "
— =14+ (n+1 — +
2 e < (1 )
Zusammen erhalten wir
~\ n+l1
~ Anp+1 — A
AL Qg Gy ey < a1 2 —
b o= < (n+1)a
 ((n+1a+ap —a et
N n+1
 (atast . ta,tagn "
n+1 '

Das war zu zeigen.

12
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E5 Erganzungen zu Folgen

E5.1 Definition: Eine Intervallschachtelung ist eine Folge (I,,),en von abgeschlossenen
Intervallen I,, = [a,, b,], wobei a,, < b, mit I,,;; C I, fir alle n € N und b,, — a,, — 0.

Beispiel: 1, := [0,1/n], n € N, definiert eine Intervallschachtelung (Z,,).
E5.2 Satz: Ist (I,,) eine Intervallschachtelung, so gibt es genau eine Zahl r € R mit
Mpen In = {r}. Es gilt max [, — r und min I,, — r.

Beweis: Setze a,, := min [,, und b,, := max I,,, so dass I,, = [a,, b,] fir jedes n € N. Dann
ist (b,) monoton fallend und beschrankt und (a,,) ist monoton wachsend und beschrankt,
also finden wir a,b € R mit a, — a und b, — b. Wegen b, —a,, — 0 ist b —a = 0 und
r:= b = a ist die eindeutig bestimmte gesuchte Zahl.

Bemerkung: In Q ist der Satz falsch, es gibt z.B. eine Intervallschachtelung mit a,,, b, € Q
fiir alle n € N und r = v/2 ¢ Q, dh setzt man J, := [a,, b,] N Q, so gilt Nhen In = 0.

Beispiel: In E4.1 haben wir gesehen, dass durch I, := [(14 %)™, (1 + =)"*!] eine Inter-
vallschachtelung (/,,) definiert wird, fiir die (),,oy In = {e} gilt.

E5.3 Bemerkung: Sei (a,) eine konvergente Zahlenfolge. Dann gilt:
() Ve > 03ng € NVn,m > ng : |a, — an| < .

Beweis: Es gelte a, — a. Sei € > 0. Dann finden wir ny € N mit Vn > ng : |a, —a| < €/2.
Seien nun n, m > ny. Dann gilt:

|y — am| = |an —a+ (a—ap)| < lap, —a| +a—an| <e/24+¢e/2=¢.
E5.4 Definition: Eine Folge (a,,), fir welche die Eigenschaft (C') gilt, heiit Cauchyfolge
(CF).

E5.5 Bemerkung: Jede Cauchyfolge (a,,) ist beschriankt.
Beweis: Ubungsaufgabe 9(a) auf Blatt 4.

E5.6 Satz: In R und in C gilt, dass jede Cauchyfolge konvergiert.

Beweis: Da Realteil und Imaginarteil einer komplexen Cauchyfolge reelle Cauchyfolgen
sind, reicht es zu zeigen, dass reelle Cauchyfolgen konvergieren. Sei (¢,,) eine reelle Cauchy-
folge. Nach E5.5 ist (¢,) beschrinkt. Setze fir n € N:

by, :=sup{cg : k > n}, a, = inf{cy : k > n}.

Dann gilt a, < ¢, < b, fir alle n € N, und wir behaupten, dass ([an, by])nen ist eine
Intervallschachtelung ist. Ist dies gezeigt, so finden wir nach E5.2 ein r € R mit a,, — r
und b,, — r. Nach 6.3(4) gilt dann auch ¢, — r, dh (¢,) ist konvergent.
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Die Inklusion [ay11, byt1] C [an, by fiir alle n € N ist klar. Noch zu zeigen ist b, — a,, — 0.
Dazu sei € > 0. Nach (C) finden wir ein ny € N mit Vk,l > ng : |¢; — cx| < &/2. Sei n > ny.
Dann gilt fiir jedes k& > n:
by, —cr =sup{q : Il >n} —cp =sup{e —cr: Ll >n} <e/2.
Folglich ist
by, — an, =by, —inf{c, : k >n} =sup{b, —cx: k >no} <e/2<e¢,

womit b, — a, — 0 gezeigt ist.

Bemerkung: Man bezeichnet diese Eigenschaft von R bzw. C als Vollstandigkeit. QQ ist
nicht vollsténdig: eine Folge (g,) rationaler Zahlen, die etwa gegen v/2 konvergiert, ist eine
Cauchyfolge in Q, die in Q nicht konvergiert.

E5.7 Definition: Eine Menge M # () heiit endlich, falls es n € N und eine bijektive
Abbildung ¢ : {1,2,...,n} — M gibt. Andernfalls heilt M wunendlich. Eine unendliche
Menge M heifit abzdhlbar (unendlich), falls es eine surjektive Abbildung ¢ : N — M
gibt, andernfalls heiffit M <berabzahlbar.

Bemerkung: Ist M abzahlbar, so gibt es auch eine bijektive Abbildung ¢ : N — M.

Beweis: Wihle zu jedem m € M ein v(m) € N mit p(v(m)) = m (etwa v(m) :=
min ¢~ ({m}). Setze T := {v(m) : m € M}. Dann ist ¢ : T — M bijektiv und T ist un-
endliche Teilmenge von N. Wir konstruieren rekursiv eine bijektive Abbildung 7 : N — T
wie folgt: 7(1) := min7T und 7(n + 1) := min(7" \ {7(1),7(2),...,7(n)}) fir alle n € N.
Dann ist die Abbildung ¢ := p o7 : N — M bijektiv.

Bemerkung: Wir haben insbesondere gezeigt, dass jede unendliche Teilmenge einer
abzahlbaren Menge abzahlbar ist.
Beispiele: (1) Z ist abzdhlbar: (0,1,—1,2,—-2,...).
(2) Sind M und N abzéhlbare Mengen, so ist M x N abzéhlbar: Fir M = {mq,ms, ...},
N = {nq,na,...} schreibe

M X N - {(mh nl)) (m27n1>7 (TLQ, m1)7 (n37 m1)7 <n27m2)7 <n17m3)7 .. }
(3) Q ist abzéhlbar, denn Z x N ist nach (1) und (2) abzéhlbar und die Abbildung Z x N —
Q, (a,b) — a/b ist surjektiv.

(4) Ist (M,)nen eine Folge abzéhlbarer Mengen, so ist J, .y M, abzdhlbar: Ist ndmlich
M, = {muy : k € N} fiir jedes n € N, so wihlen wir eine surjektive Abbildung ¢ : N —
N x N nach (2) und haben (J, .y M, = {myq : | € N}.

(5) Pot(N) ist tiberabzéhlbar: Sei ¢ : N — Pot(N) eine Abbildung. Wir zeigen, dass ¢ nicht
surjektiv ist. Setzt man nédmlich T':= {n € N : n € ¢(n)}, so gilt fiir jedes n € N:

neTl < n¢gph),
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so dass T' # p(n) ist. Somit ist T' &€ p(N), dh ¢ ist nicht surjektiv.

Zusammenhang mit dem Cantorschen Diagonalverfahren: Bezeichnet man die Menge aller
Abbildungen z : N — {0, 1} mit {0, 1}, so ist die Abbildung

{0, 1} — Pot(N), ez ' ({1}) ={neN:xz(n) =1}

bijektiv. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch S +— 1g, wobei 1g : N — {0,1} die
1, fallsnesS
0, fallsngS "’
kann hierbei die Folge (15(n))nen als “Kodierung” der Teilmenge S verstehen.

charakteristische Funktion von S, gegeben durch lg(n) := ist. Man

Fiir die Abbildung ¢ : N — Pot(N) kann man die Kodierungen 1,01y, 142), - .. als Zeilen
untereinander schreiben. Die Menge 7' von oben erhilt man dann durch “Andern der
Diagonalen”, ndmlich durch 17(n) := 1 — 1,4, (n). Dann unterscheiden sich 1 und 1,
mindestens an der Stelle n. Da dies fiir jedes n € N gilt, kommt 17 nicht als Zeile vor,
gehort also nicht zu den Kodierungen der Mengen im Bild von ¢.

Bemerkung: Allgemeiner kann man mit demselben Beweis zeigen, dass es fiir keine Menge
M # () ein surjektive Abbildung M — Pot(M) gibt, indem man T := {m € M : m ¢
©(m)} betrachtet.

15
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E6 Erganzungen zu Reihen

E6.1 Cauchykriterium fiir Reihen
Sei (a,) eine Zahlenfolge und sy :=a; +as + ...+ ay fir N € N. Dann gilt:

Z a, konvergiert < (sy)nen konvergiert < (sy)nyen ist Cauchyfolge
n=1
& Ve>03ng e NVN, M >ng: sy — syl <e
N
& Ve>03ng € NVN > M > ng | Z a,| < e.
n=M+1

Satz: Eine Reihe )7 a, konvergiert genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N
gibt mit
N

VN>M2n0:| Z an}<5.
n=M+1
E6.2 Satz: Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.
Beweis: Sei ¢ > 0. Wir finden ng € Nmit Y |a,| < e. Dann gilt fir N > M > ny:

N N 00
DRI T SRS
n=M+1 n=M+1 n=ngp+1

Also konvergiert Y > | a, nach E6.1.

E6.3 Bemerkung: (1) Sei (a,) eine Folge in C. Dann gilt:

o0 o0 o0
Z a, ist absolut konvergent < Z |Re a,| und Z |Im a,| sind konvergent.

n=1 n=1 n=1
[Das liegt an max{|Re z|,|Im z|} < |z| < |Rez|+ [Im z|]
(2) Sei (ay) eine Folge in R und

b, := max{a,, 0}, ¢, = —min{a,,0}, neN.
Dann gilt:
Z a, ist absolut konvergent < Z b, und Z ¢, sind konvergent.
n=1 n=1 n=1

In diesem Fall ist
ian:ibn—icn und i|an|:§:bn+§:cn.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
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[Das liegt an |a,| = b, + ¢, und a, = b, — ¢, ]

(3) Seien (a,), (b,), (c,) wie in (2).

Ist 3220 b, = oo und 3., ¢, < oo, so gilt 32 a, — 00 (N — 00).

Ist 327, b, < oo und 32, ¢, = o0, so gilt 32 a,, — —oo (N — 0).

Hierbei schreiben wir 32 d,, = a € {00, —o0}, falls 37, d,, — a fiir N — oc.

[Es gelte etwa y >° b, =ocound Y > ¢, =s € [0,00). Zu K > 0 finden wir ein ny mit
Ym0 by > K +s. Fiir N > ny gilt dann

N N N no
Zan:an—chEan—s>(K+s)—s:K,
n=1 n=1 n=1 n=1

<s

womit 27]1\[:1 a, — 0o gezeigt ist.]

Folgerung: Seien (a,), (b,), (¢,) wie in (2). Ist >~ | a, konvergent, aber nicht absolut
konvergent, so gilt Zf;l b,, = oo und Zzozl ¢, = o0, sowie a,, — 0, b, — 0, ¢,, — 0.

Idee zum Beweis des Riemannschen Umordnungssatzes

E6.4 Satz: Sei ) | a, absolut konvergent und ) 7, b, eine Umordnung von Y > ay.
Dann ist auch ), b, absolut konvergent und

00 0
E a, = E by,.
n=1 n=1

Beweis: Es gibt eine bijektive Abbildung ¢ : N — N so, dass b, = ay(,) fiir alle n € N.
Wegen E6.3 reicht es, den Fall a, > 0 zu betrachten. Dann ist 3°°°  a,, = sup{>."_, a,, :
N €N} =:s€[0,00) und 332, by = sup{d 1, bp : K € N} =: 5. Zu zeigen ist s = 3.

Sei ¢ > 0. Wir finden N € N mit Zi:;an > s — e. Setze K =
max{p (1), 1(2),...,9 Y(N)}. Dann gilt

K K N
Zbk = Z%(k) > Zan >S5 —ec.
k=1 k=1 n=1

Also ist 5§ > s — ¢ fiir jedes € > 0 und damit § > s.

Sei nun K € N und N := max{p(1),¢(2),...,¢(K)}. Dann gilt

Folglich ist § < s. Damit ist § = s gezeigt.
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Bemerkung: Auf dhnliche Weise lasst sich auch der Beweis des Satzes iiber das Cauchypro-
dukt absolut konvergenter Reihen >~ ja, und >~ b, filhren. Wegen E6.3 kann man sich
wieder auf den Fall a,, > 0, b,, > 0 beschranken.

E6.5 Bemerkung: Ist ) >° a, absolut konvergent und (c,) eine beschrinkte Folge, so
konvergiert auch > 7 | ¢,a, absolut und es gilt

o o o0
| chan‘ < Z lenan| < sup{|c,| : n € N} - Z |y
n=1 n=1 n=1

Spezialfalle: (1) “Vorzeichen”, dh ¢, € {—1,1} bzw. |¢,| = 1 fiir alle n € N.
(2) “Ausdiinnen”, dh ¢, € {0, 1} fiir alle n € N.

In beiden Spezialféllen ist die Aussage fiir nicht absolut konvergente Reihen i.a. falsch.

(__i)n- Setzt man ¢, = (—1)", so ist ¢,a, = 1/nund Y, % ist divergent.

Beispiel: a,, =
Setzt man ¢, := (1 + (—=1)")/2, so ist ¢,a,, = 1/n fiir n gerade und = 0 fir n ungerade.

Die Reihe ) ;7 | 5= divergiert.

E6.6 Satz: R ist iiberabzahlbar.

Beweis: Es reicht, eine iiberabzahlbare Teilmenge von R anzugeben. Setze dazu
. a
M = = a, € {0,2} fiir allen € N}.
{; a0 - @ {0,2} fir alle n }

(i) Ist a, € {0,2} fiir alle n € N, so konvergiert >.>°, % da Y > 2 eine konvergente

n=1 3n
Majorante ist.
(ii) Die Abbildung
o0 2%,
R e A e

n=1

ist bijektiv (hierbei ist {0, 1} die Menge aller Folgen (z,,) mit z,, € {0, 1} fiir jedes n € N).
Surjektivitit von ¢ ist klar. Zum Beweis der Injektivitit seien (), (y,) € {0, 1} mit
(xn) # (yn). Dann finden wir ein minimales ng € N mit z,,, # yy,, also etwa mit x,, = 0
und y,, = 1. Es gilt dann

no—1 00 0
2x
)= ot S 2 a1
LCOEDIE § 3 gmety
——

=:a

und

Y((yn)) = a+ o + Z S >a+2/3™,

n=ng+1
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also ¥((zn)) # ¢ ((yn))-
(iii) Die Abbildung ¢ : Pot(N) — {0, 1} gegeben durch o(T) : N — {0, 1} mit o(T)(n) =
1, falls n € T, und = 0, falls n & T, ist bijektiv und Pot(N) ist iiberabzahlbar.

Bemerkung: M ist genau die Cantormenge C, die man wie folgt erhélt: Setze Cy := [0, 1].

(' entstehe aus Cy durch Entfernung des offenen mittleren Drittels (1/3,2/3). Cs entstehe

aus C durch Entfernen des mitteleren Drittels aus jedem verbliebenen Teilintervall, und

ebenso entstehe ), aus C, fiir jedes n > 2. Man erhélt eine Folge Cy D C; D Cy D ...

und setzt C':= ), oy, Cn- Ende
Woche 5
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E7 Funktionenfolgen und gleichmaflige Konvergenz

E7.1 Approximation von Potenzreihen

Sei ">, a,x™ eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R, wobei 0 < R < oo, sowie
f:(-R,R) =R, =z~ f(x):= Zan:p".
n=0

Fiir jedes N € N sei sy : (=R, R) = R, & — sy(z) :== 0 a,a™.
Bekannt: Fiir jedes € (—R, R) gilt: sy(z) — f(z) (N — o0).

Fragen: Wie gut ist die Approximation? Wie grof§ muss, zu vorgegebenem ¢ > 0, das N
sein, damit |sy(x) — f(x)] < € gilt? Wie héngt das von x ab?

Sei dazu r € (0, R) und |z| < r. Fiir jedes N € N gilt dann

o0 o e}
@) =sn(@) =] Y @< Y aallzl* < Y o™
n=N+1 n=N+1 n=N+1

Dabei gilt Y 77 v |an| 7™ — 0 (N — 00), da die Reihe ) ° ja, 7" absolut konvergiert. Zu
gegebenem ¢ > 0 finden wir also ein ng € N mit Y >° . |a,|r" < e. Fiir jedes N > ng
und alle z € [—r,r| gilt dann:

f(z) = sw(z)] <e.

Das ng hingt dabei von © € [—r, 7] nicht ab, d.h. mit diesem n, erhalten wir die gewiinschte
Qualitiat der Approximation gleich fiir alle z € [—r, 7]

E7.2 Definition: Sei D # () eine Menge, f : D — R eine Funktion sowie f, : D — R
eine Funktion fiir jedes n € N. Dann heiit (f,) eine Funktionenfolge und Y ", f, eine
Funktionenreihe. Die Funktionenfolge (f,) [bzw. Funktionenreihe Y "> | f,] heiit

e punktweise konvergent gegen f auf D, falls fir jedes x € D gilt:

lim fo(x) = f(z)  [bzw. lim Y fu(x) = f(2)).

e gleichmapig konvergent gegen f auf D, falls gilt:

Ve>03dng e NVn>nog Ve € D: |fu(x) — f(x)] <e
N
[bzw. Ve > 0 3ng e NVN >ng Ve € D : |an(:c)—f(3:)]<€]

n=1
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E7.3 Satz: Sei )~ a,(x —x0)" eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und
r € (0, R). Dann konvergiert die Reihe gleichméfig auf [xg — r, zo + 7).

D.h. setzt man sy () := 32, an(x — x0)" und f(z) = Yoo o anl(x — x0)", so konvergiert
(sn)nen auf [zg — 7, xg + 7| gleichméBig gegen f.

Zum Vergleich: (sy)yen konvergiert auf (zg — R, zo + R) punktweise gegen f.

Achtung: La. hat man keine gleichméBige Konvergenz auf (xg — R,z + R). (vgl. E7.7(1))

E7.4 Satz: Sei D # () und f, f,, : D — R, n € N, Funktionen sowie (c,) eine reelle Folge.

(a) Gilt |fn(z) — f(z)] < ¢, fiir allen € N, 2 € D und ¢, — 0, so konvergiert (f,,) auf D
gleichmafig gegen f.

(b) Gilt |f,(z)] < ¢, fur alle n € N, € D und konvergiert >~  ¢,, so konvergiert
Zzozl fn auf D gleichmafig.

E7.5 Satz: Sei ) # D € R und f,f, : D — R, n € N, Funktionen. Die Folge (f,)
konvergiere auf D gleichmafiig gegen f.

(a) Sind alle f,, beschréankt, so ist auch f beschrankt.

(b) Sind alle f,, stetig auf D, so ist auch f stetig auf D.

Beweis: (a) Zu ¢ = 1 finden wir n € N mit |f,(x) — f(z)| < 1 fir alle z € D. Da f,
beschrénkt ist, finden wir M € R mit |f,(x)] < M fiir alle x € D. Dann gilt fiir jedes
x € D:

[f(@)] < [fal)] + | fu(z) = fl2)| < M+ 1.
(b) Sei xy € D und (y)men eine Folge in D mit x,, — zo (m — 00). Zu zeigen ist
f(xm) — f(xg) (M — 00). Sei € > 0. Wir finden n € N mit |f,(z) — f(z)] < /3 fur alle
x € D. Da f, stetig ist, finden wir my € N mit | f, () — fu(zo)| < €/3 fiir alle m > my.
Fir m > mg gilt dann

[ (@m) = (20)| < [f (@m) = fu(@m) [+ fn(@m) = fo(20) [+ fu (o) = f (o) | < €/3+e/3+e/3 =&

E7.6 Folgerung: In der Situation von E7.3 ist f auf (zg — R, 2o + R) stetig.

E7.7 Beispiele: (1) geometrische Reihe > 2", D = (—1,1). Hier ist f(z) = 7= nicht

beschrénkt, aber fy(z) := ij:o a™ ist beschrankt fiir jedes N € N. Also konvergiert (fy)
nicht gleichméBig gegen f auf (—1,1).

0, z€][0,1)
1, z=1
auf [0, 1] punktweise gegen f. Da alle f,, stetig sind, f jedoch nicht stetig ist, konvergiert
(fn) nicht gleichméfig gegen f auf [0, 1].

(2) D =10,1], fu(x) = 2™, n € N. Setzt man f(z) := { , so konvergiert (f,,)
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E7.8 Bemerkung: Ist >~ a,(z—2)" eine komplexe Potenzreihe mit Konvergenzradius
R € (0,00] und r € (0, R), so konvergiert die Reihe auf {z € C: |z — 29| < r} gleichméafig
und ist auf {z € C: |z — 29| < R} stetig.

Dabei definiert man Stetigkeit und gleichmafige Konvergenz wortlich wie bei reellen Funk-

tionen. Ende
Woche 6
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E8 Erganzungen zur Stetigkeit

E8.1 Beweis des Zwischenwertsatzes

Satz 8.8: Seien a,b € R mit a < b, sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und yy zwischen
f(a) und f(b). Dann gibt es ein xy € [a,b] mit f(x¢) = yo.

Beweis: O.B.d.A sei f(a) < yo < f(b) [“Ohne Beschréankung der Allgemeinheit”: sonst
betrachte man — f].
Setze a; := a, by :=b. Dann gilt f(a1) < yo < f(by) und by —a; = b — a.

Seinunn € Nund a,, b, mit a < a, < b, <b, f(a,) <y < f(b,) und b, —a, = 2'"""(b—a)
schon konstruiert. Wir betrachten z,, := (a,, + b,)/2 und setzen

Ap+1 = An, bn+1 = Tn, falls f(an) S Yo S f(xn)
Upi1 = Tpy,  bpyq = by, falls f(x,) < yo < f(by).

Es ist bpy1 — ape1 = (b —an)/2 = 27"(b—a), a < a, < apr1 < by < b, < b und
flans1) <yo < f(bny).

Dann ist (a,) monoton wachsend, (b,) monoton fallend, b, > a, fiir alle n € N und
b, — a, — 0. Also ist ([an,b,]) eine Intervallschachtelung, und wir finden nach E5.2 ein
xg € [a,b] mit a, — xg, b, — xo. Da [ stetig ist, folgt

Flao) = lim flay) < 9o < lim f(by) = f(x0).

also f(z0) = yo.

Andere Moglichkeit: Sei f(a) < yo < f(b) (der Fall f(a) = yo oder f(b) =y ist klar).
Sei M :={z € [a,b] : f(x) > yo}. Dann ist M # () (wg. b € M), und a ist untere Schranke
von M, also existiert zq := inf M € [a, b].

Wir haben nach den Eigenschaften des Infimums Ve > 0dx € M : z < zy + ¢, also auch
Ve > 03z € M : |z — x| < e. Ist n € N, so finden wir zu ¢ = 1/n ein z, € M mit
|z, — xo| < 1/n. Somit haben wir eine Folge (x,,) in M mit x, — x¢. Da f in x, stetig ist,
folgt
flxo) = lim  flzn) = o
n—oo A
>yo Wg. xn€M

Insbesondere ist g > a (wg. f(a) < o) und wir finden eine Folge (Z,) in [a,x¢) mit
Tn — xo. Da f in xq stetig ist, folgt

flwo) =lim  f(Zn) <o
n—o0 ——

<yo wg. TnEM

Damit ist f(xo) = yo gezeigt.
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E8.2 Beweis des Satzes in 8.10

Satz: Sei I ein Intervall und f : I — R eine streng monoton wachsende und stetige
Funktion. Dann ist f(I) ein Intervall und die Umkehrfunktion f=': f(I) — R ist streng
monoton wachsend und stetig.

Beweis: Nur die Stetigkeit ist noch zu zeigen. Sei dazu yo € f(I) und seien (y,) und
(gn) Folgen in f(I) mit y, — yo und ¥, — yo, wobei (y,) monoton fallend und (7,)
monoton wachsend sei. Dann ist (f~!(y,)) monoton fallend und durch f~*(y) nach unten
beschrankt, und (f~1(g,)) ist monoton wachsend und durch f~*(y,) nach oben beschréankt,
also gibt es 7,7 € R mit f~!(y,) — x und f~(3,) — Z. Wegen der Monotonie von f~!
gilt dabei fiir jedes n € N:

S ) <2< M wo) <o < (yn)-

Da I ein Intervall ist, folgt z,z € I. Aufgrund der Stetigkeit von f haben wir

F@) =lm f(f 7 (Fn)) = lim g = yo = limy, = lim f(f () = f ().

Es folgt & = f~(yo) = .

Wir verwenden den Satz aus 8.9. Sei dazu (z,,) eine Folge in f(I) mit z, — yo und z, > 4o
fir alle n € N. Wir setzen vy, := sup{z; : k > n} fiir jedes n € N. Wegen 2z, — 1
fiir k — oo, wobei zp > yp fiir alle k, gilt z; > z, nur fur endlich viele £ > n. Also ist
Yy, = max{zx : k > n} und somit insbesondere y,, € f(I). AuBlerdem ist (y,) monoton
fallend mit y, — . Nach dem eben Gezeigten folgt f~'(y,) — f~'(yo), und wegen

F7HYn) = 7 (z0) 2> f7 (yo) gilt dann auch f~1(2,) — f~ (o).
Eine Folge (Z,) in f(I) mit Z, < yo und 2, — yo behandelt man dhnlich.

E8.3 Beweis von Satz 8.14

Satz 8.14: Sei D C R abgeschlossen und beschrankt und f : D — R stetig. Dann ist f(D)
abgeschlossen und beschréankt und es gibt x1,22 € D mit f(z1) < f(z) < f(xq) fiir alle
rxeD.

Beweis: Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung:

Sei (y,) eine Folge in f(D) mit y, — o € RU {oo, —oo}. Dann finden wir zu jedem n € N
ein x, € D mit f(z,) = y,. Somit ist (z,) eine Folge in D, und da D beschrinkt ist,
finden wir eine Teilfolge (2x(n)) mit zpm) — 2o € R. Da D abgeschlossen ist, folgt xo € D.
Aufgrund der Stetigkeit von f in zo erhalten wir f(xym)) — f(20). Es folgt a = f(x0) € R.

Den eigentichen Beweis fiihren wir wie folgt:

(i) f(D) ist abgeschlossen: Dies folgt aus der Vorbemerkung, wenn wir a := o € R nehmen.

Wir erhalten yy = f(zo) € f(D).

(ii) f(D) ist beschrankt: In der Vorbetrachtung haben wir gezeigt, dass es keine Folge (yy,)
in f(D) gibt mit |y,| — oo.

24



(ili) Existenz von x; und xo: Wir wihlen Folgen (y,,) und (z,) in f(D) mit y, — inf f(D)
und z, — sup f(D). Nach der Vorbetrachtung finden wir xy,xo € D mit f(x) = inf f(D)
und f(z2) = sup f(D). Fiir jedes x € D gilt dann f(x1) < f(z) < f(z2), wie gewiinscht.

E8.4 Kompaktheit

Definition: Eine Teilmenge K C R heifit kompakt, falls jede Folge (z,,) in K eine Teilfolge
besitzt, die gegen ein zy € K konvergiert.

Satz: Sei K C R. Dann gilt

K ist kompakt <« K ist abgeschlossen und beschrankt.
Beweis: “=": Sei K kompakt. Dann enthélt K keine Folge (x,,) mit |z,| — oco. Somit ist
K beschrankt. Ist (x,) eine Folge in K mit x,, — xy € R, so konvergiert auch jede Teilfolge

gegen xo. Da K kompakt ist, existiert aber eine Teilfolge, die gegen ein Element von K
konvergiert. Somit folgt xq € K, und die Abgeschlossenheit ist gezeigt.

“<": Sei K abgeschlossen und beschriankt, sowie (z,,) eine Folge in K. Da K beschriankt
ist, hat (z,) eine Teilfolge, die gegen ein 7y € R konvergiert. Da K abgeschlossen ist, folgt
o € K. Damit ist die Kompaktheit von K gezeigt.

Beispiel: Die Cantormenge C' ist kompakt.

E8.5 Satz: Sei K C R und f : K — R stetig. Dann ist f(K) kompakt.

Bemerkung: Das ist Satz 8.14. Man beweise die Aussage zur Ubung mit der Definition

aus E8.4.

E8.6 Satz: Seien A, B C R kompakt mit AN B = (). Dann gilt d(A, B) > 0, wobei
d(A,B) :=inf{|lz —y|: 2 € A,y € B} Abstand von A und B,

und es gibt zp € A, yo € B mit |zo — yo| = d(A, B).

Bemerkung: Gilt B = {y}, so gibt es also in A (mindestens) eine Bestapprozimation x
von .

Beweis des Satzes: Wir finden Folgen (z,,) in A und (y,) in B mit |z, —y,| — d(A, B) =:
d. Da A kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (2y(,)) von (x,) und 2y € A mit @) — 2. Da
B kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (Y (i(n)) )nen VO (Yrm))nen und yo € B mit yrm)) — Yo
flir n — oo. Es folgt

|20 = yol = T [2x(n)) = Yraey| = 0

Wegen AN B = () ist xg # yo und somit 6 = |xg — yo| > 0. Damit ist alles gezeigt.

E8.7 Der Raum der beschrankten Funktionen
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Hierbei heifit “Raum” zunéachst nichts anderes als “Menge”.

Sei M # () eine Menge und
B(M):={f: M — R: f ist beschriankt }.

Dann ist B(M) # () und fir alle f,g € B(M), a € R gilt f + ag € B(M), denn: Ist
|f(z)|] < cund |g(z)| < d fir alle z € M, so gilt fiir jedes z € M:

|[f(2) + ag(@)] < |f(@)] + lallg(z)] < e+ |ald. (+)
Bemerkung: B(M) ist ein “Vektorraum” iiber R (— spéter!).

E8.8 Definition: Fiir f € B(M) sei

[flloo := sup{[f(2)| : z € M},

Die Zahl || f||« € [0, 00) heiBt Supremumsnorm von f. Die Abbildung |- ||e : B(M) — R,
f |||l hat folgende Eigenschaften:

Fiir alle f,g € B(M), a € R gilt:

(N1) [|f]lo = 0 = f(x) = 0 fiir alle 2 € M;

(N2) flef lloo = lerl [].f lloo;
(N3) {1 + gl < [[flloo + llglloo-

Bemerkung: Dh || - || ist eine “Norm” auf B(M) (— spéter!).

Zum Beweis der Eigenschaften bemerken wir, dass (N1) klar ist und (N3) in (+) schon
gezeigt wurde (setze o« = 1 und ¢ = || f|loo, d = ||g]|oc)- Auch “<” in (N2) ist durch (+)
schon gezeigt (allerdings fiir g, setze f = 0 in (+)). Fiir @ = 0 ist (N2) klar. Fir o # 0
schreiben wir

1 1
||f||oo = H_af”oo < _”afHom
a ||

wobei wir die schon eingesehene Ungleichung verwendet haben. Damit ist auch “>” in (N2)
gezeigt.

In den folgenden Abschnitten E8.9-E8.11 fassen wir beschréankte Funktionen f,g auf M
(bzw. K) als “Punkte” der Menge B(M) auf, fiir die wir durch || f — g/ einen “Abstand”
erklart haben. Diese Betrachtungsweise erlaubt es z.B., die Qualitat einer Approximation
von Funktionen zu messen. Das Prinzip ist in der mathematischen Physik von grofler
Bedeutung.

!Der Punkt in || - || deutet an, dass hier das Argument der Abbildung eingesetzt werden muss, in
diesem Fall also Funktionen f € B(M)
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E8.9 Definition: Sei (f,) eine Folge in B(M).

(1) Es heifit (f,) konvergent bzgl. || - ||, falls es ein f € B(M) gibt mit || f, — f|lcc — O
(n — 00).

(2) Es heiBt (f,) Cauchyfolge bzgl. || - || (|| - ||co-CF), falls gilt

Ve >03dng € NVn,m > ng: ||fn — finlleo < €. (CF)

Bemerkung: Sei (f,) eine Folge in B(M) und f € B(M). Dann gilt:
Ifn—flloo<e—=0 < (f,) konvergiert auf M gleichmaflig gegen f.

[Denn: ||f, — fllo <e = Vz e M:|fulx) — f(2)] <e=|fo— [lloo <&

E8.10 Satz: Ist (f,) eine || - ||s-Cauchyfolge in B(M), so gibt es ein f € B(M) mit
[fro = flloe = 0.

Beweis: (i) Sei z € M. Wegen |f.(z) — f(2)| < ||fn — finlloo it (frn(2)) ein Cauchyfolge
in R und somit konvergent.

(ii) Setze f: M — R, x — f(x) := lim,, f,(z). Wir zeigen f € B(M) und || f, — f|loc — 0.

(iii) Sei € > 0. Wir wéhlen ny geméfi (CF) und haben fiir alle n,m > ny und alle x € M:
|fn(x) — fim(2)| < €. Sei nun n > ng fest. Dann gilt fiir jedes x € M:

(@) = f(2)| = Tim |fo(z) = fn(2)] < e
Wir erhalten f, — f € B(M) und || f, — flle < €.
Also gilt auch f = f,, — (fu, — f) € B(M), und wir haben || f, — f|lcc — 0 gezeigt.
E8.11 Satz: Sei K C R kompakt und
C(K):={f: K —R: fist stetig}.

Dann gilt C(K) C B(K) und zu jeder ||-||-Cauchyfolge (f,,) in C(K) gibt esein f € C(K)
mit || f, — flloc — O.

Bemerkung: Ein wichtiger Fall ist K = [a,b] mit a,b € R und a < b.

Beweis: Nach Satz 8.14 gilt C(K) C B(K). Zu (f,) gibt es nach E8.10 ein f € B(K) mit
| fro = flloo — 0. Nach E7.4 und der Bemerkung in E8.9 ist f € C'(K).

E8.12 Definition: Sei D C R und f : D — R eine Funktion. Dann heifit f gleichmafig
stetig (auf D), falls gilt

Ve>030 >0Vz, 2 € D: |z —%|<d=|f(x)— f(2)] <e.
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Zum Vergleich: f ist stetig auf D bedeutet
Vee D,e>030>0VieD:|x—2|<d=|f(x)— f(T) <e.

Also ist eine auf D gleichmaflige Funktion auch auf D stetig. Die Umkehrung gilt i.a. nicht
(vgl. Beispiel (2) unten).

Beispiele: (1) f(z) =z ist auf D = R gleichméBig stetig (das geht mit § = ).

(2) f(z) = 2* ist auf D = R nicht gleichméBig stetig: Setze ¢ := 1. Sei 6 > 0. Setzt
man dann x := 0", T :=1x + /2, so gilt |z — 7| = /2 < § und

\f(as)—f(i")|:(5:)2—:1:2:(;%—93)(:%—1—37):—(%—l—g) :1+5Zz1:5.

E8.13 Satz: Sei K C R kompakt und f : K — R stetig. Dann ist f auf K gleichmafig
stetig.

Beweis: Sonst gibt es ¢ > 0 so, dass wir zu jedem n € N Punkte x,,z, € K finden
mit |z, — Z,| < 1/n (x) und |f(x,) — f(Z,)| > € (%x). Da K kompakt ist, hat (x,) ein
konvergente Teilfolge (2y(,)) mit Grenzwert zo € K. Wegen (x) gilt dann auch T,y — 0.
Da f stetig ist, folgt

0= | (o) — fao)| = lim [ F(a,) — f(@)] > <,
(die letzte Ungleichung folgt aus (xx)). Das ist ein Widerpruch zu € > 0.

Bemerkung: Wir werden diesen Satz fir K = [a,b] verwenden, um die Integrierbarkeit
stetiger Funktionen einzusehen.

E8.14 Der Abschluss einer Menge
Definition: Fiir D C R heifit

D:={zx€R:Ve>0:U.(x)ND # 0}
der Abschluss von D.
Bemerkung: Es ist D C D, und fiir z € D gilt:

r €D & xist Hiufungspunkt von D
(zur Definition von “Héufungspunkt” siche 8.4).

Satz: Sei D C R. Dann gilt:
(1) D ist abgeschlossen.
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(2) D ist abgeschlossen < D = D.

Beweis: (1) Sei (z,,) Folge in D mit x,, — 2y € R. Zu zeigen ist 2 € D. Dazu sei ¢ > 0.
Wir finden ein n € N mit |z, — 20| < £/2 und (wg. 2, € D) ein & € D mit |z, — | < /2.
Es folgt |2 — 0| < &, dh & € U.(zo) N D.

(2) “«<=" gilt nach (1). “=": Sei D abgeschlossen. Die Inklusion D C D ist nach obiger
Bemerkung klar. Sei also z € D. Zu jedem n € N finden wir ein x,, € Uy ,(z) N D. Dann
ist (z,) eine Folge in D mit x, — = (wg. |z, — 2| < 1/n). Da D abgeschlossen ist, folgt
reD.

Beispiele: Fiir D = (0,1] ist D = [0, 1]. Fiir D =[0,1]NQ ist D = [0, 1].

E8.15 Satz (Fortsetzung gleichmiflig stetiger Funktionen): Sei D C R und f :
D — R eine gleichmafig stetige Funktion. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte stetige
Funktion g : D — R mit g(z) = f(x) fir alle z € D. Die Funktion ¢ ist gleichméaBig stetig.

Beweis: Wir beginnen mit einer

Vorbetrachtung: Fiir jede Cauchyfolge (z,,) in D ist (f(x,)) wieder eine Cauchyfolge
und somit konvergent.

Beweis dafiir: Sei ¢ > 0. Wir finden 6 > 0 gemafl der gleichmafligen Stetigkeit von f und
dann ng € N mit |z, — z,,| < 0 fiir alle n,m > ng. Es folgt |f(z,) — f(am)| < € fir alle
n,m > ng.

(i) Sei x € D. Wir finden eine Folge (x,) in D mit z,, — x. Da (z,) ein Cauchyfolge ist,
existiert lim,, f(z,) nach der Vorbetrachtung.
(il) Wir setzen

g:D—R, z+— 7111:1010 f(zy,), falls (x,) Folge in D ist mit x,, — x.

Sind (x,), (%,) Folgen in D mit z,, — z, &, — x, so konvergiert auch die durch &, := z,,
Eony1 = T, definierte Folge (&,,) gegen x, und es folgt lim,, f(x,) = lim,, f(§,) = lim,, f(Z,).
(iii) Fir z € D gilt g(x) = f(z) [wéhle z,, = x fir alle n].

(iv) g ist gleichméafig stetig: Sei ¢ > 0. Wahle § > 0 geméf der gleichméfiigen Stetigkeit
von f. Seien nun z,Z € D mit |z — z| < 0. Wahle Folgen (z,), (%,) mit z, — z, T, — .
Dann gibt es ny € N mit |z,, — Z,| < § fiir alle n > ng. Es folgt | f(x,) — f(Z,)| < ¢ fiir alle
n > ng, also

F(@) = F@) = lim | () = (@) <=
Beispiel: D = (0,1], D = [0,1], f : D — R gegeben durch f(x) := sin(1/x). Es gilt
r, = (nm)™' = 0, f(xz,) =0 — 0und 7, := 2n7 +7/2)"! — 0, f(7,) =1 — 1.
Also existiert lim, o f() nicht, und es gibt kein g € C([0,1]) mit g(x) = f(z) fur alle
x € [0, 1]. Nach dem Satz ist f nicht gleichméafBig stetig (das lasst sich natiirlich auch direkt
zeigen!).
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E9 Erganzungen zur Integration

E9.1 Satz: Sei f : [a,b] — R beschrinkt und
M :={z € [a,b] : fist in x nicht stetig }.

Ist M endlich, so gilt f € R[a,b].

Beweis: Es gelte M = {&1, &2, ...,&,}. Nach 10.9(1) konnen wir das Intervall in Teilinter-
valle I der Form [;, ¢| oder [c,&;] aufteilen mit I N M = {{;}. Man braucht also nur die
Félle M = {a} und M = {b} zu betrachten.

Wir finden v > 0 mit |f(x)| <~ fir alle z € [a, b].
Falls M = {a}, so wéhlen wir ¢ € (a,b] mit c—a < ;. Dann gilt f € Rlc, b] und wir finden
eine Zerlegung Z von [c,b] mit S;(Z) —s;(Z) < £/2. Wit setzen Z := {a} U Z und erhalten

S1(2) = 51(2) = (s S ]) — it f(a c))(e = a) + 51(2) = 5(2) < 2y + 5 =

-~

<2y

Der Fall M = {b} geht analog.

E9.2 Vertauschen von Limes und Integral

Bemerkung: 10.10 besagt: Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R gehort zu Rla, b]
genau dann, wenn zu jedem £ > 0 ein g € R|a, b] existiert mit || f — gl < €.

Satz: Ist (f,,) eine Folge in Ra,b] und f : [a,b] — R mit f, — f gleichméBig auf [a, b].
Dann gilt f € R[a,b] und

also

Beweis: f € Rla,b] folgt aus der Bemerkung oben. Auflerdem gilt

| / fule) da / f(z) dz| < / Ful) = F(@)] do < (b= a) [ fu— Fllos

SNfn—Flloo

woraus wegen ||f — fullco — 0 Konvergenz der Integrale folgt.

dr—1 Lz €[1/4,1/2]
Beispiel: Sei g : [0,00) — R mit g(z) = 2—-2x ,xe(1/2,1] und f,(z) =
0 , sonst
2n=1g(2n~1x) fir n € N und z € [0,1]. Dann gilt fiir alle z € [0,1]: f,(z) — 0, aber
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fiir jedes n € N ist fol fn(2) dz = 2 und somit

1 1
lim fo(x)de = 3 #0= / lim f,(z) dz.
n—oo Jq 8 0 n—oo

=0

Hier konvergiert (f,,) auf [0, 1] nicht gleichméfig gegen Null.

E9.3 Mittelwertsatz der Integralrechnung: Seien f,g € R|a,b] und g > 0 auf [a, b].
Setzt man M := sup f([a, b]) und m := inf f([a, b]), so gibt es ein u € [m, M] mit

b b
/fgdx:,u/ gdz.

Ist f zusétzlich stetig auf [a, b], so gibt es ein & € [a,b] mit u = f(§).
Beweis: Der Zusatz folgt aus 8.14 und 8.8. Wegen m < f < M und g > 0 gilt mg < fg <

M g und nach Integration
b b b
m/ gdxg/ fgdeM/ gdx.

Ist fabgdx = 0, so wahle man u € [m, M| beliebig. Wegen g > 0 ist andernfalls A :=
fabgd:c >0 und p = f; fgdx/A.
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E10 Bemerkungen zu Differentialgleichungen

E10.1 Schreibweisen: Seiy : [a, b] — R eine Funktion. Statt ' schreibt man fiir Ableitun-
gen nach Leibniz auch j—g.

Vorstellung dabei:

dy _ . BY

dr  Awoo Az’
wobei Ay = y(z) — y(zo) und Az = = — zy Differenzen sind und dy, dxr “Differentiale”
(“infinitesimale GroBen”). Diese Vorstellung ist eher von historischem Interesse. Trotzdem
sehen einige Ableitungsregeln in dieser Schreibweise sehr suggestiv aus, z.B.

Ableitung der Umkehrfunktion (z als Funktion von y):

dx 1
— =
dy ﬁ

Kettenregel (z als Funktion von y; y als Funktion von z):

dz dz @

E_d_ydx

Die Argumente werden dabei in der Notation unterdriickt.

E10.2 Explizite Differentialgleichungen erster Ordnung

y = fz.y), (D)
wobei f: I x J — R eine Funktion sei und I, J C R Intervalle.

Bedeutung: Haufig ist z hier ein Zeitparameter und y = y(z) beschreibt einen Zustand zur
Zeit x. (D) besagt, dass die Zustandsénderung (zum Zeitpunkt x) abhéngt vom gegebenen
Zeitpunkt x und dem gegebenen Zustand y.

Veranschaulichung durch Richtungsfeld: In jedem Punkt (x,y) € I x J gibt f(z,y)
die durch (D) gegebene Steigung in diesem Punkt an. Dies lasst sich graphisch darstellen.

Anfangswertproblem:

y = f(v,y)
y(wo) = Yo, (AWP)

wobei (zg,y0) € I x J gegeben ist.

E10.3 Definition: Eine Ldsung von (D) ist eine differenzierbare Funktion ¢ : I — R,
wobei I C I ein Intervall ist, mit ¢(z) € J fir alle € I und

¢ (x) = f(x,o(x)) fur alle z € I.
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Richtungsfeld von 3/

a(x) mit y(zo) = yo, wobei a : I — R stetig und xy € I. Nach dem Hauptsatz 11.9

ist die eindeutige Losung gegeben durch

1) ¥ = 0: Nach 11.8 (Folgerung aus dem MWS) sind Losungen genau die konstanten

Eine Lésung von (AW P) ist eine Losung ¢ : I — R von (D) mit zg € I und ¢(zo) = yo-
Funktionen.

E10.4 Einfache Beispiele
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ay, wobei a € R. Hier sind [ = J = R. Fiir jedes ¢ € R ist durch y(x) = ce®®,

x € R, eine Losung gegeben (nachrechnen!). Andere Losungen gibt es nicht: Ist ¢ eine
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a(t)dt, x € I, wobei b € I fest ist.
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0, x € R. Das Anfangswertproblem ¢/

y()

Losung, so gilt

(670

Eindeutige Losung mit der Anfangswertbedingung y(z¢) = yo ist dann

Nach 11.8 gibt es dann eine Konstante ¢ € R mit ¢(z)e**

fur alle z.

a(x)y, wobei a : I — R stetig. Setze A(x)

4) o

wobei ¢ € R eine Konstante ist. Wie bei 3) zeigt man, dass es keine weiteren Losungen

gibt.
Eindeutige Losung mit der Anfangswertbedingung y(zo) = yo ist

Dann gilt A’ = a auf I und Losungen sind gegeben durch

5) ¥ = /|y|: Sei g € R. Dann ist

Gze - R = R,z = ¢y (2) :{

eine Losung (nachrechnen!) mit dem Anfangswert ¢, (z¢) = 0. Eine weitere Losung mit

diesem Anfangswert ist z(x)



hat also keine eindeutige Losung, die Losung verzweigt sich bei xy. Es gibt sogar unendlich
viele Losungen dieses Anfangswertproblems, denn fiir jedes ¢ > z( ist ¢. ebenfalls eine
Losung des Anfangswertproblems. Es ist nicht klar, ob tiberhaupt und - wenn ja - an

welchem Punkt ¢ > xg eine Losung die Null verlasst.
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Richtungsfeld von y ly|.

6) ¥ = (1—1y)y (logistisches Wachstum): Es ist klar, dass y(z) = 0 und y(z) = 1 Losungen
sind. Wir betrachten die Anfangsbedingung y(0) = yo € (0,1). Ist ¢ eine Losung des
Anfangswertproblems auf dem Intervall [0, a), wobei a > 0 so gew&hlt ist, dass ¢(t) € (0,1)
fiir alle ¢ € [0, a) ist, so gilt fiir alle ¢ € [0, a):
AN
(1—9(t)o(t)

Wir integrieren dies iiber [0, z] und erhalten fiir x € [0, a):

A A
- 7\ =
o= | e, Toew
Nach dem Haupsatz ist das Integral

=1.

=[—In(1 —¢(t)) +In¢(t)]§ =1n T o) In -
=:ud
Wir erhalten somit fiir jedes = € [0, a):
¢($) z+d _ z+d -1 _ Yo x —1
1——¢(1‘)_ +, dh ¢(.Z’)—1—(6++1)1—1—(—1_y06 —|—1) .

Umgekehrt priift man nach, dass dadurch tatsachlich eine Losung des Anfangswertproblems
gegeben ist. Wir sehen nun, dass wir a beliebig groff machen konnen, so dass die Losung
auf [0, 00) existiert.
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Richtungsfeld von ¢’ = (1 — y)y.

E10.5 Die lineare Differentialgleichung

Sei I C R Intervall und a,b : I — R.

lineare Differentialgleichung

y = a(@)y+b(z)

y(iﬁo) = Yo,

wobei xg € I und y, € R ist.

Bemerkung: Sind y, z : [ — R Lisungen

so ist w :=y — z : I — R Losung der zugehérigen homogenen Gleichung

denn:

Y = a(x)y + b(x)

von

(inhomogene Gleichung),

w=y -2 =ay+b—(az+b) =aly — z) = aw.

Folgerung: (1) Wenn (1) l6sbar ist, ist die Losung eindeutig.

(2) Ist yp eine Losung von (2), so gibt es zu jeder Losung ¢ von (2) ein ¢ € R mit

g([lf) _ Ce‘fzo a(t) dt

+yp(x), zel

Beides folgt aus der Bemerkung und Beispiel E10.4(4).

Variation der Konstanten

Wir betrachten das Anfangswertproblem fiir die

(1)

Setze A(x) = f;) a(t)dt, x € I. Eine Losung yp : I — R von (2) erhdlt man aus dem

Ansatz

Ende
Woche 10



Wir rechnen
Yo(2) = ()M + e(2)a(@)e® = a@)yp(z) + ¢ (2)eA.
Wenn dies = a(z)yp(z) + b(z) sein soll, dann muss also gelten
d(z)=e@p(z), zel.

Die rechte Seite ist stetig auf I und wir erhalten
c(x) = /eA(”‘")b(x) de, ze€l.

Die Funktion ¢ ist nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt, was aber genau zu
Folgerung (2) oben passt.

Fazit: Setzt man A(x) := [ a(t)dt, so ist die eindeutige Losung von (1) gegeben durch

o

y(z) = yoe® 4 AW / e b(t)dt, x€l

Zo

Beispiel: 4 = —(sinz)y + sin® x. Hier ist A(z) = cosz und die Losung der homogenen
Geichung ist gegeben durch y(z) = ce®”. Eine Losung der inhomogenen Gleichung erhal-
ten wir durch die “Variation-der-Konstanten”-Formel (wobei wir s = cost, ds = —sint dt
substituieren):

yP(.T) — ecosx/ e~ cost Singtdt
0

cos T
= ecosw/ (s* —1)e*ds
1
Cos T

= (52 — 1425+ 2)e "

1
4ecosx—1
—

Lsg. der hom. GL.

= sin’x —2cosx — 2+

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also gegeben durch
y(r) =sin®z — 2cosx — 2+ ce**, 1 €R,
wobei ¢ € R eine Konstante ist.

E10.6 Trennung der Variablen

Seien I, J C R Intervalle und f: I — R, g: J — R stetig. Eine Differentialgleichung der
Form

Y = f(x)g(y) (1)



heifit Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen (oder Variablen). Das An-
fangswertproblem

y = [fl@)g(y)
2
y(zo) = o @
mit xg € I, yo € J behandelt man wie folgt:
Fall ¢g(yo) = 0: Eine Losung ist gegeben durch y(x) = yo, = € I.

Fall g(yo) # 0: Ist y : I — R eine Losung von (2) mit g(y(z)) # 0 fiir alle = € I, so gilt

Y@) f(2), i

rel,

y(@) g t)d -
/ - / v () / f(t) rel.
w  9(n) g9(y(t)
Sei F eine Stammfunktion von f auf I und G eine Stammfunktion von 1/g auf .J, wobei .J

das groBte Teilintervall von J sei, fiir das yo € J und g(y) # 0 fiir alle y € J gilt (beachte,
dass y(I) C J gilt nach Voraussetzung an die Losung y). Dann gilt

Gy(z)) —G(yo) = F(z) — F(xo), also G(y(z)) = F(x)— F(x0)+G(y) fiir alle z € I.

Wegen G’ = 1/g # 0 auf J und der Stetigkeit von 1/¢ auf J ist G auf J streng monoton
und besitzt also auf G(J) eine Umkehrfunktion G~!. Wir erhalten

y(z) = GH(E(x) = F(zo) + G(w)), wel. (1)

Insbesondere ist die Losung im Falle der Existenz eindeutig.

Umgekehrt definiert (1) auch eine Losung von (2) (wenn man als {~ ein Teilintervall von I
nimmt mit 2o € I und F(z) — F(xo) + G(yo) € G(J) fiir alle x € I), denn

y(wo) = G~ (F(x0) — F(20) + G(y0)) = G~ (G(w0)) = wo
und fiir z € I gilt
y'(z) = (G7)(F(x) = F(xo) + G(y)) - F'(2),
o

sowie nach der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion

(G (F(x) = F(xo) + Glyo)) = (G'(G_(F(2) = F(x0) + G(y0)))) ™" = g(y(x)).

~

=y()

Beispiele: Schon behandelt haben wir ¢ = \/|y| und ¢ = a(x)y (vgl. E10.4). Die Berech-
nung der Losung in E10.4(5) ist dabei dieselbe, die wir eben durchgefiihrt haben.
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Wir betrachten nun 3’ = e¥sinz (zunéchst ohne A~nfangswerte). Hier ist I = J = R,
f(z) = sinz und g(y) = e¥ # 0 fir alle y, also J = R in jedem Fall. Trennung der
Veranderlichen fiihrt auf

—ey:/eydy:/sinxdx:—cosx—C,
dh e7¥ = cosx + C' und

y(x) = —In(cosz + C), wobei cosz 4+ C > 0.

Beriicksichtigen wir den Anfangswert y(z¢) = yo und setzen F'(z) = —coszx, G(y) = —e ™Y,

so ist G(J) = G(R) = (—00,0) und G : (—00,0) — R, s — —In(—s). Wir erhalten
y(z) = —In(cosx — cos g+ e %), z €1,

wobei sich I ein Intervall ist mit Ty € I und —cosz + coszg — e € G(R), also mit
cosx — coszg + e ¥ > 0 fir alle x € I. Durch Vergleich sehen wir C' = e % — cos g, also
insbesondere C' > —1.

Fiir C > 1 kann man [ = R setzen. Fiir C' € (—1,1] hingegen ist das Existenzintervall
der Losung beschréankt. Fiir xg = 0 ist etwa C' < 1 genau dann, wenn yo > —In2. Fiir
Yo > —In2 ist dann das maximale Existenzintervall gegeben durch I = {z € (—m,7) :
|z| < arccos(1 —e %)},

y(x;C)= —log(cosx+C) (C+cosx>0).

Losungskurven der Differentialgleichung y' = ¢’ sinx
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Zum Problem der Eindeutigkeit: Die Frage ist, ob eine Losung mit Anfangswert
y(xo) = yo und ¢(yo) # 0 durch einen Punkt y, € J mit g(y.) = 0 verlaufen kann.
Wenn ja, dann gibt es x; € [ so, dass Losungen mit dem Anfangswert z(z;) = y, nicht
eindeutig sind (es gibt die Losung y, die y, erreicht, und die konstante Losung ¢(z) = y.).

Obige Uberlegungen zeigen, dass in diesem Fall das uneigentliche Integral fyi ﬁ dn kon-
vergiert.

Somit gilt: Sind alle solchen Integrale divergent, so sind alle Losungen von (2) eindeutig.
Beispiele: Diese Bedingung ist bei y' = a(z)y erfiillt, denn foa 1/ndn divergiert fiir alle
a # 0.

Bei ¢y = 4/|y| ist es hingegen so, dass die Integrale foa 1/+/|n| dn konvergieren. Nach

E10.4(5) sind Losungen mit y(zg) = 0 nicht eindeutig. Losungen mit y(xy) # 0 sind
solange eindeutig, bis sie durch Null verlaufen. Dort verlieren sie die Eindeutigkeit.

E10.7 Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten

Sein a,b € R, I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Wir betrachten das Anfangswert-
problem:
y'+ay +by = f(z), wel,

y(zo) = Yo, y'(x0) = y1, (1)

wobei xg € I und yg,y; € R.
Wieder gilt (vegl. E10.5): Sind y, 2.I — R Losungen der inhomogenen Gleichung
y'+ay +by=f(x), zel, (2)
so ist w:=y — z : I — R eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung
w4+ aw' +bw =0, xel, (3)

dh wir bekommen jede Losung von (2) als Summe einer speziellen Losung von (2) und
einer Losung von (3) (wie in E10.5).

Satz (ohne Beweis): Fiir jedes Paar (yo,y:) € R? hat das Anfangswertproblem (1) genau
eine Losung y : I — R.

Losung der homogenen Gleichung (3): Ansatz y(z) = €. Dann ist y/(z) = A,
y"(x) = N2 und

!

"+ay +by = (A +ar+b)eN =0 I
y'+ay +by= (N +ar+Dbe , xel,
=:p(A)

also p(A) = 0, dh X ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms p der Gleichung, somit

a a?
Mo =——1+1/— —b.
1/2 5 1
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Fallunterscheidung: (i) a?/4 > b: Dann sind A, Ay reell, \; # Xy und die allgemeine
Losung von (3) ist gegeben durch

y(x) = c1eM” + e, 1z e,
wobei ¢y, co € R Konstanten sind.

(ii) a?/4 = b: Dann ist A := A\; = A\ € R doppelte Nullstelle von p und die allgemeine
Losung von (3) ist gegeben durch

y(x) = c1e™ + cpwe™, wel,

wobei ¢, co € R Konstanten sind.

(iii) a?/4 < b: Dann ist \; € C\ R und Ay = A;, dh A2 = p £ iw, wobei p € R und
w € R\ {0}. Die allgemeine (reelle!) Losung von (3) ist gegeben durch

y(x) = c1e"” cos(wx) + ceet* sin(wz), =z €1,
wobeli ¢, co € R Konstanten sind.
Eine spezielle Losung von (2) erhilt man etwa durch Variation der Konstanten, z.B.
yp(r) = c1(2)eM* + cp(z)e™™, w e,

wenn \; # Ag ist. Dies fithrt im Fall A\; # Ay auf

1 Az
yp(x)—)\l_)\2|:e /x
und im Fall A := A\ = Ay auf

yp(a) = e [I/x

Fiir rechte Seiten f der Form f(z) = qm(x)eo‘“’{ Z?I?((gg , wobei o, 3 € R und g, ein

Polynom vom Grad m € Nj ist, fithrt auch der Ansatz

St ft)dt — e2® / "ot f(t) dt}

0 o

Y f(t)dt — / S f(t) dt} :

0 o

yp(x) = |rm(x) cos(Bx) + () Sin(ﬁx)} e "

zum Ziel, wobei r,, und 7, Polynome vom Grad < m sind und a4+ eine v-fache Nullstelle
des charakteristischen Polynoms p ist (beachte die Spezialfille a = 0, 3 =0, m = 0, v = 0).

Beispiel a = 0, b = 1: Hier ist p(A\) = A? + b, also \;/» = +i. Die Losung der homogenen
Gleichung 3" + y = 0 ist gegeben durch

y(z) = cicosx +cysinz, z €R.
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Wir betrachten jetzt die rechte Seite f(x) = cos(fx) mit 5 > 0.

Fallunterscheidung: 5 # 1: Dann ist i keine Nullstelle von p und wir machen den
Ansatz

yp(x) = v cos(fz) + sin(fz).
Dann ist

yp(2) = —yBsin(Bx) + 6 cos(Bz),  yp(a) = 76 cos(Bx) — 66 sin(Ba),

und
yp+yp=~y(1— 52) cos(fBz) + (1 — ﬁ2) sin(fz) = cos(fz)
fiihrt auf 6 = 0, v = (1 — 3?)~! (beachte % # 1). Wir erhalten die Losung

yp(w) = (1— B)cos(Bz), =€ R
Die allgemeine Losung
y(r) = cicosx + cysinz + (1 — 32) Leos(Bz), xR,

ist also fiir jede Wahl der Konstanten ¢y, ¢y € R beschrankt.
Fall § = 1: Hier ist i einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms p. Der Ansatz

yp(x) = yrcosz + drsinx
gibt
yp(z) = (v + 0x) cosz + (6 — yz)sinx, yp(x) = (26 — yx) cosx + (—2vy — dz) sin z,

und
!

yp+yp=20cosx — 2ysinx = cosx
fithrt auf 6 = 1/2, v = 0. Wir erhalten die Losung
€ .
yp(x) = sinz, € R.
Die allgemeine Losung

. T .
y(x) = ¢ cosx + cysinx + S sine, @ € R,

ist also fiir jede Wahl der Konstanten ¢y, c; € R unbeschrankt: Die periodische Anregung
mit der Eigenfrequenz w = 1 des ungestorten Systems fiihrt zur Resonanzkatastrophe.

E10.8 Allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung
Seien I, .J C R Intervalle und f : I x J — R stetig in folgendem Sinne
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Fir alle x € I, y € J und alle Folgen (x,) in [ und (y,) in J mit x, — z,
Yn =y gilt: f(zn, yn) — f(z,y).

Bemerkung: Ist dann y : I — R stetig, wobei I C I und y(I) C J gelte, so ist die
Funktion I — R, z — f(z,y(x)) stetig.

Wir betrachten das Anfangswertproblem:
y = flz,y)
1
y(xo) = Yo, 1)
wobei zg € I und gy € J.

Satz: Eine Funktion y : I — R mit 29 € I C I ist Losung von (1) genau dann, wenn y auf
I stetig ist und

va) =w+ [ FeuO)d wel @)
z0

gilt.

Anwendungen: (a) Existenz (und Eindeutigkeit) von Losungen von (1) iiber Fix-

punktsitze im Raum der stetigen Funktionen C'([zo, z¢ + al).

(b) Numerische Verfahren zur Losung von (1): Man mochte ndherungsweise die Funktion-
swerte einer Losung y an den Stellen x, = x¢ + nh, n € Ny, berechnen (wobei h > 0
eine “kleine” Schrittweite sei), also y,, = y(x,), n € N (yo = y(x¢) ist der gegebene An-
fangswert). Beachtet man, dass eine Losung von (1) fiir jedes n € N auch eine Losung

von
y/ - f(l’, y)
y(xn) = Yn,

ist, so ergibt sich
Tn+1
Ynt1 = Yn + / f(t, y(t)) dt, n e NO'

In vielen numerischen Verfahren wird nun das Integral auf der rechten Seite durch eine
Formel approximiert. Besonders einfach geschieht dies im Fuler-Verfahren durch

/”Vwmmﬁwww—%ﬁmw@mzhm%m,nem.

Man gelangt so zu dem folgenden Verfahren fiir eine Berechnung von Naherungen g, der
Yn: Setze 7o := yo und sukzessive fiir jedes n € Ny:

Unt1 = Yn + hf(xo +nh, gn)

Das Verfahren heifit auch Polygonzug- Verfahren, da man jeweils im Punkt (x,,9,) € I x J
zum néchsten Punkt (z, + h, J,+1) gelangt, indem man in der durch das Richtungsfeld im
Punkt (z,,7,) gegebenen Richtung geraderaus weitergeht.
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Wir bringen am Ende die folgende Erganzung zu Kapitel 13:

E10.9 Satz: Sei (f,,) eine Funktionenfolge in C'([a, b]) mit

(i) die Folge (f.(a)) konvergiert in R,
(ii) die Funktionenfolge (f!) konvergiert auf [a,b] gleichméBig gegen eine Funktion g :
[a,b] — R.

Dann konvergiert die Funktionenfolge (f,,) auf [a, b] gleichm&Big und fiir die Funktion
fila, bl = R, f(x):= lim f,(z),

gilt f € C([a,b]) und f' = g auf [a, b].
Das heifit:
(lim fu(a)) = () = g(a) = lim f1(a), @ € fa, 8],

Vertauschen von Limes und Ableitung ist méglich, wenn die Ableitungen [/ gleichméaflig
konvergieren.

Beweis: Setze ¢ := lim f,(a) und G(z) := ¢+ [ g(t)dt, z € [a,b] (beachte, dass g auf
[a, b] stetig ist). Nach Hauptsatz gilt fur jedes n € N:

fo(x) = fula) + /1‘ fr(t)dt, x € |a,b].

Fiir jedes n € N und jedes = € [a, b] ist dann

|nm—awn=|nmww+/7ﬂ@—mmﬁhﬂﬁw—d+/ﬂﬂ@—¢Mﬁ
Fala) — el + (6 — @)1, — gllo.

IN

Wir erhalten

1fn = Glloo < [fala@) = | +(0 = a) [|fu = gllos = O (n — 00).
—— ———

—0 —0

Alsoist G= fund f =G =g.

Beispiele: (1) [a,b] = [0,1], f.(z) = Lsin(n?z). Dann ist || f,]lee < 1/n fiir jedes n € N,

und (f,,) konvergiert auf [0, 1] gleichmé%ig gegen 0. Aber f!(x) = ncos(nx) konvergiert auf
[0, 1] nicht punktweise.

cos(nz) ,x €[0,7/n]

(2) [a,b] = [0,1] und f,(z) = { 0 . Dann konvergiert (f,(x)) gegen

,x € (m/n,1]
B 1 ,2=0 o | —nsin(nz) L,z € [0,7/n] ,
f(z) = { 1 e (1] Es gilt f!(z) = { 0 we (n/m 1] und f!(z) — 0
fiir alle x € [0, 1]. Aber f ist in 0 nicht stetig, also auch in 0 nicht differenzierbar. Ende

Woche 12
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E11 Erganzungen zu Vektorraumen

E11.1 Satz: Sei V ein K-Vektorraum und seien n,m € N, sowie by,by,...,b, und
C1,Ca, ..., Cyp Basen in V. Dann gilt n = m.

Beweis: Zu jedem j € {1,2,...,n} existieren aj; € K (k=1,...,m) mit

m
b = E Qi Cr,
k=1

und zu jedem k € {1,2,...,m} existieren f; € K (j = 1,...,n) mit

Ck = Z Brjbj.
j=1

Somit gilt fiir jedes j =1,2,...,n:
b = Za]‘ka = Z Ojk; Zﬁklbl = Z (Z ajkﬁkl)”l’
k=1 k=1 =1 I=1 k=1
also

> ambu = .
k=1
Analog ist fiir jedes k =1,2,...,m:
Cr = Zﬁkjbj = Zﬁkj Z Q1€ = Z (Zﬁkj%l)cl,
Jj=1 Jj=1 =1 =1 j=1
also

n
E Brjji = O
j=1

Wir erhalten

n m m n
n = E E Oé]kﬁkj = E E 51@0% =m
=1 k=1 k=1 j=1
N —
=1 =1

E11.2 Die homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung (vgl. E10.7)
Seien a,b € R, I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Wir betrachten

y'+ay +by=f(x), xel, (1)
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und die zugehorige homogene Gleichung

y'+ay +by=0, zel. (2)

Bemerkung: Es sei
Zy:={y: I —R: yist Losung von (2) }.

Dann ist .% ein Untervektorraum von R’.

Beweis: Es gilt 0 € %, (Nullfunktion auf 7). Seien y,z € %, dh y,2z : I — R Lésungen
von (2), und o € R. Dann gilt:

(ay +2)" +alay + 2) + blay + 2) = a(y” + ay’ +by) + (2" + a2’ +b2) =0,

~" vV
=0 =0

also ay + 2z € .

Satz: Es gilt dim ., = 2.

Beweis: (i) Wahle zg € I. Es gibt eine Losung ¢ € % mit ¢y (z9) = 1, ¥} (x9) = 0 und
eine Losung vy € % mit ¥y(zg) = 0, ¥h(zo) = 1.

(ii) ¢1 und 1y sind linear unabhéngig: Sind oy, as € R mit a1y + aghy = 0 auf I, so folgt

(11 + o) (o) = 11 (o) + cathe(z0) =
= (a1 + agthe) (o) = aq by (o) + by (zo) = .

(i) Sei ¢ € . Setze oy = ¥(x0) und oy 1= ' (xg), sowie 1) := ay1); + agds. Dann gilt

Y € % und (wie in (ii) eben)
&(xo) = ay = Y(zo) und 1;/(550) = ay =1/ (x9).

Nach dem Satz in E10.7 ist die Losung des Anfangswertproblems aber eindeutig. Somit
gllt 770 = Zb € lin{@/zl, ’QDQ}

Bemerkung: Scien 11,1, € % beliebig (nicht unbedingt die Funktionen aus dem Be-
weis!). Dann gilt:

W1, 19 sind linear unabhangig

& es gibt g € [ so, dass (zigigg), (izgzgg) in R? linear unabhingig sind

& fir alle 2 € I sind (ziggg), (zzgg;) in R? linear unabhingig.

In der ersten Aquivalenz gilt “<” immer, aber “=" verwendet, dass i1, 1)y € %!
Bemerkung: Der Satz gilt genauso auch fiir Differentialgleichungen der Form

v +a(x)y +b(x)y=0, ze€l,
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wobei a,b : [ — R stetig sind. Die spezielle Struktur der Losungen aus E10.7 wurde gar
nicht benutzt, nur der Satz tiber die eineutige Losbarkeit des Anfangswertproblems.

E11.3 Definition (Norm): (vgl. E8.8) Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung || - ||:
V' — R heifit Norm, falls gilt:

(Nl) Vo e Vi |lv]| =0 = v =0,
(N2) Vo e V, a € K: ||av|| = |a|||v]],
(N3) Yu,v € V: |lu+v| < |ul] + ||v|| (Dreiecks-Ungleichung)

(V]| - ||) heiit dann normierter Raum. Der normierte Raum (V|| - ||) heifit vollstdndig
oder ein Banachraum, falls jede || - [[-Cauchyfolge in V' konvergiert. Dabei heiit eine Folge
(Um)men in V|| - ||-Cauchyfolge (|| - ||-CF), falls gilt

Ve > 03mg € NVm, 1 > mg : |Jvm — v <e.
Vorstellung: ||u — v|| entspricht dem “Abstand” von u und v.

Bemerkung: Ist (V|| - ||) ein normierter Raum, so gilt ||0]| = 0 und |jv|] > 0 fiir jedes
velV.

Beweis: Es ist o)

N2

10 = 110 Of} "="[0[ - lo]} = 0 - lof} = 0,
und fiir jedes v € V gilt:
(N3)
0= flo+ (=0)ll < [l +[(=1) - ol = loll + |(=DIl[]] = 2][v]l,
also ||v]| > 0.
Beispiele: (1) Sei M # () eine Menge. Dann ist
B(M):={f: M — R: fist beschriankt}
ein Untervektorraum von RM (vgl. E8.7) und
[/ lloo := sup{|f(z)| - © € M}

definiert eine Norm auf B(M) (vgl. E8.8). Nach E8.10 ist (B(M),|| - |le) ein Banachraum.
(2) Sei ) # K C R kompakt. Dann ist (C(K), || - ||eo) ein Banachraum.
(3) Spezialfall von (1), M = {1,2,...,n}: Der Raum B(M) léasst sich dann auffassen

als R". Also ist R™ bzgl. der Mazimumsnorm ||z| = max{|z1|,|z2|,...,|z.|}, z =
(1,22, ...,x,) € R" ein Banachraum.
(4) Die Beispiele (1)-(3) kann man auf komplexwertige Funktionen iibertragen. Ins-
besondere ist C" bzgl. der Maximumsnorm |z|s := max{|z1],|z2|,...,|2a|}, 2 =
(21,22, ...,2,) € C", ein Banachraum.
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(5) Sei I := {(zn) € KN : > |z,| < oo} der Raum aller absolut summierbaren Folgen.
Dann ist [f. ein K-Vektorraum (als Untervektorraum von KV) und

()l = Jal
n=1
definiert eine Norm auf /.
Bemerkung: (I}, || - ||1) ist ein Banachraum (ohne Beweis).

E11.4 Definition: Sei H ein K-Vektorraum. H heifit Prd-Hilbertraum, falls auf H ein
Skalarprodukt gegeben ist, dh eine Abbildung (+|-) : H x H — K mit den Eigenschaften:
(S1) Va,y € H: (z]y) = (y[z),
(S2) Vr,y,z € H, a € K: (ax + y|2) = a(z|2) + (y|2),
(S3) Vo € H \ {0}: (z|x) > 0.

Bemerkung: Fiir alle x,y,2 € H und a € K gilt:

(lay +2) 2 Tay + 2[2) 2 alyle) + (o) = alle) + Glo) 2 alaly) + (2]2),

sowie (Oly) = (2 0]y) = 2(0ly), also (0|y) = 0 und analog (z]0) = 0.

E11.5 Satz: Ist (H, (-|-)) ein Pra-Hilbertraum, so gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Va,y € H: |(xly)| </ (z]z)v/ (yly),

und ||z|| := v/ (z|x) definiert eine Norm auf H. Ende

Zusatz: Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt genau dann, wenn z, y linear Woche 13

abhangig sind.
Beweis: Die Ungleichung ist klar fiir y = 0. Sei also y # 0. Dann gilt fiir jedes a € K:

0< (z—aylr — ay) = (z|z) — aly|zr) — a@(zly) + |of* (y|y).

Fir a := (z|y)/(y|y) erhalten wir 0 < (z|z) — |(z|y)|*/(y|y), woraus die Ungleichung folgt.
Wir sehen, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn (z — ay|z — ay) = 0, dh z = ay ist.
Damit ist der Zusatz bewiesen.

Wir zeigen die Normeigenschaften: (N1) folgt aus (S3), (N2) folgt aus (S2). Zum Nachweis
von (N3) rechnen wir (&hnlich wie eben)

(CSU)
lz +yl* = (z +yle +y) = [[2]]* = 2Re (z[y) + 9> < (=]l + lyl})*.
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Beispiel: Fiir jedes n € N ist R" ein Hilbertraum bzgl. des Skalarprodukts

(x]y) - Zx]y] fir z = (x1,...,2,),y = (Y1,...,Yn) € R™,
7j=1

und C" ist ein Hilbertraum bzgl. des Skalarprodukts

n
w) :szw_j fir z = (21,...,2n),w = (wy,...,w,) € C".

Die zugehorige Norm wird mit || - |2 bezeichnet, dh
n N2
|z||2 = (Z|x]] ) fir x = (xq,...,2,) € K™
j=1

E11.6 Definition (Hilbertraum): Ein Pra-Hilbertraum (H, (-|-)) heifit Hilbertraum, falls

H bzgl. der in E11.5 definierten Norm vollstéandig ist.

Beispiele (1) Fiir jedes n € N ist K" ein Hilbertraum bzgl. des Skalarprodukts aus Beispiel
11.5. Zum Beweis der Vollstandigkeit notieren wir ||z|/o < ||z]l2 < v/njz||s und verweisen
auf Beispiel E11.3(3)/(4): Ist (2(™),,cx eine || - ||o-Cauchyfolge in K", so auch eine || - |-
Cauchyfolge (wegen der linken Ungleichung), die nach E11.3 bzgl. || - ||c gegen ein x € K"
konvergiert. Wegen der rechten Ungleichung konvergiert (z(™) dann auch bzgl. || - ||2 gegen

x.

(2) Ein nicht vollstdndiger Préa-Hilbertraum: Wir betrachten den Raum ¢y aller Folgen
r = (z,) € CY mit z,, # 0 fiir nur endlich viele n. cgg ist ein C-Vektorraum, und

.Clj‘y anyn fur Tr = (xn) Y= (yn> € Coo

n=1

definiert ein Skalarprodukt auf cqg. Die induzierte Norm wird ebenfalls mit || - |2 bezeichnet.
Der Pra-Hilbertraum (cgp, (+|+)) ist nicht vollstandig: Fiir jedes m € N definiert

(m) { 2—71/2 7n S m
"=
" 0 ,n>m
ein Element 2™ € cy. Die Folge (2(™),,cx ist eine || - ||o-Cauchyfolge, die in cyo nicht

konvergiert.
Zum Nachweis stellen wir zunéchst fest, dass fiir alle [ > m gilt

l

1/2 n=m+1+k b 1/2
o —atl = (3 2m) ST (2 o) =
k=0

n=m-+1
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Ist nun € > 0, so finden wir my € N mit 270/2

< e. Fiir alle [ > m > mg gilt dann
|z® — $(m)||2 <92 < 9Tmo/2 o
dh (2™)en ist eine || - ||o-Cauchyfolge.

Wenn wir annehmen, dass (2(™) fiir m — oo gegen ein x = (z,,) € ¢y konvergiert, erhalten
wir fiir jedes n € N:

o) ] < 2™ = alla 0 (m — o0),

also z,, = 27"/2. Somit ist aber z & ¢y im Widerspruch zur Annahme. Somit hat (z(™)
bzgl. || - ||2 keinen Grenzwert in [2.

(3) Der Raum C([a, b]) ist ein Pra-Hilbertraum bzgl. des Skalarproduktes
b
(flg) ::/ f(z)g(z)dx fir f: |a,b] — R stetig.
Die zugehorige Norm ist

i = ([ 1r@ra)”, recta,

Der Raum C'(][a, b]) ist nicht vollstaiidig bzgl. || - ||2 (vgl. Aufgabe 9, Blatt 14, was dhnlich
ist).

E11.7 Der Hilbertraum [?

Der Raum der quadratsummaierbaren Folgen ist definiert als

?:={r=(z,) €C": Z |z,)? < 00}

n=1

Satz: [? ist ein C-Vektorraum, und

(@ly) == waln fiiv z = (2,),9 = (yo) € P

n=1

definiert ein Skalarprodukt auf /2, das [* zu einem Hilbertraum macht. Die zugehorige
Norm ist
s 2\ /2
lalle = (D Jeal?) i w = () € 1
n=1

Beweis: (i) Seien z,y € I und « € C. Setze M := max{> >~ [x,|*, > o [yn]*} € R. Fiir
jedes N € N gilt nach Beispiel E11.6(1)

N N 00 1/2 oo 1/2
> leadil = leallval < (X feal?) (X lwal?) < M
n=1 n=1 n=1 n=1
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und

N 1/2 N 1/2 N 1/2
(D lon+aml) " < (X lwal?) "+ 10l (Yo lonl?) T < M2+ fafar,
n=1 n=1 n=1

Fiir N — oo bleiben die Abschétzungen erhalten, und wir sehen so, dass Y | z,,7,, absolut
konvergiert und x + ay € [? gilt.

Also ist ? ein C-Vektorraum, die Abbildung (-|-) ist sinnvoll definiert, und man kann leicht
einsehen, dass (+|-) ein Skalarprodukt auf [? ist.

(ii) Vollstéindigkeit: Sei (2(™)),,en eine || - [lo-Cauchyfolge in (2. Fiir jedes n € N und alle
m, [ gilt dann
o) — a0 < a2,

Also ist (x%m))meN eine Cauchyfolge in C und z, := lim,, . x%m) € C existiert. Noch zu
zeigen:  := (Zp)nen € 12 und ||z — z||; — 0 (m — o0).

(iii) Sei e > 0. Wir finden ein my € N mit ||z — 20|, < ¢ fiir alle m, > my. Fiir jedes
N € N ist dann

N 1/2 N 1/2
(Yl = @ ) = hm (Y —a0P) T <
N~ l—o0
n=1 :]Imlﬁooxq(,f) N n=1 P

<[lam) 2Ol

Fir N — oo bleibt diese Abschétzung erhalten, und wir haben somit fiir alle m > my
gezeigt, dass (™) — x € 12 ist und ||2(™) — ||, < ¢ gilt.

(iv) Da [? ein Vektorraum ist, gilt € 12, und [|z(™ — z||; — 0 fiir m — oo ist gezeigt.

E11.8 Der Projektionssatz

Vorbereitungen: Eine Teilmenge M eines Pra-Hilbertraumes H heif3t abgeschlossen, falls
fir jede Folge (z,,) in M, die in H konvergiert, der Grenzwert zu M gehort.

Eine Teilmenge K eines K-Vektorraumes V' heifit konver, falls fiir alle kq, ks € K und alle
A€ (0,1) gilt, dass My + (1 — A)ke € K ist (anschaulich bedeutet dies, dass fiir je zwei
Punkte k1, ko € K die Verbindungsstrecke

k1, ko) = { k1 + (1 — Nko s A € [0, 1]}
auch zu K gehort).
Parallelogrammgleichung: Fiir alle 2,y in einem Pra-Hilbertraum gilt:
lz =yl + llz + ylI* = 2|« ]* + yl*),
denn die linke Seite ist
2]zl + 2llyll* — (wlz) — (2ly) + Ylz) + (=ly) = 20z ]* + [ly]]*)-

51

Ende
Woche 14



Satz: Sei H ein Hilbertraum und () # K C H abgeschlossen und konvex. Dann gibt es zu
jedem z € H ein eindeutig bestimmtes Element ky € K mit

|z — ko|| = inf{ ||z — k|| : k € K.

Ein solches kg heifit Bestapprorimation von x in K.

Beweis: Das Infimum auf der rechten Seite nennen wir d. Wahle eine Folge (k,,) in K mit
| — k|| — d. Fiir alle [, m gilt dann nach der Parallelogrammgleichung

by =l = = i) = (& = k) = 2l = o+ 20} = Rl = [ = o) + (= )
km + k
= 2l — b+ 22—l = 4z — ()P
—_—
eK

< 2Nz =kl + 2|7 — K||* —4d*> - 0 (m,l — o0).

Also ist (k) eine || - ||-Cauchyfolge in K, die somit in H gegen ein ko konvergiert. Da K
abgeschlossen ist, folgt ky € K. Wegen

Nz = k|l = [l = kolll < [I(x = km) = (& = ko)l = ko = k|| — 0

ist ||z — kol| = limy, ||& — kn|| = d. Ist ko € K eine weitere Bestapproximation von z in K,
so folgt mit demselben Argument wie eben:

1ko — koll* = 21z = kol|* + 2]}z — kol|> ~4fla — (

-~
=4d?

ko + k
IR < 02 - ad =,

also kg = /~€0.
Zusatz: Es ist kg € K Bestapproximation von x € H genau dann, wenn gilt:

Vk € K : Re(l’—kolk—ko)go

Beweis: Falls die Bedingung gilt, so ist fiir jedes k € K:

lo =K1 = [[(z — ko) — (k—ko)[I* = ||z —Kol|* + ||k — ko|| —2Re (x — ko|k — ko) > [l —ko]|*.

>0 >0

Ist umgekehrt ko Bestapproximation und k € K, so setzen wir f(t) := ||(x—ko)—t(k—ko)]|?,

t €10,1]. Dann ist f :[0,1] — R differenzierbar, da
f@t) = ||z — kol|® + ||k — ko||* — 2tRe (z — kolk — ko), t€[0,1],
und f(0) < f(¢) fiir alle ¢ € [0, 1]. Somit ist
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Folgerung: Ist Y ein abgeschlossener Untervektorraum des Hilbertraumes X, so ist ein
Yo € Y genau dann Bestapproximation von x € H, wenn gilt:

VyeY: (z—yoly) =0.

Bemerkung: In der Situation der Folgerung ist die Abbildung P, die jedem x € H die
eindeutig bestimmte Bestapproximation gy, von z in Y zuordnet, linear und heifit Ortho-
gonalprojektion auf Y (es ist P = P).

E11.9 Lineare Operatoren

Definition: Seien X, Y normierte Raume. Ein linearer Operator von X nach Y ist eine
lineare Abbildung T' : X — Y. Der lineare Operator T heifit beschrankt, falls es ein
C € [0, 00) gibt mit

IT(x)|ly < C|lz|lx fir alle z € X.

Bemerkung: Ein linearer Operator T ist beschriankt genau dann, wenn fiir alle Folgen

(x,) in X, die in X gegen ein xy konvergieren, gilt: |1 (z,) — T (xo)|| — 0 fiir n — oo (diese

Bedingung bedeutet die Stetigkeit von T').

Beweis: Ist C' wie in der Definition und (x,,) eine Folge in X mit ||z, — x¢|| — 0, so folgt
1T (zn) = T(zo)lly = [T(2n — 20)lly < Cllzn —zolx =0 (n— 00).

Sei umgekehrt 7" nicht beschrankt. Dann finden wir zu jedem n € N ein z, € X mit

T (Z,)|| > nl||Z,||. Esist &, # 0 und fir z, := &2 gilt ,, — 0, aber ||Tx,| /& 0= T(0).

T

Beispiel (vgl. E10.7): Sei I = [a, 5] C R ein Intervall und seien a,b € R, xy € I. Die
Abbildung
T:C¥ ([, 8]) — C(le. B]), y—=y" +ay +by

ist linear und es gilt
ket T = {y € C2([0, A)) : ' +ay +by =0},  BIdT = C([a, §)).

Durch ||y|lc2 := max{||y|oo, [|¥/|oos |V ||oc } Wird auf C?([a, 3]) eine Norm definiert. Nimmt
man auf C([a, 3]) die Supremumsnorm, so ist 7" beschrénkt, denn

ITW)llse < [y lloo + lallly'llsc + 1bHlylloec < (L + laf +10]) [lyllce.
=:C
Die Abbildung ¢ : ker T — R?, y — (y(z0), % (z0)) ist linear und bijektiv. Die Abbildung
T:C*([a, B)) = C(la, B]) x R?, gy = (v + ay’ + by, y(x0), ' (x0))

ist dann ebenfalls linear und bijektiv. 7T ist beschrankt, wenn wir C([a, 3]) x R? mit der
durch

(575 O = 1 flloo + || + 0]
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definierten Norm versehen.

E11.10 Selbstadjungierte Operatoren

Definition: Ist H ein Hilbertraum, so heifit ein beschrankter linearer Operator 7' : H — H
selbstadjungiert, falls gilt:

(T(x)|ly) = (z|T(y)) fir alle z,y € H.

Bemerkung: Ist 7' selbstadjungiert im Hilbertraum H, so ist (T'(x)|z) € R fiir jedes
x € H, und die Menge

W(T) == {(T(2)|z) - = € H,[lz]| =1}

(der numerische Wertebereich von T') ist beschrénkt.

Beweis: Es ist (T(x)|z) = (z|T(x)) = (T(x)|z). Ist C eine Konstante geméf der
Beschranktheit von 7', so gilt fiir € H mit ||z|| = 1 nach Cauchy-Schwarz:

(T(@)]2)] < T ()2l < Cllz]|* = C.

Beispiel: Sei (a,)neny eine Folge in C. In H = [? sei T definiert durch T(z,)nen =
(@nTp)nen. Dann ist T ein beschrankter linearer Operator von [ nach [? genau dann,
wenn die Folge (a,,) beschrénkt ist (in diesem Fall kann man C = sup,,cy |a,| nehmen).

Der Operator T ist selbstadjungiert genau dann, wenn jedes a,, reell ist. Es ist namlich

(T(xn)|(yn)) = Z an®n¥n und  ((zn)|T(yn)) = anm fiir alle (2,), (ya) € %,

n n
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