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1 Grundlagen

1.1 Logik

Wir behandeln mathematische Aussagen

BEISPIEL:

i) 4 > 2 (wahr)
ii)VvneN:n>4= n>2 (wahr)
iii) 5 < 3 (falsch)

Satz vom ausgeschlossenen Dritten: Eine zuldssige mathematische Aussage ist ent-
weder wahr oder falsch, jedoch nie beides zugleich.

BEMERKUNG: nicht zuldssig: ,,diese Aussage ist falsch
— Axiome der Logik sind unvollstdndig

Logische Verkniipfungen: A, B mathematische Aussagen

-A »Negation“
ANB ,und*

AV B ,oder®

A— B ,2Implikation*
A+ B ~Aquivalenz*

sind definiert durch die Wahrheitstafel

A|B|-A|ANB|AVB|A—B| A& B
W | w f W W w w
w | f f f W f f
flwl| w f w w f
f1f] w f f w w

BEISPIEL: (n >4) — (n > 2)

BEMERKUNG:

i) ist A — B wahr, so nennen wir dies Folgerung und schreiben A = B
i) es gilt: (A—- B)A(B—C)=(A—C)

Kette von Folgerungen: A = B = ... =S (A: Annahme, S: Satz)
(Prinzip des direkten Beweises)




iii) ist die Aquivalenz A <» B wahr, so schreiben wir A < B
Satz 1.1.1. FEs gilt:

(A— B) & (-B — —A)
Beweis: Durch Wahrheitstafel:

A|B|A—B|-A|-B|-B— -4

w f f w

- 5 s g

f f f
w w w
w w w

g = g

Vergleich der dritten und sechsten Spalte liefert die Behauptung.

Damit folgt: Umkehrschluss
(A= B) < (B = —A)

Indirekter Beweis
Um die Folgerung A = B zu zeigen geniigt es =B = —A zu zeigen!

BEISPIEL:
A seien die Axiome in N, d.h. 1 e NundneN=n+1€N
B: es gibt keine grosste natiirliche Zahl

Behauptung: A = B

Beweis: Annahme: es existiert ein maximales ng € N d.h. ng > 1 VieN
aber ng € N= ng <ng+1 €N, also ny ¢ N.

Satz 1.1.2. Es gelten:

i) —(AVB) & (~A)A(-B)
i) —(AAB) & (~A)V (-B)

Beweis: i)

A|B|AVB|~(AVB) | -A| -B| (-A)A(=B)
w|w w f f f f

w | f w f f w f
f|w w f w f f

f ] f f w w w W

ii) folgt analog.



1.2 Mengenlehre

Cantor: “Eine Menge ist die ungeordnete Zusammenfassung verschiedener Elemente
zu einem Ganzen.”

BEISPIELE:
i) N={1,2,3,...} No=1{0,1,2,3,...} = {0} UN
7Z,Q,R,C R :={reR:z >0}

N=ZnNR*"
ii)  {} = 0 leere Menge
iii) {n € N:n Primzahlen} ={2,3,5,7,...}

Achtung;:
Die Menge M aller Mengen, die sich selbst als Element nicht enthalt, existiert
nicht:

wére MeM=M¢M
M¢M=MeM

XUY :={z:zeXVzeY} Vereinigung
XNY:={z:xe€ XNz €Y} Durchschnitt
X\Y: ={z:ze XAz ¢Y} Differenz
XCY: Teilmenge

Verkniipfungen von Mengen:

BEIsPIEL: X = (X\Y)U (X NY)
BEMERKUNG:

i) X=Y&e(XcCcY)A(Y CX)

i) XNnYuZ)=XnY)u(Xn2Z2)

iii) P(X):={Y:Y CX} Potenzmenge einer Menge X
iv) X xY:={(z,y):x€X,ycY}  Produkt von Mengen X,Y

Quantoren

Fir alle Elemente in Mengen benutzen wir die Quantoren:
V: flir alle
3J: es existiert
3! es existiert genau ein

BEISPIEL:

i) VYneN:n>0 wahr
ii) IngeNVkeN:k<ny falsch
iii) VnpeN3IkeN:k>0 wahr



BEMERKUNG:
VeeM:A(zx) = {zxeM: A(x)}
dreM:Alx) e {reM:Azx)}

Satz 1.2.1. Es gelten:
i) (Ve e M:A(z)) & (v e M:-Ax))
it) 2(Fxr e M : A(z)) & (Vo € M : —A(x))

Beweis: i)
M={zxeM:Ax)} U{x € M:—-A(x)} Satz von ausgeschlossenen Dritten

= ~(VzeM:A(x) <{zecM:Al)}+M
s{reM:-Ax)} #0
& dr e M:—A(w)

ii) folgt wieder analog. O

1.3 Funktionen

Aus der Schule bekannt: y = f(z) =x — 2%, -1 <2 <1

Definition 1.3.1. FEine Funktion (Abbildung) f : X — Y (X,Y Mengen) ordnet
jedem Element x € X genau ein ,Bild“y = f(x) €Y zu. Jedes Element z € X mit
y = f(z) heisst ,,Urbild“ von y.

BEMERKUNG: Eine Funktion besteht also aus
i) dem Definitionsbereich (hier X)

ii) dem Bildbereich (hier Y)
iii) der Abbildungsvorschrift (hier x — f(z))

BEISPIEL:

i) a) f:R—=R, o
by f:[-1,1] =R, z—z—2°

ii) g:R—[-1,1], x> cos(x)

ii) h:R—1[0,00], x> 22

i) a), b) sind verschiedene Funktionen, da die Definitionsbereiche verschieden sind.

Funktionen kann man durch ihren Graphen darstellen.

G(f) ={(z,f(z)):x e X} C X xY

Komposition von Abbildungen




f: X—=Y ¢g:Y—>Z7
Definiere: go f : X — Z, x — g(f(z))

BEISPIEL:

h: RoR et
f: R=>R z— 22

g: R>R z—e€”

Damit folgt h = g o f.
Satz 1.3.1. Fir Abbildungen f: X —Y, g:Y = Z, h:Z —> W gilt:

ho(gof)=(hog)of.

Beweis: Um zu zeigen das zwei Funktionen identisch sind, muss man zeigen das der
Definitionsbereich, der Bildbereich und die Abbildungsvorschrift identisch sind.

Definitionsbereich und Bildbereich sind offensichtlich identisch. Weiter gilt fiir alle
x e X:

(ho(go f))(x)=h((go f)(x)) =h(g(f(x))) = (hog)(f(x)) = ((hog)o f)(x)

O

Definition 1.3.2. Sei f: X — Y eine Abbildung.

i) [ heisst surjektiv, fallsVy € Y Jz € X mit f(x) =y

it)  f heisst injektiv, falls Vri,x0 € X : f(21) = f(x2) = 1 = 22

oder:Vxy,xe € X : 11 # w9 = f(x1) # f(x2)

iii)  f heisst bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
BEISPIELE:

f:R—[0,00), T 22 surjektiv, nicht injektiv, z.B. f(—=1) = f(1) =1

g:R— R, x — z? nicht surjektiv, es ex. kein x € R mit g(z) = —1

h:[0,00) = [0,00), x> 22 bijektiv

i:R\ {0} — R, z ! injektiv aber nicht surjektiv

j:R\ {0} - R\ {0}, azw— a2t bijektiv

k:R—R, x— x—a° surjektiv aber nicht injektiv

1:(=%,%) = (-1,1), x~—sin(z) bijektiv

BEMERKUNG: Ist f bijektiv, so kénnen wir eine Abb g : Y — X definieren, welche
jedem y € Y das eindeutig bestimmte Urbild x € X unter f zuordnet. Es gilt:

go f=idy (idy : X - X,z )
fog=idy



g heisst Umkehrabbildung von f. Notation: g = f~1

Weitere Erklarung: Sei y € Y, f surjektiv=3Jz € X : f(zx) =y

Wir méchten definieren: g(y) = x (Annahme: 3x1, 20 € X : f(z1) = f(22) =)
f surjektiv + injektiv = 3lx € X : f(z) = y = ¢g(y) = x wohldefiniert

= go f =idy denn g(f(z)) ==

Satz 1.3.2. Sei f : X = Y eine Abbildung. Dann gilt:
i)  finjektiv = 3dg:Y — X mitgo f =id,

it)  f surjektiv = 3g:Y — X mit fog=id,
i) f bijektiv = 3g:Y — X mit go f =id, und fog=id,.

Beweis: i) Vy € f(X) :={f(z):x e X} CY 3! Urbild « € X von y.
Definiere in diesem Fall g(y) := z
Sei weiter xo € X beliebig und setze g(y) = xo Yy ¢ f(z)

Damit ist g : Y — X wohldefiniert und es gilt: g o f = id,. O

Urbild-Funktion
f: X =Y Abbildung, AC X, BCY
f(A) :={f(z) :x € A} C Y heisst Bild von A

Definiere die Urbildfunktion f=!: P(Y) — P(X) durch

fYB):={zeX:f(z)e B} C X.

BEMERKUNG: Fiir diese Defintion muss f nicht bijektiv sein.

BEISPIEL:

f:l-1,1] =R, f(z) =z —2% B={0} = f4(B)={-1,0,1}
- fos(Jg)) - - {0 )

Satz 1.3.3. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann bijektiv, wenn f~*({y}) fir
alle y €Y aus genau einem Element besteht.

1.4 Aquivalenzrelationen

Sei X eine beliebige Menge.



Definition 1.4.1 Eine Bezichung ,,~“ auf X heisst Aquivalenzrelationen, falls gilt:
i)  Reflexivitdt: Vee X: T~T
ii) Symmetrie: Ve,y e X : T~y Yy~
iii) Transitivitit: Ve,y,z2€ X: x~y, y~z=>1x~2

BEISPIEL:

i)  “=“ auf beliebigen Mengen
ii)  Aquivalenz-Aussagen (Ubung)
iii) Reste Modulo p:
Sei p € N fest fiir m,n € Z definiere m ~ n, falls m = n + kp fir ein k € Z

1) m~m wéhle k =0

2) m~n =>dkeZ:-m=n+kp=3dkeZ:n=m—kp
=3JkeZ:n=m+ (=k)p
=>n~m

3) m~nn~Il =3ki,ko€Z:m=n+kp, n=1+kap
=m=I1+ (ki +k)p =m~1

Sei ,~“ Aquivalenzrelation auf X und sei # € X. Die Menge [z] := {y € X : z ~ y}
heisst Aquivalenzklasse von X. Es gilt:

1) Vy € [z] : [y] = []

Beweis: ,C“ (es soll gezeigt werden, dass [y] C [z])
Sei z € [y], also y ~ z. Da x ~ y folgt aus der Transitivitit von ~ z ~ z = 2z € [z].
»D“ (es soll gezeigt werden, dass [z] C [y])

yelz]=z~y=y~az=xc [y]. Wie oben folgt damit [z] C [y]. O
)vye X ydlz]=[yN[z] =0

Beweis: (indirekt)
Sei y ¢ [z] und z € [z] N [y]

Aus 1) folgt: [z] =[2z] =[y] 2 ¥ O

Satz 1.4.1. Eine Aquivalenzrelation auf X definiert eine disjunkte Zerlegung von
X in Aquivalenzklassen.

10



2 Axiome der Reellen Zahlen und
vollstandige Induktion

2.1 Axiome der Reellen Zahlen

Gegeben seien die Strukturen

i)  +, welche a,b € R a+ b € R zuordnet
ii) -, welche a,b € R a-b € R zuordnet
iii) eine Relation a > b die fiir a,b € R zutrifft oder nicht

Korperaxiome

Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+(b+c¢) (a-b)-c=a-(b-c)
Kommutativgesetz: a+b=0b+a a-b=b-a
Distributivgesetz: a-(b+c¢)=a-b+a-c

neutrales Element: es gibt 0 € R, 1 € R mit 1 # 0, so dass

0 : neutrales Element der Addition: Va € R gilt: a+ 0=«

1 : neutrales Element der Multiplikation: Va € R gilt: a -1 =a

Inverses Element: Va € R 9 Losungen z,y € Rvona+x =0, a-y=0Va #0
BEMERKUNG:

1) Eine Menge K mit Verkniipfungen +, - welche obige Axiome erfiillt, heisst Korper.
Die Menge der reellen und rationalen Zahlen erfillen diese Axiome.

2) Die neutralen Elemente 0 und 1 sind eindeutig bestimmt. Seien z.B. 01, 02 neutrale
Elemente bzgl. der Addition

= 07 =01 +03 =094 07 =09

3) Inverse Elemente sind auch eindeutig bestimmt. Seien dazu z1, zo Losungen von
a + x = 0. Damit folgt aus den Koérperaxiomen

ri=r1+0=x1+(a+m22) = (r1+a)+22 = (a+1)+22=0+22 =22+0 = 22

4) Wir bezeichnen die Losung x von a + x = 0 mit —a, sowie die Losung y von
a-y =1 mit % bzw. a1

Definiere: a —b:=a+ (-b), 4 :=a- 3

11



Satz 2.1.1. Fiir a,b € R gelten:

—(-a)=a —(a+b) = (=a) + (-b)
(ail)il =a (a-b)t=a"t-b7t fira,b#0
a-0= a-(—=b)=—(a-b)
(—a)-(=b)=a-b a-(b—c)=a-b—a-c

a-b=0=a=0 oderb=0

Beweis:
(—a)+a=a+(-a)=0 = —(—a)=ua
a-0+a-0=a-(0+0)=a-0 =a-0=0
1 1
Seia#O#O:(a-b)-a:(a-c)-b:b =a-b=0.
O
Anordnungsaxiome

i) Fur jedes a € R gilt genau eine der drei Aussagen: a >0, a =0, a <0
ii) Aus a,b> 0 folgt: a+b>0und a-b>0

BEMERKUNG: Statt —a > 0 schreiben wir ¢ < 0 und statt a — b > 0 schreiben wir
a>b.

Satz 2.1.2. Fiir a,b,c,d € R gelten:

1) Fiir a,b € R gilt entweder a > b, a =b oder a < b
2)a>b, b>c = a>c

a+c >b+c Ve e R
3)a>b = a-c >b-c Ve>0

a-¢c <b-c Ve < 0

at+c >b+d

4)a>b,6>d${a.c >b-d  fallsb,d>0

5)a#0 = a?2>0
6)a>0 = 1>0
Na>b>0 = 1<

S =

Beweis: 2) a—c=(a—b)+(b—¢c) >0

3a-c—b-c=(a—b)-c>0 VYe>0

a-a falls a > 0

(—a) - (—a) falls a < 0

6) L= (%) a>0. 0

a

5) a® =

12



Definition 2.1.1. Der Betrag von a € R ist definiert durch

la = a, fallsa>0
"] - a, fallsa<O0

Satz 2.1.3. Fiir alle a,b € R gilt:

1) | —a|=la|, a <|al

2)la| >0 und|a|=0 = a=0

3) |a- bl = |a] - |b|

4) la+0b| <la| +1|b| (Dreiecks - Ungleichung)

9) la— bl = [la] — [b]] .

6) V6 >0: 2|ab| < a® + % (Young’sche Ungleichung)

_ —a > — <
Beweis: 1) — a| — { a, falls —a >0 _ { a, falls a <0

—(—a), falls —a <0 a, falls a > 0

0, falls a > 0 >0

Und |af —a = { (—a)+ (—a), fallsa<0 —

2) und 3) Klar!
4) la+b==x(a+b) =ta+b<|a|l+ |b|
6) Ohne Einschriankung (o.E.) gelte: a >0, b >0

Sei € := /4. Dann gilt:

b\? b2 b2
OS(ECL—) 262a2—2ab+—2:5a2—2ab+—.
15 € 1)

Damit erhalten wir wie gewiinscht
2

b
2|ab| = 2ab < da” + 5

Ist @ < 0 oder b < 0, so wenden wir obiges Argument auf —a bzw. —b an.

2.2 Vollstandige Induktion

Induktionsprinzip

Sei M C N eine Menge mit den Eigenschaften
1) 1eM
2) neM = n+1eM

dann gilt schon M = N.

13
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Satz 2.2.1. Gegeben seien Aussagen A(n) fir alle n € N. Es gelte:
i) A1) ist wahr
it) A(n) ist wahr = A(n+ 1) ist wahr.

Dann sind alle Aussagen A(n) wahr.

Beweis: M = {n € N: A(n) ist wahr}
i) =1eM
i) neM = n+l1leM

Induktionsprinzip = M = N. O

BEISPIEL: Arithmetische Summe

n
Behauptung: A(n) : 14+2+3+4+...4+n= >k :%istwahrVneN
k=1

Beweis:

1. Schritt: A(1) : 1= w ist wahr

2. Schritt: angenommen A(n) ist wahr. Dann gilt

1424344+ 404 (n+1) =200 4 (4 1) = dn42)

d.h. A(n + 1) ist auch wahr = A(n) ist wahr Vn € N!

Satz 2.2.2 (Bernoullische Ungleichung). Firz € R, x > —1 und fir allen € N gilt:

(I1+2)" > 1+ nz.

Beweis: 1. Schritt: n=1: 1+ >1+x v/

2. Schritt: n — n + 1:

x> —1 = 14+ x>0 und damit folgt

(14z2)" = (14+2)(1+2)" > (1+2)(1+nz) = 1+(n+Daz+nz? > 1+ (n+1)z. O

Definition 2.2.1. Firn € Ny definiere n! induktiv durch:
O=1, (n+)!=Mn+1n! = nl=1-2-3-...-n.
Fiir x € R, k € Ny definiere den Binomialkoeffizient (7) durch

r\ x-(x—-1)-...-(z—(k-1)) . AN
<k:> = i fir k e N, <O> =1

BEMERKUNG:

fir x € Ng und k >z

o~

N—
7N
EN ]
N——

|

o

3

n!
Y - . <
ZZ)(k) F(n — )] fir n,k € Ng und k <n

14



Satz 2.2.3. Fiir alle k € N und z € R gilt:
r+1) x n x
k k-1 k

Satz 2.2.4 (Binomischer Lehrsatz). Fir alle a,b € R und fir alle n € N gilt:

(a+0b)" = 2”: (Z) akprk

k=0

Beweis: Siehe Ubungen!

Beweis: Induktionsanfang n = 1:

1
(a+b) = Z (;) I

Induktionsschluss n — (n + 1):

(@+b)"™ = (a+b)"- (a+b) = (a+b) zn: (Z) akpnk

k=0

_ ~ (n k+1pn—k ~ (n kpn—k+1
R 3 ]

k=0

n—1 n
_ ntl ) 1=k ) Jkpn—ktl gl
e (et B (e

— gt 4 Z (k; n 1) akpn—k+1 4 Z (Z) akpr—k+1 4 pntl
N k=1

n n kin—k+1 n+1
(k:—1>+<k>]ab +b

L 1
_ an-i—l + Z <n+ )akbn—k-i-l + bn+1

k=1
=a" + 2”:

k

1
n+1

_ i (” + 1) akpr—ht1

— N )

15



BEISPIEL:

n=2: (atb) Z()

( > 0b2—0 + (i) ale—l + (3) a2b2—2

= b% + 2ab + a®

Satz 2.2.5. Es gibt kein r € Q mit r? = 2!

Beweis: Annahme: 3r = 2 € Q mit r? = 2.

0.E. (ohne Einschrankung) gelte: p und ¢ sind teilerfremd.

Aus r? = 2 folgt p? = 2¢%. Damit ist p? und also auch p gerade.

Schreibe z.B. p = 2k mit k € N.

Setzt man dies in die obige Formel ein, so folgt 4k% = 2¢°.

Damit ist also auch g gerade und dies ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Definition 2.2.2. Eine Menge D # () heisst abzihlbar, falls eine surjektive Abbil-
dung f : N — D existiert.

Satz 2.2.6. Z und Q sind abzdhlbar!

Beweis fiir Z: Definiere f : N — Z durch
=15 Genlan hen
Behauptung: f ist surjektiv.

Sei dazu | € Z beliebig. Ist

1) 1 >0danngilt: f(2l4+1)=1

2) 1< 0danngilt: f(—20)—1  Dehauptung. =

16



3 R", C und Polynome

3.1 R"

Definition 3.1.1. Vektorraum
Ein (K —) Vektorraum (V,+,-) ist eine Menge V' mit einer Addition + : V XV — V
und einer Skalarmultiplikation - : K xV — V', so dass gilt:

e 2+ (y+2)=(r+y) +2Vr,y,zeV

e z+y=y+axVr,yeV

e eV :iz+0=axVzxeV

e VxeV yeV:izx+y=0

e alz+y)=ar+ayVaeK z,yeV

e (a+b)x=ax+bxVa,beK zeV

e a(bx) = (ab)z Va,beK, x €V

e l-x=xVxreV 1 : neutrales Element beziiglich - in K

BEISPIEL:

R"={z=(21,...,25) 1 2; € R V1 <7 <n} ist ein R—Vektorraum
r+y=(r14+y1,. ..., Tn+Yn) ax = (axy,...,ax,) Ya € R
x=(Z1,...,2p)

Y= (Y1, Yn)

Kanonische Basis ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) 1 <i<n

Jeder Vektor z = (x1,...,2,) € R" ldsst sich eindeutig als Linearkombination
n

= (x1,...,2n) =x16] + ...+ Tpe, = > z;e; darstellen. (Standardbasis)
i=1

Skalarprodukt fir x = (z1,...,2,) € R,y = (y1,...,yn) € R" definiere
n

Ty =<x,Y>:=x1Y1 + ...+ TpYn = levlyl eR
=

Es gelten:
SP:i) z-y=y-x Symmetrie
SP:ii) z-(y+2)=xz-y+ax-2z BiLinearitat
SP:iii) z-(ay) =a(x-y) Va € R

17



BEISPIEL: x = (2,0,3), y = (-3,1,2) = x-y=—-6+0+6 =0 d.h. z und y sind
orthogonal.
Dies gilt auch fiir e; - e; = 0 Vi # j.

Euklidische Norm
|z := Vo z =[x}

=1

BEISPIEL: i) |le;|| = 1 V1 < i <mn, d.h. ¢; sind paarweise orthogonal und auf Lénge
1 normiert, sie sind orthonormal.

ii) Satz von Pythagoras: Seien z,y € R" orthogonal, d.h. -y =0
= lle+yll’=(z+y) - (+y) =z 2420 y+y-y=z-z+y-y= ||’ +|y|’

Satz 3.1.1. Fir die euklidische Norm gilt:

i) VYreR": |z]| >0 und ||z]| =0 = =0
it) Y eR" aceR: |az|=]la|l|z]
ii) Va,y € R": [z +yll <zl + [yl

Beweis:

i) |lz|| >0 folgt direkt aus Definition der Norm

[z =0 = Z«T?ZO = ;,=0V1<i<n = =0
1=1

n n
) llaz| = | Y (ax:)? =\ |a? Y a? = |a] ||z]|
=1 =1

i) |z+yl>=(@+y) - (@+y)=z-2+2x-y+y-y
2 2 2
< l=l1” + 2|zl lyll + lylI = (=l +[lyl)”,

wobei im letzten Schritt Satz [3.1.2] benutzt wurde. O

Satz 3.1.2 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Fir alle xz,y € R" gilt:

|-y < [l - [yl

und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn y = Ax fir ein A € R.

Beweis: o.E.: 0 (sonst sind beide Seiten gleich 0)
Schreibe: y = 12 (L o)+ (v =1 () = ol + ot
Es gilt: z -yt = —%(% =z-y—x-y=0.

Damit folgt auch y” (| e Yz -yt =0.
Aus dem Satz von Pythagoras erhalten wir also

x .
'uﬁ(‘ = "] < VI 1P + 112 = st + 52 = o
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Also gilt: [ - y[ < [lf| [y

Gleichheit gilt, falls

[ = VI + 1wt 1P & v =0,

also genau dann, wenn

xr
y= (5 e =z
El

Hlit )\ — 1”2 . y. D

llz

Euklidische Metrik
Fir z,y € R" definiere d(z,y) := ||z — y|| (,Abstand®)
Es gilt fiir alle z,y,z € R®

i) d(z,y) >0 ,d(z,y) =0& =1y
i) d(z,y) = [l —y|| = [|-(y —2)[| = | = 1] - [Jly — z|| = d(y, x)
iii) d(z,2) = |z — 2| = [[x —y +y — 2| < |z —y| + ||y — 2| = d(z,y) + d(y, 2)

32 C

Auf dem R-Vektorraum haben wir eine Addition

R?: +: (a,b),(c,d) = (a4 c,b+d) € R?

und wir definieren zusétzlich eine Multiplikation:

Komplexe Multiplikation - : (a,b), (c,d) — (ac — bd,ad + bc) € R?

Ausage: (R%, +,) ist ein Kérper (Korper der komplexen Zahlen)
Neutrales Element beztiglich - : (1,0)

[(1)0) : (CL, b) = (CL, b)]
Inverses Element beztiglich - : (a,b) # (0,0)

—b 2 b2 b b
(a,b) (a21b27 a2+b2) = (GQin + a2+b2’_a2a+b2 + a2(:,b2) = (170)

BEMERKUNG: Wir kénnen R in C ,Einbetten*.
Rz — (x,0)eC

Es gilt:

r+y—(x+y,0) = (z,0) + (y,0)

Skalarmultiplikation in R?
a€R a(z,y) = (az,ay) = (a,0)(z,y)

Jetzt identifizieren wir den Standardbasisvektor e; = (1,0) mit der Zahl 1 € R.
Weiter setzen wir ¢ := ez = (0,1) (,imagindre Einheit*)
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= 2 =(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1
Damit gilt fiir jedes z = (z,y) € C: z =ze; + yes = x + iy
Realteil: R(z) 1=z

Imaginirteil: 3(z) :=y

Konjugation: Sei z = z + iy, dann ist Z = x — iy € C die zu z konjugierte Zahl.

Es gilt:
i) 2-Z = (z+1y)(z —iy) = 2° — izy + izy — i*y>
— 2% 4y
2
= |2l
i1) V2129 €ECi21 F 29 =721+ 22
Z1- 22 = 71 - Z22,denn
7122 = (21 +iyn) (w2 + iy2) = [m122 + i(22y1 + T1Y2) — Y12
= 2122 — Y1y2 — i(T2y1 + 21Y2)
z1 -7 = (21 — iy1) (22 — iy2) = 2122 — y1y2 — {(T2y1 + 2192)
Folgerung:
i) Vz € C\ {0} gilt: 271 = ”5”2
i) lowl? = (20) - (7w) = 2w+ (= W)
_ — 2 2
=(2-2) - (w-w) = [|z]* lw]|
= lzwll = [|z]| - [Jw]  Vz,weC
Im Folgenden schreiben wir: ||z|| = |z|
BEISPIEL:
2—4 2 1
. 9 N _s_ 1
DR+ =755
241 . N1 241 240 . .
=24 D)(2—i) = : e T R
22)271 (2414)(2 —1) 5= 2 ( + 4i) + =i

3.3 Polynome

In diesem Abschnitt sei K =R oder K = C.

Definition 3.3.1. p : K — K heisst Polynom vom Grad n € Ny, falls ag, a1, ...a, €

K ezistieren mit a, # 0 und p(z) = 3. apz® fir alle z € K.
k=0

Lemma 3.3.1. Sei p : K — K ein Polynom vom Grad n € Ng mit Koeffizienten
ap,ai,...,an € K, an # 0. Ist p(A\) = 0 fir ein A € K, so existiert ein Polynom
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q: K — K vom Grad (n — 1) mit Koeffizienten by, b1, ...,bp—1 = an, so dass gilt:

p(2) = (2 — ANq(2).

Beweis: Es gilt fiir alle k € N (siehe Ubung):

k
PARSDUESN Y Z/\k_jzj_l.
j=1
Damit erhalten wir
n n k o
p(z) =p(z) — p(\) = Z ap(2F = N = (z = \) Z Z ap\FI i1
k=0 k=0 j=1

Indem man nun ¢ durch

n k o

q(z) == Z Z apNF I =g+ by 2T
k=1 j=1

definiert, folgt
p(2) = (2 = Ng(2)-

Die Potenz 2"~ ! entsteht in der Definition von ¢ nur fiir j =k =n = b,_1 = a, #
0. O

Lemma 3.3.2. Seip: K — K ein Polynom vom Gradn € Ny. Dann hat p héchstens
n Nullstellen.

Beweis: Induktion iiber n € Np:
n=0:= p(z) =ag #0 = p hat keine Nullstellen vV

n—1—n: Sei p ein Polynom vom Grad n

Fall i): p hat keine Nullstelle = fertig!

Fall ii): p hat eine Nullstelle A € K = p(z) = (2 — \)¢(z) wegen Lemma und
q: K — K ist ein Polynom vom Grad (n — 1)

Induktionsvoraussetzung (IV):

= ¢ hat hochstens (n — 1) Nullstellen

= p hat hochstens n Nullstellen O

Satz 3.3.1. Seien p,q : K — K Polynome vom Grad n bzw. m, d.h. es gilt mit
Gy by £ 0

n m
p(z) =) @iz, g(z) = bgz"
i=0 k=0
Ist p(\;) = q(\i) fir paarweise verschiedene Ay, ..., N\ € K mit | > max {n,m}, so

folgt m=nunda; =b; V1<i<n.
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Beweis: Ware m # n oder a; # b; fiir ein 4, so wire p — ¢ ein Polynom vom Grad
hochstens max {n,m} mit I > max {n,m} Nullstellen Aq,...,\;. zu Lemma
3.3.2 O

Lemma 3.3.3. Seip: K — K ein Polynom vom Grad n. Dann besitzt p die ein-
deutige Darstellung

p(z) =(z—=A)" .- (2= M) -q(z)  VzeK,

wobei A1, ..., A\ die Nullstellen von p mit Vielfachheit v; € N sind, und g ein Poly-
k

nom vom Grad n — > v; € {0,...,n} ist. Weiter gilt q(z) # 0 Vz € K.
i=1

Beweis: Existenz: Folgt iterativ aus Lemma |3.3.1
Eindeutigkeit: Sei fiir alle z € C

p(2) == )" (z2= )" q(z) =(z =AM oo (2= )P - U(2)
Ohne Einschriankung gelte vq > pp. Dann folgt fiir alle z € K\{\;}
(2= (=) (=) q(z) = (2= X)2 - Lo (2= AP - U(2).

Beide Seiten sind Polynome und aus Satz folgt damit, dass beide Seiten sogar
fir z = Ay iibereinstimmen miissen. Dies impliziert sofort ;1 = p1. Analog folgt
Nach Division erhalten wir damit

q(z) =1(z) V2 e K\ {\1,..., A}
Aus Satz folgt dann wieder
q(z) =1(z) Vz € K.
O

Satz 3.3.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Polynomp: C — C
besitzt eine Nullstelle!

Beweis: Folgt spéter. O

Lemma 3.3.4. Jedes Polynom p : C — C vom Grad n mit Koeffizienten a; €
C 0 < i < n, zerfallt <iber C in Linearfaktoren, d.h. es existieren Ay, ..., A\ € C und
Vi,...,vx €N, so dass fir alle z € C gilt:

p(z) = an(z — M) - ooo- (2= Ag)™*.
k
Weiter gilt: > v; = n.
i=1
Beweis: Folgt direkt aus Lemma und Satz O
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4 Konvergenz und Vollstandigkeit von R

4.1 Vollstandigkeit

Definition 4.1.1. Sei M C R und M # (.
M heisst nach oben (unten) beschrinkt: < Iy eR Ve e M :x <~ (x > 7).
In diesem Fall heisst v obere (untere) Schranke von M.

FEine obere (untere) Schranke v von M mit v € M heisst Mazimum (Minimum).
Notation: max M (min M)

BEISPIEL:

1) M = [1,2], mazM = 2, minM = 1

2) M = (1, o0) ist nicht nach oben, aber nach unten beschrénkt. (Minimum existiert
jedoch nicht, da 1 nicht in M).

Definition 4.1.2. Ist v obere (untere) Schranke von M mit v <75 (y > 7) fir jede
andere obere (untere) Schranke ¥ von M, so heisst v Supremum (Infimum) von M.

BEMERKUNG: Ein Maximum (Minimum) ist immer auch Supremum (Infimum).
Notation: Supremum von M : sup M (Infimum von M : inf M)
Es gilt: sup M = max M < supM € M

BEISPIEL: 1) M = [1,2)
Beh.: 1 = min M = inf M und 2 = sup M. max M existiert nicht.

Beweis: Man sieht sofort, dass 2 eine obere Schranke von M ist.
Sei jetzt ¥ < 2. Im Fall ¥ < 1 kann 7 keine obere Schranke sein, denn 1 € M.

Isty>1soist ¥ < # € M. In diesem Fall kann 7 also auch keine obere Schranke
sein. Insofern ist 2 tatséchlich die kleinste ober Schranke (also das Supremum) von
M. O

) M={1-1:nen}
Beh: inf M = min M = 0 und sup M = 1. max M existiert nicht, denn 1 ¢ M.

Es ist einfach zu sehen, dass 1 eine ober Schranke von M ist. Fiir alle € > 0 ist die
Zahl 1 — ¢ keine obere Schranke von M, denn mit Hilfe von Satz erhdlt man
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die Existenz eines n € N mit der Eigenschaft

1 1
l——>1—¢ & > —.
n n
Insofern ist 1 die kleinste obere Schranke von M.

Vollstandigkeitsaxiom
Jede nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von R hat ein Supremum.

Lemma 4.1.1. Aquivalent zum Vollstindigkeitsaziom ist: Jeder nichtleere nach un-
ten beschrankte Teilmenge von R hat ein Infimum.

Satz 4.1.1. (Archimedische Eigenschaft von R) Es gelten
i)Vr e R" IneN:n>r
ii)Ve>03IneN: L <e.

Beweis: Zuerst zeigen wir die Implikation ¢) = ii). Dazu sei € > 0. Nach i) existiert
ein n € N mit
n> 1
€
oder

1
— <e&.
n

Wir miissen also nur noch i) beweisen. Dazu nehmen wir an, dass ein » € R™
existiert, so dass fiir alle n € N gilt:

n<r,

d.h. N ist beschréankt. Nach dem Supremumsaxiom existiert also ein s = supN € R
mit der Eigenschaft
n+1<s V neN.

Dies impliziert aber
n<s—1 V neN

und damit ist auch s — 1 eine ober Schranke, im Widerspruch zu s = supN. Also
war unsere Annahme falsch, und damit ist i) bewiesen. O

4.2 Folgen

BEISPIELE:
i) Fibonacci-Folge: 1,1,2,3,5,8,13,...
Diese Folge ist fiir alle n € N rekursiv definiert durch

ap=1, a1 =1, apy1 =an + ap_1.
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ii) Zinsfaktoren bei %—tel jéhrlicher Verzinsung.

1

Wir werden zeigen, dass a, konvergiert, und den Grenzwert bezeichnen wir mit e,
der Eulerschen Zahl.

iii) Geometrische Reihe: Fir alle n € N betrachte

snzl—l—q—l—qQ—i—...—i—q":qu.

Grenzwert einer Folge
Sei (an)neny = (a1,ag,...) Folgein R, a € R

Definition 4.2.1. i) (an)nen konvergiert gegen a fiir n — oo, falls gilt:
Ve>03ng=np(e) eN Vn>ng:la, —al <e.

Wir schreiben a = 1i_>m an oder a, — a. a heisst Grenzwert oder Limes der Folge.
n o0

it) (an) heisst konvergent, falls die Folge einen Grenzwert besitzt. Ansonsten heisst
ste divergent.

BEISPIELE:

i) a) a, = 2 ¥n € N. Behauptung: a,, — 0.

Beweis: Sei € > 0. Nach Satz existiert ein ng € N, so dass gilt:

1
— <e.
L

Fiir alle n > ng gilt damit
1 1
—e< < —-—< — <g,
n no

also
1
|——0] <e.
n

b) Analog argumentiert man fir a,, = \/g — 0
Wiederum nach Satz [£.1.1] existiert fiir alle € > 0 ein ng € N mit

1 1
ng > — <& Jnog > —.
0~ 2 0~ %
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Damit folgt fiir alle n > ng
1

— < &
n A/ 1o ©
0.

ii) Sei ¢ € R mit 0 < ¢ < 1. Dann gilt: ¢" —

0<

IN

-

Beweis: Sei € > 0 und schreibe % =149 mit § > 0.

Mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung, Satz schitzen wir fiir alle n € N ab:

1 /1\" .
— = (=) =(1+68)">1+ns>né.
q q
Damit gilt fiir alle n € N
1
0<q" < —.
=05
Nach Satz existiert ein ng € N mit
- 1
no > —.
07
Insgesamt folgt damit fiir alle n > ng
1 1
0<¢"<—=<—<e.
T = nd — ngd c
O
iii) a, = (—1)" ist divergent.
Fiir alle a € R, n € N gilt:
lan, — a| + |ap+1 — a| > |ap —a+a—apn—1| = |ap — ans1] = 2.

Es kann also insbesondere kein a € R existieren, welches die Abschitzung |a,—a| < 1
fir alle n > ng erfillt. Also ist die Folge divergent.

iv) a, = n ist divergent, denn fiir alle a € R existiert nach Satz ein ng € N
mit
a—+1<ng.

Fiir alle n > ng gilt dann
lap, —al=n—a>nyg—a>1
und damit ist a,, divergent.

Satz 4.2.1. Die Folge (ay,) konvergiere sowohl gegen a € R, als auch gegen b € R.
Dann gilt a = 0.

Beweis: Wir nehmen an das a # b ist, und wir definieren ¢ := @ > 0.
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Weiter wéhlen wir ng € N so, dass fir alle n > ng gilt
lan, —a| < e, |a, —b| <e.
Damit erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung den Widerspruch
2e =|la—0b| < |ap —a| + |an, — b| < 2e.
O

Satz 4.2.2. Seien (a,) und (by,) konvergente Folgen mit Grenzwerten a bzw. b. Dann
konvergieren auch die Folgen (a, + by), (anby) und es gilt:

i) ap +by —>a+b
it) anby, — ab
i11) Gilt zusdtzlich b # 0 # by, fir alle n € N, dann gilt auch Z—: — %

i) Ist ap < b, VYn € N so gilt a < b.

Beweis: Zu € > 0 wahle ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt:

lan, —al <e, |b,—b| <e.

zu i) Fiir alle n > ng schétzen wir mit der Dreiecksungleichung ab:
[(an + bp) — (a4 b)| < |ap, —a| + |by, — b| < 2e.
Da € > 0 beliebig war, folgt damit die Konvergenz a,, + b, — a + b.
zu ii) Ohne Einschrinkung sei ¢ < 1. Dann gilt fiir alle n > ng:
|bn| < by, — 0] + |b] < 1410
Damit erhalten wir wieder aus der Dreiecksungleichung fir alle n > ng

|anb, — abl =|(an — a)by, + a(b, — )|
<|ballan — al + |al[bn — 0]
<1+ [b] + |a|)e

und da € > 0 beliebig war, folgt damit wieder die gewiinschte Aussage.

iii) Wir betrachten zuerst den Spezialfall a,, = a = 1.

Ohne Einschriankung sei diesmal 0 < ¢ < @. Damit gilt fir alle n > ng

b
!bn\=!bn—b+b\zyby—|bn—bygyb|_€2|2|
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und
L fb—ba _ 2

1
o =l = e < e
b b bl < TP

Da € wieder beliebig war folgt b, ! — b1

Im allgemeinen Fall benutzen wir die gerade bewiesene Aussage und i7) und erhalten

n 1 1 _a
b, b, Y T b

iv) Ist a > b so folgt mit 2¢ := a — b > 0 fiir alle n > ng:
a<anpt+e<b,+e<b+2=a.

Dies ist ein Widerspruch und damit muss a < b sein. O

BEMERKUNG: Aus a, < b, Vn € N folgt nicht a < b! Betrachte dazu die Folgen
an =0 und b, = % Es gilt: a,, < b, fir alle n € N, aber a,, — 0 und b,, — 0.

BEISPIEL:

1) lim ¢/n=1

n—oo

Beweis: Mit Hilfe der binomischen Formel, Satz[2.2.4] schliessen wir fiir alle z > 0
und n > 2:

Itz =3 (Z)»’Uk >1+nx+ (Z):vz > n(n2)$2 > %x?
k=0

Hierbei haben wir benutzt, dass n(n — 1) > 5 fiir alle n > 2 gilt.

Als néchstes wihlen wir z = -2 und erhalten

vn

2 n
14+ — >n>1
<+Jﬁ> ==

oder

2
1 — > Yn>1.
+\/ﬁ_\/ﬁ_

Aus dem obigen Satz und den vorherigen Beispielen folgt somit die Behauptung. O

2) lim nPq¢™ =0 fiir alle 0 < ¢ < 1 und fiir alle p € N

n—oo

Beweis: Wir definieren 0 < s := g/q < 1 und wir schreiben s = ﬁ, also ¢ =
1

7 1 > 0. Nach dem vorherigen Beispiel existiert ein ng € N, so dass fiir alle
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n > ng gilt:

Un<1+e.
Damit folgt
n = (sUn =(—
— q - 1 _'_5 (1 +€)p 9
denn —— < 1. O

()7

Definition 4.2.2. Fine Folge (a,) heisst nach oben (unten) beschrankt, falls gilt:
FbeR VneN:a,<b (b<ay,),

d.h. falls die Menge A = {a, : n € N} nach oben (unten) beschrankt ist.

Satz 4.2.3. Jede konvergente Folge (ay,) ist beschrankt.

Beweis: Wir setzen a = nh_}rrgo an und zu € = 1 sei ng € N so gewéhlt, dass fiir alle
n > ng gilt:
lan, —a| < 1.

Damit folgt fiir alle n > ng
lan| = |lan —a+al <la| + |an —a| < la| + 1.
Dies impliziert fiir alle n € N die Abschétzung
lan| < max{|a| +1,la1|,...,|an,—1]} =: 0.
O

BEMERKUNG: Die Umkehrung der obigen Aussage ist nicht richtig, wie das Beispiel
a, = (—1)" zeigt. Diese Folge ist beschrankt, aber nicht konvergent.

Es gilt aber der folgende Satz;

Satz 4.2.4. Sei (ay) eine nach oben beschrinkte und monoton wachsende Folge,
d.h. fiir ein b € R und fir alle n € N gilt:

1 <ay<...<ap<apy <...<b,

dann ist (a,) konvergent.

Die analoge Aussage gilt auch fiir eine nach unten beschrinkte und monoton fallende
Folge.

Beweis: Wir definieren die Menge A := {a,, : n € N} # (). Nach Voraussetzungist A
nach oben beschréankt (durch b). Aus dem Vollstédndigkeitsaxiom folgt die Existenz
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von

a = sup A = sup a,.
neN
Wir behaupten es gilt
a= lim a,.

n—oo

Sei dazu e > 0. Nach Aufgabe 4a) auf dem Ubungsblatt 3 existiert ein ng = ng(e) € N
mit der Eigenschaft, dass
Upy > a — €.

Aus der Monotonie der Folge folgt damit fiir alle n > ng

a—€<ap, <ap<supag =a<a-+te,
leN

oder dquivalent dazu:
lan, —al < e.

Dies impliziert die Behauptung und beendet damit den Beweis. O

Eine wichtige Anwendung des gerade bewiesenen Satzes ist die Folgende:

Eine Folge von Intervallen I,, = [a,, b,] C R heisst Intervallschachtelung, falls gilt:
i) Iny1 CI, VneN
i) | L] :==bp —an — 0

Satz 4.2.5. Jede Intervallschachtelung I, = [an,by,] enthdlt genau einen Punkt

a= lim a, = lim b,.
n—o0 n—oo

Beweis: Nach Vorraussetzung gilt fiir alle n € N
ar <az<...<ap < apy1 Kby <bpy << by < by

Also ist die Folge (ay) monoton wachsend und nach oben beschrénkt (durch by),
und die Folge (by,) ist monoton fallend und nach unten beschrénkt (durch ay).

Aus Satz folgt die Existenz von a = nh_)ngo an und b = 7~}I—>H§o by,

Mit Hilfe der Eigenschaft ii) einer Intervallschachtelung erhalten wir schliesslich
b, —a, — 0, also a = b. O

BEISPIEL:

1) Eulersche Zahl e

Wir betrachten die Folgen a,, = (1 +
das fir alle n > 2 gilt:

)n < b, = (1 + l)nﬂ und wir behaupten

2:(11S-'-San—lgangbngbn—lS'-‘Sb1:4-
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Dazu zeigen wir erstmal die Abschétzung

() L L) (et 1
- n)”)( n—1> ( n? )( n—l)

wobei wir im Schritt von der vorletzten zur letzten Zeite die Bernoulli’sche Unglei-

chung benutzt haben. Insgesamt zeigt diese Abschétzung das (a,) monoton wach-
send ist.

Ahnlich argumentiert man um zu zeigen das (b,,) monoton fallend ist.

Aus Satz folgt dann die Existenz von a,b € R mit
2<a=Ilima, <b=1imbd, <4.
Weiter gilt:

1<y = i (142 ) =1
a n

lim a,,

und damit definieren wir a = b =: e, die Eulersche Zahl.

2) Fiir ¢ > 1 definieren wir fiir alle n € N die rekursiv definierte Folge a; = ¢ und

1( +c> +c—a%
a = —|a — | = .
n+1 2 n . n 2an

Behauptung: Der Grenzwert a = lim a,, existiert und es gilt: a? = c.
Um die Behauptung zu zeigen gehen wir Schrittweise vor:
i) Es gilt a, > 0 fi alle n € N.

Dies folgt durch Induktion aus der Tatsache das a1 = ¢ > 1 > 0 und apy1 =
; (an + L) > 0, falls a,, > 0.

1 L
ii) Bs gilt a2 > c fiir alle n € N.

Wiederum benutzen wir Induktion: a? = ¢? > ¢, da ¢ > 1, und weiter

c—a2 2 c—a2 2
ai+1=<an+ o ") =ai+(c—ai)+< > ") > ¢
n n
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iii) Aus i) und ii) folgt direkt: a,, > 1 fiir alle n € N

iv) Es gilt a,4+1 < ay, fiir alle n € N, denn aus ii) folgt

2
c—a;

Gn+1 = Qp + < ap.

2a,

Aus iii) und iv) folgt die Abschétzung
1<apt1 <an <...< a1 =c.

Also ist (a,,) monoton fallend und nach unten beschrénkt. Aus Satz folgt somit
die Existenz von a = lim a,,.

Weiter folgt aus a1 = % (an + i) die Gleichung

(05
a=-(a+ =
2 a)’

oder

BEMERKUNG: Die fiir ¢ > 1 rekursiv definierte Folge a; = ¢ und
1 c
an+1:k((k_1)'an+aﬁ_1>

konvergiert fiir n — oo gegen {/c.

Im Folgenden sei (ag) eine Folge in R.

Definition 4.2.3. Sei A C N eine unendliche Teilmenge und sei N> n — I(n) € A
eine monotone Abzihlung von A. Dann heisst die Folge (a;)ien = (ayn))nen Teilfolge
von (ay).

BEISPIEL: i) Die Folge (a,) mit a,, = (—1)™ hat die konstanten Teilfolgen (az,) bzw.
(a2n71)'
ii) Die Folge b, = 2" ist eine Teilfolge der Folge a,, = n.

Definition 4.2.4. a € R heisst Haufungspunkt von (a,), falls (a,) eine gegen a
konvergente Teilfolge besitzt, d.h. falls A C N existiert mit a; — a (I — 00,1l € A).

BEIispIEL: Die Folge a,, = (—1)™ hat die Haufungspunkte +1.

Satz 4.2.6. Eine Zahl a € R ist genau dann Hdaufungspunkt der Folge (ay), falls
gilt:
Ve>0VnpeN Al >ng:la—al <e.
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Beweis: i) Falls aj — a mit | — oo und [ € A, so existiert offenbar zu jedem £ > 0
ein Iy € A mit
Vi>lg, leA: |a—aql <e.

Ist nun zusétzlich ng € N vorgegeben, so wéhle [ € A beliebig mit [ > max{ng,lo}.
Es folgt |a — a;| < &, und I > ny.

ii) Umgekehrt wahle /(1) = 1 und definiere {(n) (n € N) induktiv, wie folgt. Sei
n € N, und seien [(1) < I(2) < ... < l(n) bereits bestimmt. Es gilt dann automatisch
I(j)>j,1<j<n Zue=21>0und no=I(n)+ 1 existiert nach Annahme ein
Index I(n+ 1) :=1 > ng > I(n) mit |a — a;| < 1. Die so konstruierte Teilfolge i(n)
konvergiert offenbar gegen a.

Limes Superior, Limes Inferior

Sei (ay) eine beschriankte Folge, d.h. es existiert ein M € R, so dass fur alle n € N
gilt:
lan| < M.

Wir definieren fiir alle £ € N die Mengen Ay, = {a, : n > k}. Wegen dem Vollstin-
digkeitsaxiom existieren

¢, = inf ap, = inf Ay < sup Ay = supa, = b.
n2k n>k

Fiir beliebige Mengen A C B gilt inf A > inf B und sup A < sup B und daraus
schliessen wir wegen Ay, C Ay fiir alle k£ € N:

~M<cp<co< ... <cp <1 Sbppr b <L < by < by < M.

Also ist die Folge (b,) monoton fallend und nach unten beschriankt und die Folge
(¢pn) ist monoton wachsend und nach oben beschrénkt. Nach Satz konvergieren
also beide Folgen und damit existieren

b= lim b, und c¢= lim c.
k—o00 k—o00

Aufgrund der obigen Abschétzung folgt weiter b > ¢. Wir definieren

b= lim supa, =: limsupa,
k—00 >k n—00

und
¢ = lim inf a, =: liminf a,,.
k—ocon>k n—00

Ist die Folge (a,) nicht nach oben beschrinkt, so definieren wir

lim sup a,, := o0
n—oo
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und falls (a,) nicht nach unten beschriankt ist, so setzen wir

lim inf a,, := —o0.
n—oo

Lemma 4.2.1. b und ¢ sind Haiufungspunkte von (ay).

Beweis. Wir beweisen die Aussage fur b.

Sei ¢ > 0 und ng € N. Aus by = sup,>,a, — b folgt die Existenz einer Zahl
ko = ko(e), so dass fiir alle k > ky gilt

‘bk’ - b| <g,
d.h. fir alle k > kg gilt:

b—e<b,=supa, <b—+e.
n>k

Ohne Einschriankung sei ko > ng (sonst ersetze ng durch ky). Fir k = ko folgt fiir
alle I > kq:

ap < sup ap, <b+4+e<b+ 2e.
n>kg

Weiter existiert wegen Blatt 3, Aufgabe 4 a) ein [ > ko mit

a; > sup a, —€ > b— 2¢.

n>ko
Also existiert ein [ > kg > ng mit:
la; — b < 2e.
Aus Satz [£.2.6] folgt damit die Behauptung. O

Eine direkte Konsequenz des Lemmas ist der Satz von Bolzano-Weierstrass.

Satz 4.2.7 (Bolzano-Weierstrass). Jede beschrinkte Folge (ay,) besitzt eine konver-
gente Teilfolge.

BEMERKUNG: i) Sei die Folge (a,) beschrankt. Zu ¢ > 0 wihle ky = ko(g), so dass
fir alle k > kg gilt

c—e<c=inf a, <supa, =bp. <b+e.
n2k n>k

Fiir k = kg folgt damit fiir alle n > kq:
c—e<ap<b+e,
d.h. fiir alle bis auf endlich viele n € N gilt

an € (c—e,b+¢).
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ii) Aus i) folgt direkt das b der grosste und ¢ der kleinste Haufungspunkt von a(,)
ist.

iii) Ist b = ¢ so konvergiert (a,) konvergiert gegen b = c. iv) Gilt a, — a so
konvergiert auch jede Teilfolge von (a,,) gegen a.

Satz 4.2.8. Sei (ay) eine beschrinkte Folge. Es sind dquivalent:
i) an — a

i1) liminf a,, = limsup a,, = a

iii) Jede Teilfolge von (ay,) besitzt eine Teilfolge (a;)iep mit ap — a

Beweis: Der Beweis folgt aus obiger Bemerkung. O

Definition 4.2.5. Fine Folge (a,,) heisst Cauchy-Folge, falls gilt:
Ve >0 3ng €N, VYn,l >ng: |ay, —aq <e.
Satz 4.2.9. Jede konvergente Folge (ay,) ist eine Cauchy-Folge.
Beweis: Es gelte a,, — a und sei ¢ > 0. Wir wéhlen ng € N so, dass fir alle n > ng

gilt
la, —al < e.

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung schitzen wir damit fiir alle n,l > ng ab:
lan, — ai| < |an — a|] + |a; — a] < 2e,

also ist (a,) eine Cauchy-Folge. O

Die Umkehrung des Satzes ist auch richtig.

Satz 4.2.10. Jede Cauchy-Folge (ay,) ist konvergent.
Beweis: Zuerst zeigen wir das jede Cauchy-Folge beschrinkt ist. Dazu wéhlen wir
fiir e = 1 ein ng € N so, dass fiir alle n,l > ng gilt:

lan, —ai| < 1.
Setzen wir n = ng, so erhalten wir fir alle [ > ng

lay| = |a; — any + ang| < |a; — ang| + |any| < |an,| + 1.
Insgesamt gilt damit fiir alle [ € N
la;| < max {|ai],...,|ang—1, |an,| + 1|},

also ist die Folge beschréinkt.
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Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass, Satz [4.2.7] existiert damit A C N und
a € R mit
a;—a (Il —o00, l€A).

Zu € > 0 wihlen wir [y € N mit der Eigenschaft das fiir alle I > ly,l € A gilt
la; — a| < e.
Weiter wihlen wir ng € N so, dass fiir alle [,n > ng gilt
la; — an| < e.
Fir ein [ € A mit [ > max {lp,no} gilt also fiir alle n > ng
lan, —al < lap —ai| + |ag — a| < 2e

und dies zeigt die Konvergenz der Folge (a,). O

BEISPIEL: Wir definieren rekursiv a; = 1 und a1 = an+ T%H fur alle n € N. Damit

erhalten wir in geschlossener Form die harmonische Reihe

1 1 -

Fir alle n € N gilt die Abschdtzung

1 n 1 n +1 S 1 1
—_— et —>n— ==
n+1 n+2 2n — 2n 2

a2pn — Qp =

und dies zeigt das die Folge (a,,) keine Cauchy-Folge sein kann. Insofern kann (a,)
nach obigem Satz auch nicht konvergent sein.

BEMERKUNG: Fiir alle o > 1 konvergiert aber die Folge (sieche Blatt 5, Aufgabe 4)

n

1

k=1

4.3 Folgen in R und C

Sei (ay,) eine Folge in RY mit a,, = (a},...,a?) € R? und sei a = (a*,...,a?) € RY.

Satz 4.3.1. Es sind dquivalent: i) ap, — a, d.h. ||a, — al| = d(an,a) — 0 und

ii) Fiir allei € {1,...,d} gilt a, — a’.

Beweis: Zuerst bendetigen wir eine wichtige Abschitzung: Fiir alle 2 = (2!, ..., 2%) €
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RY gilt

d
i< i2 = < .
max [2'] < | ;Ix! Hw!\_\/glrg?gd\x!

Gilt jetzt a, — a, so folgt mit der obigen Abschétzung fiir alle 1 <7 <d

i —_—
n

lat — a'| <|lan — a| — 0.

Also folgt ii) aus i).
Umgekehrt folgt aus a?, — a' fiir alle 1 < i < d, wiederum aus obiger Abschiitzung

lan, — al] < ﬂlrgéiéid\a; —a'| = 0.

Insofern impliziert ii) auch i). O

Aus diesem Satz und den Satzen [4.2.9) und [4.2.10] folgt direkt der

Satz 4.3.2. FEs sind dquivalent:
i) (ay) ist Cauchy-Folge (d.h. ¥Ve >0 Ing € N Vn,l > ny : [la, — ai]| < &)
it) (an) ist konvergent

Definition 4.3.1. Die Folge (ay,) ist beschrankt falls gilt:

JeeR Vn e N:lay] <c.

Wir kénnen auch den satz von Bolzano-Weierstrass in R? zeigen.

Satz 4.3.3. (Bolzano-Weierstrass) Jede beschrinkte Folge (ay,) besitzt eine konver-
gente Teilfolge.
Beweis: Fir alle 1 <i < d und fiir alle n € N gilt:

] < llan]l < c.

Nach Satz [4.2.7] erhalten wir somit Teilfolgen N D A1 D ... D Ay =: A und Héu-
fungspunkte a’ € R, 1 < i < d, mit

al, > a' (n—>oo,n€ACA)1<i<d
Aus Satz folgt damit die Konvergenz

an — a (n — oo,n € A).
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4.4 Reihen

In diesem Abschnitt sei (ax) ein Folge in R oder C.

Die n-te Partialsumme s, von (ay) ist definiert durch

n
Sn, ::a1+a2+a3+...+an:Zak.
k=1

o0
Definition 4.4.1. Wir sagen die Reihe Y ay ist konvergent, falls
k=1

n xD
lim s, = lim ap =: ag.
Hi, on =l > ax =5 > an

BEISPIELE:

1) Sei ¢ € R mit |g| < 1. Aus der geometrische Summenformel (Aufgabe 4, Blatt 2)
folgt:

n ko 1— qn+1

Zq 1=

k=0 q
Im Abschnitt 4.2 haben gezeigt, dass ¢" — 0 fiir alle ¢ € R mit |¢| < 1 gilt. Also

n
konvergiert die Reihe 3 ¢* und es gilt
k=0
o) p 1
Z 9 = 1—qg’
k=0 q
Die ist die sogenannte geometrische Reihe.

2) Die harmonische Reihe:

Im Abschnitt 4.2 haben wir bereits gezeigt, dass die harmonische Reihe

00
.
k=1

1

x|

n

divergiert, denn die Folge s, = > % ist keine Cauchy-Folge.
k=1

Satz 4.4.1. FEs gelten

[e.e]
i) Die Reihe Y ay ist konvergent, falls gilt:
k=1

n
Ve>03dng e NVn>1>ng: |s,— s =| Z ag| < e,
k=1+1
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d.h.|iak|—>0ﬂirn2l—>oo.
k=l

[e.°]
it) Sei ap > 0 fiir alle k € N. Dann konvergiert die Reihe . ax genau dann, wenn
k=1

die Folge s, =Y p_; ar nach oben beschrinkt ist.

Beweis: Aus Satz und Satz folgt:

(sn) konvergent < (s,) Cauchy-Folge.

Dies beweist i).

ii) folgt aus Satz und Satz denn nach Vorraussetzung ist (s,) monoton
wachsend. O

o0

BEMERKUNG: 1) Ist > aj konvergent, so folgt durch Wahl von [ = n — 1 im Punkt
k=1

i) des obigen Satzes, das a,, — 0 gelten muss.

2) Wie man am Beispiel der harmonischen Reihe sieht, folgt aus ar — 0 nicht das

[&.°]
die Reihe Y aj konvergieren muss.
k=1

Satz 4.4.2 (Quotientenkriterium). Sei (a) eine Folge mit ai # 0 fiir alle k € N.
Dann gilt

[ee)
i) Ist limsup ]%] < 1, so ist die Reihe Y aj, konvergent.

k—o0 k=1
[ee]
@) Ist liminf [*2] > 1, so ist die Reihe . ai, divergent.
k—o0 k k=1
Beweis: i) Wir setzen
. ak+1 . Ak+1
qo = limsup| bt | = lim sup|i| <1
k—oo Ak N0 >

und wir wahlen ¢ € R mit g9 < ¢ < 1. Damit existiert ein ng € N so, dass fir alle
n > ng gilt:

a
Sup| k+1

| <q
k>n Ok

Indem wir n = ng wéhlen, erhalten wir speziell fiir alle k > ng:

’ak+1

| <q
ar,
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Damit bekommen wir fir alle k& > ng

ag Ap—1 a’no+1

clng | < GFT lag, |
k-1 Q-2 Gng no| ’no|

|ak|=\a

Fiir alle n > I > ng gilt also

n l—ng

n n n
_ _ _ Ay |q
(4.1 D ar <D akl D@ an| = laneld 0D ¢F T < Jangld™™ ”1°|_
k=l k=1 k=l k=1 1

)

denn nach obigem Beispiel zur geometrischen Reihe gilt fiir alle n > 1 > nyg

Zk—l<oo k __ 1
<Yy ¢ =—.

n
k=1 k=0 l—gq

Lassen wir n > | — oo, so folgt also

n
‘ Z ak\ — 0,
k=l
und aus Satz folgt damit die Konvergenz der Reihe > 72 ; ak.

ii) Nach Voraussetzung gilt

ak“] = lim inf |@

lim inf |

| > 1.

Also existiert ein ng € N mit der Eigenschaft, dass fiir alle k > ng gilt

|ak+1

| > inf |24 > 1.
ag I>ng qq

Als Konsequenz erhalten wir fiir alle k > ng die Abschiatzung

ag an0+1

x| = |- g = [ang| > 0

k— ng

o0}

und damit folgt aus der obigen Bemerkung das die Reihe Y aj nicht konvergieren
k=1

kann. O

BEISPIELE:

1) Die Exponentialreihe: Fiir z € C definieren wir

exp(z) = Z =k
k=0 "

Es gilt exp(0) = 1 und fiir alle z € C\{0} folgt mit ay := %}f

B AR 1|
(k1) 2k

_ Il
k+1

ak41
95

— 0 fur k — oo.
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Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Exponentialreihe also fiir alle z €

C.

k+1
2

Weiter erhalten wir aus der obigen Abschatzung fiir alle z € C mit |z| < und

alle ] > k

a1] |2 < || 1
aj I+1 " k+1— 2
Aus " fOlgt dann mit £k =1 = no und q= %
SEA ST PEEL
z z
(4.2) exp(z) — = Zi

>, ZFE!
f(z) = Z ?7
k=0
Fiir z =0 gilt f(0) = 1 und fir z # 0 definieren wir a = Z:,f!. Dann gilt:
MLk +1)0 K k" 1
k1| _ |2 (B DD :\Z|.7:\Z|.7—>M
ag (k+ 1)k+1 ZkE (k+ 1)k 1\* e
(1+4)

fiir kK — oo. Insgesamt folgt also aus dem Quotientenkriterium das die reihe fiir alle
z € C mit |z] < e knovergiert und fiir alle z € C mit |z| > e divergiert.

Im néchsten Satz beweisen wir ein weiteres Kriterium zur Konvergenz bzw. Diver-
genz von reihen.

Satz 4.4.3 (Wurzelkriterium). Sei (ay) eine Folge in R oder C. Dann gilt:

(&S]

i) Ist limsup {/|ax| < 1, so ist die Reihe ay, konvergent.
k—o0 =1

k

o
it) Ist limsup {/|ax| > 1, so ist die Reihe Y aj divergent.
k—o0 k=1

Beweis: 1) Wir wéhlen ein ¢ € R mit limsup {/|ax| < ¢ < 1 und bemerken das dann
ein ng € N existiert mit der Eigenschaft das fiir alle k > ng gilt

W < ¢, oder dquivalent |ag| < q~.

Damit gilt fiir alle n > 1 — oo

l

n n
|Zak| §qu§ d —0
k=l k=l

1—g¢q
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o0
und damit konvergiert die Reihe Y ax nach Satz|4.4.1
k=1

ii) Wir wéhlen ¢ so, dass

limsup {/|ag| =: 1 +¢ > 1.
Also gilt fir alle kg € N

sup /Jag > 1+ -
k>ko 2

Wegen Blatt 3, Aufgabe 4a, existiert dann fiir alle kg € N ein k > kg so, das

{lag] > 1 oder |agx| > 1.

[e.e]
Damit konvergiert (aj) nicht gegen Null, d.h. Y~ aj kann nicht konvergieren. O
k=1

Potenzreihen
Sei (cg) eine Folge in R oder C. Die Reihe
o
p(z) =co+ciz+...= chzk
k=0

heisst Potenzreihe. Wir definieren a, := ¢2* und erhalten

Vlak| = 1214/ |ckl.

Aus dem Wurzelkriterium folgt damit direkt der folgende Satz.

o0
Satz 4.4.4. Die Potenzreihe p(z) = Y. cp2” konvergiert fiir alle z € C mit
k=0

].

1
z| <pi=———"——=¢€[0,00
Izl <p lim sup V/|ck| [

Die Reihe ist divergent fiir alle z € C mit |z| > p.

Die Zahl p heisst Konvergenzradius von p.

BEISPIEL:
Wir betrachten die Potenzreihe p(2) = 332 cx2"* mit

o — 1 , fir k¥ ungerade
k= £, fiir k gerade

Wir priifen zuerst ob wir das Quotientenkriterium anwenden kénnen um den Kon-
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vergenzradius von p zu bestimmen. Dazu berechnen wir

lexsrl ) K , k gerade
T k%_l , k ungerade
Also gilt
lim sup 1] =
k]
und

lim inf 1] =0.
|ck|

Das Quotientenkriterium liefert also keine Aussage tiber die Konvergenz bzw. Diver-
genz von p.

Andererseits folgt aber

. 1 , k ungerade i .
vlekl = 1 = limsup y/|cx| =1
— , k gerade

Yk

Also folgt aus dem Wurzelkriterium:

i - ist konvergent fiir alle z € C mit |z| < 1
= k ist divergent fiir alle z € C mit |z]| > 1

Satz 4.4.5. (Leibniz-Kriterium)
Sei (ay) eine monoton fallende reelle Nullfolge (= ar > 0 Vk € N). Dann ist

die alternierende Reihe S = Y (—1)*ay konvergent und fir alle n € Ny gilt die

Abschatzung

n

S=> (=1)a

k=0

(43) 0 é S An+1-

Beweis: Zuerst bemerken wir, dass fiir jede monoton fallende relle Nullfolge (ay)
gilt: ap > 0 fir alle k£ € N.

n

Wir definieren S, = > (—1)*a; und bemerken, dass fiir alle n € Ny gilt
k=0

Sont2 — Son = Aonpt2 — azp+1 <0,
Son+3 — Son+1 = A2p42 — G2py3 > 0 und
Son+1 — Son = —agn4+1 <0,

da die Folge a; monoton fallend ist. Damit erhalten wir fiir alle n € N
S1 <853 <. < Sopp1 <52, <L <52 < 5.

Also ist die Folge (S2,,) monoton fallend und nach unten beschrankt (durch S7) und
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die Folge Sa,+1 ist monoton wachsend und nach oben beschriankt (durch sp).

Wegen Satz konvergieren also die beiden Folgen S3, — a bzw. Sg,11 — b.
Weiter folgt
a—b= nlg{)lo(szn — Sony1) = Jim_agny1 = 0.

Damit konvergiert die gesamte Folge S,, > a=b=: 5.
Zuséatzlich erhalten wir fir alle n € Ny

Sont1 <8 < Sopyo < Sop
und damit

0 <S8 — Sonq1 < Sopyo — Sopng1 = agpg2  und
0 <S89, — 5 < S9p — Song1 = a2n41-

Zusammen folgt also fiir alle n € Ny

0< |S - Sn| < anti1-

[e.°]
BeSPIEL: S =1 -+t —-34+1x. . =% (—1)kk—}r1. Nach dem obigen Satz
k=0

konvergiert diese Reihe, da die Folge ap = %H eine monoton fallende Nullfolge ist.
Spéter zeigen wir das S = log 2 gilt.

Wir koénnen allerdings die Reihenglieder auch umordnen und erhalten

U
I

1 1 1
S
+<5 10) 12

Il
—
—
|
N =
N———
|
N
+ 7 N
W =
[
[
N— .
|
0| —

Il
| U NN
7N
—
|
N | —
+
Wl
|
=~ =
+
| =
|
|~
H
N~

Dies wiirde aber S = 0 implizieren. Also durften wir die Reihe insgesamt nicht
umordnen.

Absolute Konvergenz

Sei (a,,) eine Folge in R oder C.

44



o0 o0
Definition 4.4.2. Die Reihe Y ay konvergiert absolut, falls die Reihe Y |ag| kon-
k=1 k=1

vergiert.

BEISPIELE: -

1) Die Reihe Y (—1)* k%&—l konvergiert nicht absolut, denn die Reihe ) I%&—l diver-
k=0 k=0

giert.

[e.°]
2) Die Potenzreihe p(z) = 3. cx2" konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z| < p (p
k=0

ist der Konvergenzradius der Reihe).

o0
Satz 4.4.6 (Umordnungssatz). Die Reihe Y. ay sei absolut konvergent und sei ¢ :
k=1

[e.e]
N — N bijektiv. Dann ist auch die Reihe ) ayy) absolut konvergent und es gilt:
k=1

DAy = D ak
k=1 k=1

o0
Beweis: Sei S = Y aj. Nach Voraussetzung gilt fiir n — oo

k=1
[ 00 n
Z ]ak]:Z]ak]—Z]ak]%O.
k=n+1 k=0 k=0

Also existiert fiir alle € > 0 ein n € N mit

Fiir m hinreichend gross gilt

e ({1,...,n}) C{1,...,m},

bzw. {1,...,n} C ¢({1,...,m}), und es folgt

‘S — i%m‘ < ‘S — Z %(j)’ + ‘ Z Qo (5)
=

J€{1,.m}pp(d)<n Je{l,..,m}p(d)>n

< ‘S—iak’—f—;
k=1

<e.
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Satz 4.4.7. Fiir alle z € C gilt:

n
expz = Z o —nlirgo <1+ )
k=0
Beweis: Sei z € C. Zu ¢ > 0 wahle m € Ny mit
y e
k=m-+1 Kt 3

Fiir alle z € C folgt aus Aufgabe 3, Blatt 5

z n n Zk
(1+ )" = > (k>

k=0

Damit gilt fiir n > m:

"nn—1)-...-(n—k+1)2F X2k
3 ( ) ( +1) Zﬁ

- Z
k=0 " B
“/nn—=1)-...-(n—k+1) )zk

SZ( . ~1
= n k!
onpn—1)-...-(n—k+1)z|F 0 |z|F
+ 2. : + 2.
k=mt1 n KL o K
2 &nn—1)-...-(n—k+1) |z|*
<=+) - —1] =
3= n k!
Fir n — oo gilt:
n(n—1)~...];(n—k+1)_1_>0
n

und damit existiert ein ng € N so, dass fur alle n > ng gilt:

m

nn—1)-...-(n—k+1 2k
> ( ) ( ) 2

<
k=0 3

Insgesamt folgt damit

O

o0 o0
Satz 4.4.8 (Cauchy—Produkt). Die Reihen > ay und Y. by seien absolut kon-
k=0 k=0

oo n
vergent. Dann ist auch die Reihe > ¢, mit ¢, = Y. apby = > apbn,_i absolut
n=0 k+l=n k=0
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konvergent, und es gilt:

Se=2 (X ab) = (La) (Xw)

Beweis. Fur N € N definieren wir

N 00 N 00
Ay = lag| = > lag] =t A und By = > |bg| = > |by| =: B,
k=0 k=0 k=0 k=0

wobei A, B < co. Es folgt

N
Sleal < Y lal 1l < Y Janl bl = AvBy < A B < .
n=0 k+I<N EI<N

[e.°]
Nach Satz [4.4.1]ist > ¢, absolut konvergent und wir berechnen

n=0
2N 2N 2N
(o) (L) = Xen| =] 2 b= 30 ot
k=0 =0 n=0 kJI<2N k+I<2N
< Y lak]| |bi]
k,1<2n
max{k,l} >N

= AonBay — ANBn — 0

BEISPIEL: Fir alle z,w € C gilt:

exp (z + w) = exp zexp w.

“’k—f. Damit erhalten wir

Beweis: Wir benutzen Satz mit ay = %’? und by,

Lk 0 ok
expz - expw = (Z k‘) <Z k')

k=0 " k=0
kwnfk

(n—k)!

(Z) Sk

=exp (z + w).

i
o
e
Il
o

M 1M
S|~ M:
M= =

3
3 1l
o
ol
i

~
3|+
=l L

=

i
()
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[e.°]
Lemma 4.4.1. Fiir a; € C sei die Reithe S = ) ax konvergent. Dann ist auch die
k=0

[ee) —
komplex konjugierte Reihe > @y konvergent mit Grenzwert S.
k=0

n — n
Beweis: Mit S, = > a gilt S, = > a; und damit
k=0 k=0

1S — S| =15—=5u=15— 5, —0
flir n — oo. O
Satz 4.4.9. Es gelten die folgenden Figenschaften:

1)expz-exp(—2) =1 VzeC, insbesondere ist expz # 0,
2)expr >0 VzeR

Blexp(iy)) =1 VyeR

4)|exp (z +iy)| = expzr Vz,yeR

5)exp (pz) = (expz)? VzeC, peZ

Beweis: zu 1) Aus dem obigen Beispiel zum Cauchy-Produkt von Reihen folgt

exp (z)exp (—z) =exp(z —2) =exp0 = 1.

zu 2) Aus der Definition von exp folgt fiir alle x > 0

2
exple—i—d:%—%—k...é[l,oo).

Fir x < 0 erhalten wird
expr =

zu 3) Wir berechnen

| exp (iy)|* = exp (iy)exp (iy) = exp (iy) exp (—iy) = 1.
zu 4) Es gilt mit Hilfe von 2) und 3)
|exp (v + iy)| = |exp x| |exp (iy)| = expz.
zu 5) Fir alle p € N schliessen wir
exp (pz) =exp(z+ ...+ z) = (exp 2)P.
Fiir p € Z\ N folgt damit
1 = exp (pz) exp ((—p)2) = exp (pz)(exp 2)77,

also die Behauptung. O
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Winkelfunktionen

Sei S := {z € C: |z| = 1}. Die Abbildung ¢ : R — S mit c(t) = exp (it) ist nach
Satz 4), wohldefiniert.

Definition 4.4.3. Wir definieren fiir alle t € R

exp (it) + exp (—it)
2

exp (it) — exp (—it)
2

cost := R(exp (it)) = und

sint := J(exp (it)) =

BEMERKUNG: Aus der Definition folgt sofort die Eulersche Formel
exp (it) = cost + isint.
Lemma 4.4.2. Es gelten die folgenden Gleichungen:

1) cos? (t) +sin?(t) =1 VteR
2) cos (—t) = cost, sin(—t) = —sint VteR
3) cos(a+ B) =cosacosf —sinasin Va,B R
4) sin(a+ ) =sinacos B +cosasinf  Va,p €R.
Beweis: zu 1) Dies folgt direkt aus
1 = |exp (it)|*> = cos?t + sin’¢.
2) folgt durch Einsetzen direkt aus der Definition der beiden Funktionen.

3) und 4) Es gilt

cos (a+ ) +isin (o + B) =exp (i(a + B)) = exp (i) exp (if3)
=(cos o + i sin av)(cos B + i sin 3)
=cosacosff — sinasin § + i(sin a cos 5 — cos asin f3).

Vergleich der Real- bzw. Imaginérteile liefert die Behauptung. O

Satz 4.4.10. Die beiden Reihen

i(—l)kﬁ
prr (2k)!
und
0 _1)k $2k+1
kz::o( (2k + 1)!
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sind fiir alle t € R absolut konvergent und es gilt:

oo & t2k t2
cost = » (—1) =1—-—=4...
S =1
00 L2 3
1 t: —1 S ——— :t— 7:l:.“
S kz:%( AN CTE 6

Beweis: Die absolute Konvergenz der beiden Reihen folgt aus der Abschétzung

N WZk N |t|2k+1 2N+1 |t|k |
= (|t teR, N
kgo(%:)!JrZ 2k 1)1 Z k'_z =exp(|t]) < oo Vte eN.

Weiter schliessen wir

2N+1 (Zt)k
cost +isint = exp (it) = A}gnoo g T
N L 12 N LS
= lim (-1) +iy (-1)F——
N0 (;go (2k)! Zz) (2k +1)!
t?k 00 t2k+1

—Z

Erneuter Vergleich der Real- und Imaginérteile liefert die Reihenentwicklungen fiir
sin und cos. O

+i’§)(—1)km.

Lemma 4.4.3. Fir allet € R mit |[t| <1 gilt:

|sint — t| <t

Beweis: Es gilt:
|sint —t| = | [exp (it) — (1 +it)] | < |exp (it) — (1 +it)].
Die Abschatzung (4.2) impliziert fiir alle [¢t| < 1

2|it|?

|exp (it) — (1 +it)| < =12

Zusammen liefern diese beiden Abschatzungen die Behauptung. O
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5 Topologie des R"

5.1 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 5.1.1. Die offene Kugel um xo € R" mit Radius r > 0 ist die Menge
By (z9) :={x e R:d(x,z0) <7} ={x € R": |z — x| <r}.

Definition 5.1.2. Fine Menge Q2 C R™ heisst offen, falls fiir alle z € Q ein e > 0
existiert mit Be(z) C Q.

BEISPIEL: B, (x¢) ist offen fiir alle r > 0 und zy € R".

Beweis: Sei x € By(xp) und definiere ¢ = r — d(z, z¢). Dann gilt B.(z) C B, (x0),
denn fir alle y € B.(z) gilt nach der Dreiecksungleichung

d(y7 .%'0) < d<y7 1’) + d(.%'7 CC()) <e+ d(a:.a 1’0) =T
also y € By(z9). O

Satz 5.1.1. Es gelten die Eigenschaften

1) O und R™ sind offen
k

2) Der Durchschnitt () U; von endlich vielen offenen Mengen U; ist offen.
i=1

3) Die Vereinigung |J U; von beliebig vielen offenen Mengen U; ist offen.

=1

Man sagt: Die offenen Mengen bilden eine Topologie.

Beweis: 1) Fiir die leere Menge ist nichts nachzupriifen und fir jedes z € R™ gilt:
Bi(z) C ]R" Also ist auch R" offen.

2) Sei x € ﬂ U;. Dann ist x € U; fiir alle 1 < ¢ < k. Da alle U; offen sind existieren

fir alle 1 < i < ke >0mit B, (x) C U;. Durch Wahl von ¢ : 11213]€ g; > 0 folgt

firallel <3<k
Ba(aﬁ) (- Bgi(l’) c U;

und damit
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3) Sei x € | U;. Also existiert ein ig € I so, dass z € U;,. Da U;, offen ist, existiert
i€l
ein ¢ > 0 mit B.(z) C U;,. Damit gilt auch

BE(LE) C U U;.
iel

O

BEMERKUNG: Es gilt (| Bi(x) = {z} Va € R", also sind Durchschnitte unendlich
ieN °

vieler offener Mengen nicht notwendigerweise wieder offen.

Definition 5.1.3. Fine Teilmenge A C R™ heisst abgeschlossen, falls folgende Im-
plikation stets gilt:
r, €A, 1 > = x €A

Satz 5.1.2. Fiir alle Mengen M C R™ gilt die Aquivalenz

M offen < R"\M abgeschlossen.

Beweis: =: Sei M offen und sei xp € R™\ M eine Folge mit xp — x.

Wire z € M, so wiirde wegen der Offenheit von M ein € > 0 existieren mit B.(x) C
M. Fiir grosse Werte von k folgt dann aus der Konvergenz von zp gegen x auch
x, € Be(z) C M und dies ist ein Widerspruch.

<: Wire M nicht offen, so gibe es ein x € M mit B.(z)\M # 0 fiir alle £ > 0.
Induktiv konnen wir dann xy € B% () mit x € R“\M finden.

Damit folgt z; — = € M und dies widerspricht der Tatsache das R"™ \ M abgeschlos-
sen ist. ]

BEISPIEL:
By (z9) :={x € R": |x — x|l < r} ist abgeschlossen.

Beweis: Wir zeigen das R™\B,(x) offen ist. Dazu sei x € R™ mit ||x — x¢| > 7.
Setze € = ||z —xp|| —r > 0. Fiir alle y € B.(z) gilt dann mit der Dreiecksungleichung

ly — ol = [l = xoll — lly — [l > [z — wol| —& =7

Dies impliziert Be(z) C R"\ B, (x0). O

Als direkte Konsequenz von Satz und Satz erhalten wird das

Lemma 5.1.1. Es gelten:

1. 0 und R™ sind abgeschlossen.
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2. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

3. Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen

Relativtopologie

Auf jeder Teilmenge M C R"™ existiert eine Funktion dj; : M x M — R mit
L. dy(z,y) >0 "="sx=y
2. dy(z,y) = dy(y, x)
3. dy(x,y) <dm(x,2) +dm(z,y) Va,y,z € M

Genauer definieren wir dy(z,y) = d(z,y) Vz,y € M.
BEISPIEL:
Sei M =S"1={zeR": |z =1}

Dann ist dgn—1(z,y) := d(z,y) fiir alle z,y € S"~! C R™.
Fiir Kugeln beziiglich der Abstandsfunktion dy; gilt:

BM(zo) ={y e M : dy(y,z0) <7} = By(x0) N M.

BEMERKUNG:
QC Moffen & VxcQ3Ie>0: BMx)cq.

&€

5.2 Das Innere, der Rand und der Abschluss einer Menge

Definition 5.2.1. Sei M C R", dann definieren wir:

int M :={x € M: Je>0mitB:(x) C M} (das Innere von M)

M :={x € R": Ve > 0ist B(x) N M # 0} (der Abschluss von M)

OM :={x € R": Ve > 0sindB:(x) N M, B(x) N (R"\M) # 0} (der Rand von M)

BEMERKUNG:
Fir alle Mengen M C R" gilt
int M c M C M.

Weiter gilt: Ist M offen, soist int M = M und ist M abgeschlossen, so ist M = M.

Satz 5.2.1. Fir M C R" gilt:
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1. int M ist offen und es gilt die Implikation:

Q offen, QCM = QCintM

2. M ist abgeschlossen, und es gilt:

A abgeschlossen, AD M = ADM

3. OM st abgeschlossen und es gilt:

OM = M\int M.

Beweis: Sei x € int M, also existiert ein € > 0 mit B.(z) C M. Fir y € B.(z) gilt
B,(y) C B:(x) C M mit r = ¢ — d(y, ). Damit ist

B.(x) C int M,
also ist int M offen.

Sei weiter 2 C M offen. Zu x € Q existiert ein € > 0 mit
B.(x) C QC M.

Also ist z € int M und damit ) C int M.

Fiir (b) verwenden wir (a) und Satz Nach Definition ist R" \M = int (R™ \ M),
also ist M = R™\int (R"\M) abgeschlossen. Ist nun A C R" eine beliebige ab-
geschlossene Menge mit A D M, so ist R™\ A offen sowie R"\A C R"\M, also
R™\ A C int (R™\M) nach (a), und somit A O M. Dies beweist (b).

Nach Definition gilt weiter 9M = M N (R™\ M), also ist M abgeschlossen nach
(b) und Lemma Ferner ist ebenfalls nach Definition R" \int M = R"\ M,
folglich

OM = M N (R \int M) = M \int M.

O

Satz 5.2.2. Die Mengen Q und R\Q sind dicht in R, d.h. V z,y € R mit x < y
existiert ein ¢ € Q bzw. ein r € R\Q mit

r<qg<y bxw x<r<y.

Beweis: 1) Q
Ohne Einschréinkung sei 0 < x < y. Ansonsten wahlen wir g =0im Fall0 <z <y

und im Fall z < y < 0 erhalten wir 0 < (—y) < (—«) und wir sind zuriick im Fall
zweier nichtnegativer Zahlen.
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Im Fall 0 < z < y existiert nach Satz ein n € N mit % <y-—ux.
Wir definieren die Menge
A={meN: L >zl cN
n

Die Menge A ist nichtleer und nach unten beschrénkt, also existiert inf A. Da A C Z
ist das Infimum sogar ein Minimimum, d.h.

dmgeN: mg=minA.

Es gilt:
-1
r< 0 _ o
n n

1
+E<x+(y—x):y.

Fiir ¢ = =2 gilt damit
r<q<uy.

2) R\Q
Nach 1) existiert fiir alle z < y ein g € Q mit
r—V2<qg<y—v2

Damit folgt
< qg+V2< Y

und ¢ +v2 € R\ Q. O
BEISPIEL: 1)
Sei M = B,(x0) C R". Da M offen ist gilt

int M = M = B,(zo).

Wir behaupten
OM ={z e R": ||z —xo|| =7}

D"
Seiy € {x € R": ||z — x| = r} und sei ¢ > 0. Dann existieren Punkte x1, zo mit
x1 € Be(y) N By(xp) und  z2 € B:(y) N (R"\By(x0)),
min(e,2r)

z.B. kann man r1 = zo+ (1 — =) (y — 20), v2 = o+ (1 + 5. )(y — zo) wihlen.

Damit folgt aber aus der Definition von 0B, (zo):

y € OB, (x0).
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Wir zeigen:
OM N B.(xg) =0 und OM N (R"\B,(zg)) = 0.

Sei zuerst x € OM N By(xzp). Dann ist € B,(xp) und aus der Offenheit erhalten
wir die Existenz eines € > 0 mit

B.(x) C By(z0).

Damit erhalten wir den Widerspruch = ¢ 9B, (xo).

Da die Menge {z € R"™ : ||z — 9| < r} abgeschlossen ist, muss das Komplement
M’ :={x e R": ||x — x| > r} offen sein. Gébe es also ein z € OM N M’ so wiirde
wieder ein € > 0 mit

B.(z) c M’

existieren. Damit wére wieder x ¢ OM.

Aus Satz folgt schliesslich OM = M\int M und damit

B, (z9) = 0Br(x0) U Br(x0) ={z € R" : ||z — x| <r}.

i) Wir behaupten
int (R\Q) = 0.

Aus der Annahme der Existenz eines z € int (R\Q) folgt die Existenz eines
€ > 0 mit
B.(z)=(z—e,x+¢) C R\Q.

Nach Satz [5.2.2] existiert aber fiir alle £ > 0 ein ¢ € Q mit
r—e<qg<wx+e

und dies ist ein Widerspruch.

ii) Analog zu i) zeigt man

intQ = 0.

iii) Wir behaupten weiter:

Q=R\Q) =R
Wiederum nach Satz existiert fir alle e > 0 ein ¢ € Q bzw. ein r € R\ Q
mit
q,7 € Be(x).
Damit folgt die Behauptung.
iv) Aus Satz i1) und i) folgt:

0Q = Q\intQ = R,
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also kann der Rand einer Menge sehr gross sein.
Definition 5.2.2. Eine Menge M C R" heisst kompakt, falls gilt:

Jede Folge xi, € M hat eine Teilfolge welche gegen ein x € M konvergiert.

Satz 5.2.3. Fine Menge M C R"™ ist genau dann kompakt, wenn M abgeschlossen
und beschrankt ist.

Beweis: “="

Sei xp € M eine Folge mit xp — x9. Wir zeigen 9 € M und damit ist M dann
abgeschlossen. Da M kompakt ist, existiert eine Teilfolge (:zkj) von T mit: xg; —
x1 € M. Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt

r1 = lim T, =x9 € M.

j—o0
Wire M nicht beschriankt, so gidbe es zu k € N ein 2, € M mit ||zx| > k. Die
Folge (z) besitzt keine konvergente Teilfolge und damit wére M nicht kompakt, ein
Widerspruch.
S
Sei x € M eine Folge. Da M beschrénkt ist, ist auch ||xg|| beschréankt. Nach dem

Satz von Bolzano-Weierstrass) existiert also eine konvergente Teilfolge xy, mit xy, —
xg. Da M zusétzlich abgeschlossen ist, gilt auch zq € M. O

BEISPIELE:
e B,(x0) ist kompakt.
o [a,b] ist kompakt.

e M = R ist nicht kompakt, denn die Folge z;, = k besitzt keine konvergente
Teilfolge.

e M = (0,1) ist nicht kompakt, denn die Folge z = k%&—l € (0,1) konvergiert
gegen 0, aber 0 ¢ (0,1).
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6 Stetigkeit und Grenzwerte von
Funktionen

6.1 Stetigkeit
Definition 6.1.1. Sei g € D C R". Die Funktion f : D — R™ heisst stetig im
Punkt xq, falls fir jede Folge xy, € D mit x, — xo gilt: f(xg) — f(xo).

f heisst stetig auf D, falls f stetig in allen xo € D ist.

BEISPIELE:
o f(z) =c e R™ stetig auf D =R"”

o f(z) =z € R" stetig auf D = R"”

Sei dazu zg € R™ und x; — x¢ Damit folgt

If(zx) — f(zo)|l = [[zr — w0 — 0

o f(z)=[z] =max{k=Z:k <z}
Fiir D = [1,00) ist f ist stetig in g = 1

Sei dazu z € D eine Folge mit z, — zg = 1. Fiir k£ gross genug gilt dann
x € [1,2) und damit f(x) = [zx] = 1 = f(1).

Fir D = (—o00,1] ist f nicht stetig in 9 = 1, denn fir z, = 1 — % € D gilt
xp — 1, aber 0 = f(xx) A 1 = f(1).

e exp: C — C ist stetig auf C

i) zg = 0. Sei z € C mit 2z, — 0. Fiir k£ gross genug gilt: |zx| < 1 und wegen

(4.2) gilt dann

|exp(z) — exp(0)| = |exp(zr) — 1] < ’?7’ — 0.

ii) 2o beliebig. Sei z € C eine Folge mit zp — z9. Dann gilt

exp(zx) = exp((zr — 20) + 20) = exp(zx — 20) exp(z0) = exp(20)
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BEMERKUNG: exp : R — R ist stetig auf R.

Allgemein gilt: Sei F € D C R" und f: D — R"” stetig in xg € £ C D.
Dann ist auch f: E — R" stetig in zg € E, denn in der Defintion der
Stetigkeit sind weniger Folgen zuléssig.

o Die Funktion f(x) = ||z| ist stetig auf D = R™. Sei x3 € R™ eine Folge mit
i — xg € R", dann gilt mit Hilfe der Dreiecksungleichung

[ (zr) = f(@o)| = [zl = lzollll < llzx — @oll = 0.

e Sei f: R™ — R" linear, d.h.

flax+By) = af(z)+Bf(y) Va, BER, z,y €R"
Beh. f ist stetig auf R™:

i) Wir zeigen zuerst die Existenz eines K > 0 mit der Eigenschaft das fiir
alle z € R" gilt
1f ()]l < K |||

n
Sei dazu x = leel. Aus der Linearitédt von f folgt
i=1

£ @)= 1fQ_miell =11 D wif ()|l < Y lwilllflea)l| =t v-w
i=1 =1 i=1

mit v := (|z1], .., |zn]) € R™" und w := (|| f(e1)|l, -, [ f(en)]]) € R™. Aus der
Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt jetzt

IF @) < lollllwl = JZ il - JZ 1F(ea)|? =: K|lz|
=1 i=1

mit K = | >[I f(ed)]*.
i=1

ii) Sei jetzt g € R™ und xp — z¢ eine Folge. Dann gilt

1f (k) = f(zo)ll = [[f(zx — zo)|| < K|k — xo|| — 0.

Definition 6.1.2. Sei D C R" eine Menge. Eine Funktion f : D — R™ heisst
Lipschitz-stetig mit Konstante L, falls gilt:

1f(x) = F)ll < Ll =yl Vz,y € D.

Satz 6.1.1. Sei D C R™ und sei f : D — R™ Lipschitzstetig. Dann ist die Funktion
f stetig in D.
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Beweis: Sei xg € D und x € D eine Folge mit x; — x9. Dann gilt:

| f(z) — f(zo)|| < Lz — 0] = 0.
O

Satz 6.1.2. Seixg € D C R" und sei f : D — R™ eine Funktion. Es sind dquivalent:
1) f ist stetig in xq

it) Fir alle e > 0 existiert ein 6 > 0 so, dass fir alle x € D mit ||z —xo|| < 0 gilt:

[f(x) = f(zo)]| <e.
Aquivalent ist: f(Bs(zo)) C Be(f(z0))-

iii) Fiir alle offenen Mengen V C R™ ist f~1(V) C R™ offen.

Beweis: i) = ii)

Angenommen die Aussage ist falsch. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass zu 6 = % ein

z), € D existiert mit |z, — 20| < % aber ||f(zx) — f(zo)| > e. Damit gilt dann
xp — xg, aber f(xg) 4 f(xo) und dies ist ein Widerspruch zur Stetigkeit von f in

xo.
i) = iii)

Sei V' C R™ offen und sei 2o € f~1(V) (im Fall f~1(V) = 0 sind wir fertig). Dann ist
yo := f(xg) € V und damit existiert ein € > 0 mit B:(yg) C V. Nach Voraussetzung
existiert ein 6 > 0 mit f(Bs(zo) N D) C B:(yo) C V. Ohne Einschriankung sei 0 so
klein, dass Bs(zg) C D, Dann folgt Bs(zg) C f~1(V) und damit ist f~1(V) offen.

iii) = i)

Sei xp, € D eine Folge mit xj, — o und sei € > 0 mit V = B.(f(z¢)) C R™. Nach
Voraussetzung ist U = f~1(V) offen und zg € U. Damit ist also auch z € U fiir
grosse k. Somit ist f(zr) € f(U) = V fiir k gross, und da ¢ beliebig war, folgt
f(zr) — f(zo). Also ist f stetig in zp. O

BEISPIEL: Sei D = R und f(z) = 2% Zu e > 0 und z¢p € R definieren wir § =
min{1, m} Aus |z — zg| < § folgt

? — | =|o + zollx — zo| < (|z| + |zol)|a — o]

<l — o] + 2ol — 2ol < (1 + 2|eo])|e — x|
<(1+ 2lag|)d < ¢

|

Also ist f(z) = 2? stetig auf R.
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Satz 6.1.3. Sei D C R™ und seien f,g D — R stetig in xo € D. Dann gilt:
1. Vo, B € Rist af + Bf stetig in xg
2. fg ist stetig in xq

3. Ist g(xg) # 0, dann ist 5 stetig in xg.

Beweis: Sei x € D eine Folge mit xp — =z, also gilt auch f(xx) — f(xo) und
g(xr) — g(xo). Aus Satz folgt damit

L af(xk) + Bg(zr) = af(xo) + Bg(wo)

2. flar)g(xr) — f(zo)g(xo)

3. g(xg) #0 = g(zx) # 0 fiir k gross und damit fgz; — o)

~

O

BEMERKUNG: Die Menge C°(D,R™) = {f : D — R™ : fist stetig auf D} ist ein
R-Vektorraum.

Satz 6.1.4. Sei D C R*, E C R™ und seien f : D — R™ und g : E — RF mit
f(D) C E. Ist f stetig in xg € D und g stetig in yo = f(xq), dann ist go f : D — RF
stetig in xg.

Beweis: Sei xp € D eine Folge mit xp — x¢. Dann gilt f(zr) — f(x0) und somit
auch g(f(zx)) — g(f(z0)). O

BEISPIELE:

1. Sei D C R und f,g: D — R seien stetig auf D.
= |f| max{f, g}, min{f, g} : D — R sind stetig auf D.

2. Sei D C C und f : D — C sei stetig auf D. Dann sind auch Re(f) = %(f—i—f),
Im(f) = 2iz(f + f) : D — R stetig auf D.

Satz 6.1.5. Die Funktionen cos,sin : R — R sind stetig auf R(exp(i-) : R —
C t — explizit)

[t — itm z — exp(2)]

Beweis: Es gilt:

cosx = Re(exp(iz)), sinx = Im(exp(iz))
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und damit sind die beiden Funktionen nach obigen Beispielen stetig. O

6.2 Grenzwerte von Funktionen

Definition 6.2.1. Sei D C R" und sei xg € D ein Hdufungspunkt von D. Die
Funktion f: D — R™ hat in xg den Grenzwert a € R, falls fiir alle Folgen x; — xq
gilt:

f(zg) — a.
Notation: lim f(z) = a.

T—T0

Direkt aus der Definitiom folgt das Lemma

Lemma 6.2.1. Sei xg € D ein Hdufungspunkt von D C R™. Fir f: D — R™ sind
dquivalent:

. lim f(z) = f(a0)

T—T0
o f ist stetig in xg.

Definition 6.2.2. Sei f : (a,00) = R" (bzw. f: (—00,b) = R™). Es gilt f(x) — ¢
mitx — oo (f(z) — ¢ mit x — —o0), falls fir jede Folge xy, — oo (r) — —o0) gilt

f(zx) — e

Definition 6.2.3. Sei xg € D ein Hiufungspunkt von D. Die Funktion f : D — R
konvergiert fiir x — xo gegen 400 (—o0), falls fir jede Folge x — x¢ gilt:

f(zr) = 00 (—o0).

BEISPIELE:
0 fir z — +o0
oo firz |0
C f) =1 )
—oo firz 10
0 firx — —o0

: o 1 _
* A Vet —\/5>—J£1;o<\/m+ﬁ> -

sin x sinx —x
e lim =1+ 1lim — =1,

z—0 X z—0 x

denn nach Lemma gilt fiir alle |z| < 1: |sinz — x| < |z|2.
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Satz 6.2.1. FEs gilt:
1. a,b e R, zg e RU{xoo}, f(z) = a, g(x) = b fir z — x9
af(z) + Bg(x) — aa+Bb (a,B €R)
= { fx)g(x) = ab

L) — ¢ falls b # 0

2. f:D—R,g: E—Rmit f(D) C E und es gelte f(x) — yo mit x — xo und
g sei stetig in yo. Dann gilt (go f)(x) — g(yo) mit x — x0.

3. f(z) = a, g(xr) = b fir x — xo und ist f(x) < g(x) V ||z — zo| < 9, so ist
a <b.

4. Ist f >0 auf D, so ist :r:ligclo f(x) =0 dquivalent zu xlggo m =
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7 Der Zwischenwertsatz, der Satz vom
Maximum und Anwendungen

7.1 Der Zwischenwertsatz

Lemma 7.1.1. Sei f : [a,b] — R stetig und es gelte f(a) < 0 < f(b). Dann existiert
ein xg € (a,b) mit f(xg) = 0.

Beweis: Wir konstruieren eine Intervallschachtelung wie folgt:

Sei Iy = [a, b] und sei I}, = [ag, bg] schon definiert mit f(ax) < 0 < f(bg). Wir setzen
my = % und definieren

{[ak, my| falls f(mg) =0
Iy =
[mg, b falls f(my) < 0.

k+1
Damit folgt [ry1 C Iy und |[Ippq| = 3 |Ii] = (%) |Io] — 0. Wegen Satz [4.2.5
exitiert dann genau ein xg € R mit xg € I Vk und x¢ = lim ap = lim by.

Da f stetig ist erhalten wir

und damit

O]

Satz 7.1.1 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) < yo < f(b) bzw.
f(a) > yo > f(b). Dann existiert ein xy € [a,b] mit

f(zo) = yo.
Beweis: Wir definieren die stetige Funktion g(z) := f(z)—yo (bzw. g(z) := yo—f(z))
und erhalten
g(a) <0< g(b).

Nach dem obigen Lemma exitiert ein xg € [a, b] mit

g(xo) =0 & f(zo) = yo.
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O

BEISPIEL: Das Polynom p(z) = 2™ — @ hat fiir alle n € N und alle a > 0 eine
Nullstelle, denn p(0) = —a < 0 und p(z) > 0 fir = sehr gross.

Lemma 7.1.2. Sei I C R ein Intervall und sei f : I — R stetig. Dann ist f(I) C R

ein Intervall mit Endpunkten o = 1r€1§f(x) und B = sup f(x)
N xzel

Beweis: Zu y € (a,f) exitieren wegen Blatt 3, Aufgabe 4a), Punkte x1,z0 € I
mit f(z1) < y < f(x2). Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann die Existenz eines
x € [z1,x2] (oder x € [z, x1]) mit f(x) =y. Damit ist
(o, B) € f(I) C [ex, ]
O

Satz 7.1.2. Sei f : [a,b] — R stetig mit f([a,b]) C [a,b]. Dann existiert ein
x € [a,b] mit f(z) = x.

Beweis: Wir definieren die Funktion g : [a,b] — R, g(z) = f(z) — x und berechnen
g(a) = f(a)—a > 0und g(b) = f(b)—b < 0. Wegen dem Zwischenwertsatz existstiert
also ein = € [a,b] mit g(z) =0 & f(z) = =. O

7.2 Satz vom Maximum

Satz 7.2.1 (Satz vom Maximum). Sei D C R™, D # () kompakt und sei f : D — R
stetig. Dann ist f beschrankt und f nimmt sein Supremum und Infimum an, d.h. es
existieren xg,x1 € D mit

f(zo) = inf f(z), flz1) = sup f(x).

zeD xeD

Beweis: Sei a = inlf) f(x). Nach Blatt 3, Aufgabe 4a, existiert fiir alle € > 0 ein
TE
y€Dmit a < f(y) <a+e.

Damit kénnen wir eine Folge x;, € D konstruieren, welche f(xy) — « erfiillt. Da D
kompakt ist, existiert eine Teilfolge xy;, welche gegen ein zg € D konvergiert.

Da f stetig ist gilt
Flao) = lim f(z,) = o
Der Beweis fiir das Supremum folgt analog. O

BEISPIEL: Sei D = (0,00), f(x) = 14%9: weder sup f = 1 noch inf f = 0 werden

angenommen, da D nicht kompakt ist.
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Lemma 7.2.1. Sei D C R"kompakt und sei f : D — R stetig mit f(x) # 0 fir alle
x € D. Dann existiert ein ¢ > 0 mit |f(x)| > ¢ > 0 fir alle x € D.

Beweis: Mit f ist auch die Funktion |f| : D — R stetig. Wegen dem Satz vom
Maximum existiert ein xg € D mit |f(xg)| = in£ |f(x)|. Damit folgt
HAS

lf(z)] > |f(xo)] =:¢>0 VxeD.

O
Lemma 7.2.2. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt
f(la, b)) = [ev, 5]
mit
o= i1, ) i3~ g 10
Beweis: Folgt direkt aus Lemma und Satz O

7.3 Umkehrfunktionen und Anwendungen

Definition 7.3.1. Fine Funktion f : (a,b) — R heisst monoton wachsend (fallend),
falls fiir alle z,y € (a,b) mit x <y gilt:

flx) 2\ ()

<
>

(2)

[ heisst streng monoton wachsend (fallend), falls fir alle v <y gilt

BEMERKUNG:
Ist f streng monoton wachsend oder fallend, so ist f injektiv.

Lemma 7.3.1. Sei f : I = (a,b) — R monoton wachsend. Dann gilt:

i{r}lf(x) = inf{f(x):z € I}, }:i}(r}):sup{f(x) cxel}

Beweis: Mit a = inf{f(z) : * € I} € [—00,00) gilt f(z) > « fiir alle z € 1.
Andererseits existiert zu jedem o > a ein 2’ € I mit f(2') < o und dann ist
f(z) < < fir alle a < < 2/. Damit folgt

:llgi f(z) =a.
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Analog argumentiert man in der anderen Situation. O

Satz 7.3.1. Sei I Teilmenge I € R ein Intervall mit Endpunkten a < b, und sei
f I — R stetig und streng monoton wachsend. Dann gilt:

1. Die Umkehrfunktion g : f(I) — R ist stetig und streng monoton wachsend.

2. I* = f(I) ist ein Intervall mit Endpunkten o = li{‘n f(z) <limz /bf(z) =7

3. lim =qa und lim =b
y\ag(y) y/ﬁg(y)

Analoge Aussagen gelten wenn f streng monoton fallend ist.

Beweis: Die zweite und dritte Aussage folgen aus Lemma [7.2.2] und Lemma [7.3.]
angewandt auf f und g.

1) g ist streng monoton wachsend:

Wiére g nicht streng monoton wachsend, so gibe es y1, y2 € f(I) mit y; < y2, aber
9(y2) < g(y1). Damit erhalten wir aber den Widerspruch

y2 = f(9(y2)) < flg(y1)) = w1

2) g ist stetig:

Sei zg € I und yo = f(xo) € f(I). Weiter sei ¢ > 0. Wegen Lemma ist
f((xo—e,z0+e)NI) ein Intervall mit Grenzen o = inf{f(x) : x € (xo—e,z0+€)NI}
und ' = sup{f(z):x € (xg —e,20 + &) NI}

i) Im Fall a < 29 < b gilt o/ < f(z0) = yo < B’ und damit existiert ein § > 0 mit
(o — 0,50 +9) C f (w0 —&, 20 + ) N1T).

Nach Anwendung von ¢ folgt also

g((yo—306,y0+9)) C(gof)(xo—e,x0+e)NI)=(xg—e,x0+e)NI.

Also gilt fur alle y mit |y — yo| < d: |9(y) — g(yo)| < € und damit ist g stetig in yo.

ii) Im Fall a = ¢ ist a = f(xg) = yo < B’. Also gilt fiir § hinreichend klein:

= 9((yo — 0,90 +6) N f(I)) C [yo,y0 + ) C f((xo —&,m0 +e)NI)
= 9((yo — 0,90 +6) N f(I)) C (w0 — &, 20 + €)

Wie vorher folgt damit die Stetigkeit von ¢ in yg.

Analog argumentiert man fiir xg = b. O
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BEMERKUNG:
ac€l & acf()=I*undbel & e f(I)=1I*

Beweis: o a€l = fla)=inf{f(z):ze€l}=a=ac f(I)

e Sei a € f(I),d.h. 3z € I mit o = f(z). Wére x > a, so gibe es ein 2’ € (a, )
mit f(2') < f(x) = a und dies ist ein Widerspruch. Damit istz = a € I.

O]

Satz 7.3.2. Die Funktion exp : R — (0,00) ist streng monoton wachsend, stetig
und bijektiv. Es gilt:

xEIPoo exp(z) = 0, xlbngo exp(x) = oo.

Die Umkehrfunktion log : (0,00) — R heisst natirlicher Logarithmus. log ist streng
monoton wachsend, stetig und bijektiv und es gilt:

?K% log(y) = —oo, lim log(y) = oo

Weiter ist
log(1) =0, log(e) =1

und fir alle y1,y2 € (0,00) gilt

log(y1y2) = log(y1) + log(ya).

Beweis: Aus der Definition von exp folgt fiir alle x > 0

< .k
exp(z) = ke 1+ .
k=0 "
Also gilt xlgrgo exp(z) = oo. Weiter gilt exp(—z) = Wl(x) — 0 fiir £ — oo und damit

lim exp(z) =0.
T—r—00
Fiir 9 > x; gilt:
exp(23)
exp(z1)

und dies zeigt, dass exp streng monoton wachsend ist.

= exp(ze — x1) > 1,

Nach Satz ist die Umkehrfunktion log : (0,00) — R also stetig und streng
monoton wachsend. Weiter gilt:

lim lo = —o0, lim lo =
lim g(y) Jim g(y)
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Ausserdem haben wir
log(1) = log(exp(0)) =0 und log(e) = log(exp(1)) = 1.

Es gilt exp(x; + z2) = exp(z1)exp(z2) und nach Wahl von z; = log(y;), i = 1,2
erhalten wir

exp(log(y1) + log(y2)) = exp(log(y1)) exp(log(y2)) = y1y2,

oder
log(y1) + log(y2) = log(exp(log(y1) + log(y2))) = log(y1y2)-

Definition 7.3.2. Fir a > 0 definieren wir die Funktion f: R — R,

T

f(x) = exp(xzlog(a)) =: a”.

Insbesondere ist €* = exp(x)
Fiir o € R definieren wir weiter die Funktion g : (0,00) — R,

o

g(z) = exp(alog(z)) =: .
Lemma 7.3.2. Die Funktion f: R — R habe die Eigenschaften
o flety)=f@)f(y) Ve,yeR
.« lim f(x) = F(0)

Dann ist entweder f =0 oder a := f(1) > 0 und f(z) =a” Yz € R.

Bewets: Es gilt

und wir unterscheiden jetzt zwei Falle:
a) f(1) =0. Dann folgt fiir alle z € R: f(z) = f(z —1)f(1) = 0.
b) f(1)=ta>0

In diesem Fall ist f(0) = 1, denn f(1) = f(1 +0) = f(1)f(0). Weiter ist f
stetig auf ganz R, denn fiir alle zg € R und xp — z¢ gilt

f(zr) = f(zg — x0) f(20) — f(20).

Sei jetzt p € N. Wir berechnen induktiv

fo)=frMfp-1)=f1)>*flp—-2)=...= fQ)F =d"

Ausserdem ist f(—p) = f(p — p)(f(p))~! = a7P fiir alle p € N und damit gilt
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fir alle p € Z
f(p) = a.

Sei nun 7 = £ mit p € Z,q € N. Dann erhalten wir
q

f(r)? = f(gr) = f(p) = a”,

also f(r) = a” fir alle r € Q. Da f stetig auf ganz R ist, und f(z) = o® fir
alle x € Q gilt, schliessen wir mit Blatt 7, dass fir alle € R gilt:

f(z) = a".

7.4 Polarkoordinaten und die Zahl 7

Lemma 7.4.1. Fir alle x € [0,2] gilt

x
<cosxr <1——+ — und

1
Insbesondere gilt: cos0 =1 >0, cos2 < -3 < 0 und sinz > 0 fir alle x € (0, 2].

0 2k
Beweis: Aus der Reihendarstellung des Cosinus, cosz = Z(—l)k (;k:)" folgt
k=0 ’
N 22 2
—l=—T o= =) (-1
ot 2 T2 ™0 2 kz::o( )y ak,
12k
wobei ag = 1 und ai = far alle k € N ist.

3-4-5-..(2k+2)

Fir 0 < x < 2 ist a; eine monoton fallende Nullfolge, denn

2k—mal
———
0< ar < 2:2-...-2 < 1 0 wd
° a un
=345 2k +2) Tkt
Ak+1 x? 4 1
e 0L = < —=-<1
ag (2k + 3)(2k + 4) 12 3
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Aus dem Leibniz-Kritierium, Satz folgt damit

o] o0 :1:2
0<ap— (Do =1-3 (-Dfax <ar = .
k=0 k=0

Insgesamt erhalten wir

ZL'Q > k 1'2
OS—? Z(—l) ap — 1 :cosa:—1+?

k=0

und

W~

1+x2— z i( 1)k 1] <2
Ccos T 5 = 5 ag <5r

k=0

Aus den beiden Ungleichungen folgt
z? z?2 2t
l—jgcosxgl—?—i—ﬂ.

Fiir den Sinus gehen wir dhnlich vor. Genauer setzen wir

sinz = i(—l)kﬂ =: i(—l)kbk.
= (2k +1)! =
Die Folge by, ist eine monoton fallende Nullfolge, denn
bk+1: z? §§:2<1'
bk (2k+2)(2k+3) — 6 3
Aus dem Leibniz-Kriterium folgt diesmal
3

. . T
Ogbo—smx:x—smxgblzz,

also
x3 .
xr — 3 <sinz < x.

Lemma 7.4.2. Fir alle a, 5 € R gilt

cosa—cosﬁz—Qsina—;ﬁsina;B und
. . at+pf . a=-p
sina — sin § = 2 cos 5 Sin——-

Beweis: Wir beweisen nur die Aussage fiir den Kosinus. Aus den Additionstheore-

men, Lemma folgt
a+f a—ﬁ) a+f a—pf a+p . a—-pf
= cos c

cosa:cos<2—|— 5 5 0s 2 — sin 5 sin 2
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und

cos 8 = cos (M+ﬁ—(1> —cosa+ﬂcosﬂ_a —sina+ﬂsinﬁ_a
B 2 2 ) 2 2 2 2
a+f B—a . a+p . a—p
= CO0s Cos + sin sin .
2 2 2 2
Nach Subtraktion der beiden Gleichungen erhélt man die Behauptung. O

Satz 7.4.1. Es existiert eine eindeutig bestimmte Zahl xoy € (0,2) mit cosxg = 0.
Wir definieren m := 2x¢. Auf [0, g) ist cos streng monoton fallend und sin streng

monoton wachsend. Weiter gilt

sing =1 wund exp (z;T) = .

1
Beweis: Aus Lemma |7.4.1| folgt cos0 = 1 und cos2 < —= < 0. Nach dem Zwischen-
wertsatz, Satz |7.1.1] existiert also ein x¢ € (0,2) mit coszg = 0.

Fiir 0 <t1 < to < 2 gilt weiter

tht+t2 to—1t <

0< , 2
2 2
und aus Lemma folgt
t t to — t
costy — costy = —2sin 1+ 2 gin 2 ! < 0.

2 2

Also ist cos streng monoton fallend auf [0, 2] und damit ist o die einzige Nullstelle
von cos im Intervall [0, 2].

Fir 0 <t; <ty < g gilt wieder

t1+1ta to—11 s
,—— <
2 2 2

0<

und damit
th+ta . to—11
sin

> 0.
2 2

sintg — sinty = 2 cos

T
Also ist sin streng monoton wachsend auf [0, 2).

Zuletzt schliessen wir aus cosg =0, sinz > 0 fiir alle z € [0,2] und Lemma [4.4.2

dass .
1 =sin—.
sin 5

Daraus folgt auch

T T, T
xp iz | = — +isin - = 1.
exp | 15 cos o +isin o =i
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Lemma 7.4.3. Fir allet € R gilt

T , , 7r
cos (t + 2) = —sint wund sin(t+ 5) = cost.

Beweis: Aus der Definition von cos und sin folgt

cos(t + g) + isin(t + g) =exp <z(t + 72T)>

LT .
=exp <12> exp (it)
=i(cost +isint) = —sint +icost
und nach Vergleich von Real- bzw. Imaginérteil folgt die Behauptung. O

Aus den obigen Resultaten erhalten wir die folgende Wertetabelle

t 0 5 T 37” 21
exp(ét) [ 1| I | ¢ | II | -1 |III| —i |IV | 1
cost |1\ |O0|N|-1| 7] 0| 7|1
sint |0 /11N 0 | N|—-1] 710

dabei bezeichnen die rémischen Zahlen I-IV die Quadranten in der Ebene.

BEMERKUNG:
1) exp (it), cost, sint sind 27w-periodisch, denn

exp (2mi) =1 = exp (i(t + 27)) = exp (27i) exp (it) = exp (it)
und exp(i-) kann nach obiger Wertetabelle auch keine kleinere Periode haben.
2)
exp(it) =1 < t=27k mit keZ

cost =0 @t:g—i—k‘w mit ke€Z

sint=0 << t=kr mit keZ.

Satz 7.4.2. Die Funktionen cos : [0,7] — [—1,1] und sin : [-5, 5] — [-1,1] sind
stetig, streng monoton fallend bzw. wachsend und bijektiv. Ihre Umkehrfunktionen
arccos : [—1,1] = [0, 7] bzw. arcsin : [—1,1] — [—3, 5] sind stetig, streng monoton

2072
fallend bzw. wachsend und es gilt:

lim arccosxz =m, lim arccosz =0 wund
a\—1 x N

1i . ™ 1i . m
1m arcsiny = — — 1m arcsiny = —.
y\—1 y 2’ y M y 2
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Beweis: Folgt aus Satz und obiger Wertetabelle. ]

Satz 7.4.3. Zu jedem z € C\ {0} gibt es eindeutig bestimmte r > 0, ¢ € [0,2m) mit
z =rexp (ip)

Beweis: Schritt 1: Die Abbildung c : [0,27) — S, ¢(t) = exp (it) ist bijektiv.

Aus exp (it1) = exp (it2) folgt exp (i(t; — t2)) = 1, also t; — te = 2wk mit k € Z. Fiir
t1,ta € [0,27) folgt damit k = 0, also ¢; = 2. Damit ist ¢ injektiv.

Fiir die Surjektivitit definieren wir zu z + iy € S (also 2% + y? = 1)
) arccosx firy >0
] 27 —arccosz fiiry <0
Wegen arccosz € [0, 7] und sinp = /1 — cos? ¢ fir ¢ € [0, 7| folgt fir y > 0:

exp (ip) = cos ¢ + isin ¢ = cos (arccos x) + i sin (arccos x)

= x+i\/1 — cos? (arccosz) = x + iV 1 — 22

=+ 1.

Aus cos (2m — x) = cosx bzw. sin (2 — z) = —sinz folgt fir y < 0:

exp (i¢) = cos (27 — arccos x) + i sin (2m — arccos x)

:x—i\/l—cosz(arccos:r):x—i\/l—x2:x+iy.

Insgesamt haben wir exp(iy) = x + iy gezeigt und damit ist ¢ auch surjektiv.

Schritt 2: Sei z € C\ {0} beliebig.
Wir setzen r = |z| und nach Schritt 1 wéhlen wir ¢ € [0,27) mit ] = exp (i).
Damit gilt dann

z =rexp (ip).

O]

Satz 7.4.4. Sein € N. Die Gleichung z" = 1 hat genau n Lésungen. Sie sind durch
die n-ten Finheitswurzeln

21k
wk:exp(ii); k=0,1,....n—1
n

gegeben.

Beweis: Es gilt 2™ =1 und damit |z|™ =1, also r = |z| = 1.
Sei also z = exp (ip) mit ¢ € [0,27). Aus 2" = 1 folgt exp (ing) = 1. Also muss
ny = 27k fiir ein k € Z sein. Dies impliziert ¢ = % Die wy, sind also paarweise
verschiedene Losungen von z" = 1.
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Da p(z) := 2" —1 ein Polynom n-ten Grades ist, kann p nach Lemma hochstens
n-Nullstellen haben. Damit haben wir mit den wy schon alle moglichen Nullstellen
gefunden. ]
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8 Differentialrechnung

In diesem Kapitel ist I C R stets ein offenes Intervall.

8.1 Differentialrechung

Definition 8.1.1. Die Funktion f : I — R" hat in x¢g € I die Ableitung a € R
(Notation: f'(xo) = a), falls gilt:

lim fl&) = flxo) _ lim f(zg +h) — f(zo)
a h

T—T0 T — Zo h—0

Wir nennen f differenzierbar in xq, falls f in xo eine Ableitung a € R™ besitzt.

Lemma 8.1.1. Die Funktion f = (f1,...,fn) : I — R" ist genau dann in xg
differenzierbar, wenn fir alle 1 < i <n die Funktionen f; : I C R differenzierbar in
To sind.

Ausserdem haben wir

f'(xo) = (fi(zo0),- .-, fn(@0))-

Definition 8.1.2. Die Funktion f : I — R" heisst differenzierbar, falls f in jedem
Punkt xo € I differenzierbar ist. Die Funktion f': 1 — R"

heisst Ableitung von f.

BEISPIELE:

fz) = f(=z0)

T — X

1) f(z)=ceR" Vzel = =0 Vz#u

- f/($0)=0 Vagel

2) f:R—=R, f(x) = |z| ist nicht differenzierbar in xy = 0, denn der Grenzwert

lim —————~ =1lim — = lim — existiert nicht
s—0 x—0 x—0 X z—0 ‘1’|
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3) f:Rf = R f(z) = /z. Sei 79 > 0.

. f(l‘o—i—h)—f(xo):\/m'o—Fh—\/l'»o: 1
h h Vxo +h+ /7o
1 ..
. }Lii% f(:no+h]1—f(:130) :2\/3?0 fiir xg # 0

existiert nicht fir g =0

= f(x) = /& nicht differenzierbar in xy = 0, aber differenzierbar fir alle

zo € RT mit Ableitung
1

=57

Satz 8.1.1. Sei a > 0. Die Funktion f : R — R, f(x) = a® ist differenzierbar mit
Ableitung f'(z) = (loga)a®. (Spezialfall: (e*) = e*)

f'(x)

Beweis. Fir xg € R gilt mit Hilfe von Blatt 7, Aufgabe 1

r __ ) r—xo __ Yy _
. a a . a 1 . a 1
lim — =a" lim — =a" lim
T—=T0 T — X Tr—x0 T — X y—0 Yy

=a"(loga).

O]

Satz 8.1.2. Sein € N. Die Funktion f: R — R, f(x) = 2™ ist differenzierbar mit
f'(x) = na" L.

Beweis. Sei x € R. Wiederum mit Hilfe von Blatt 7, Aufgabe 1, folgt
(z+h)" — 2"

lim fz+h) - f(z) =lim —— =nx

n—1
h—0 h h—0 h

O

Satz 8.1.3. Die Funktion f : I — R" hat in xg € I genau dann die Ableitung
a € R", falls fir r(h) := f(xo + h) — (f(x0) + ah) gilt:

Beweis. Fiir h # 0 gilt:

r(h) _ flzo+h)— flzo) —ah _ f(zo+h) — f(xo)

h h h

—a

Satz 8.1.4. Ist f : I — R" differenzierbar in xo € I, so ist f auch stetig in xq.
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Beweis. Wir miissen zeigen, dass ’llirr%) f(zo+ h) = f(zo) gilt.
—

Fir h # 0 gilt mit Satz

f(zo+h) = f(xo) +ah+h T(hh) — f(zo) mit h — 0.

O]

Satz 8.1.5. Seien f,g : I — R differenzierbar in xo € I. Dann sind auch die
Funktionen af + Bg(a, 8 € R), fg und f (im Fall g(x¢) # 0) in xo differenzierbar
g

mit den Ableitungen
1) (af + Bg)'(x0) = af'(zo) + Bg'(x0)

2) (f9)'(zo) = f'(x0)g(z0) + f(w0)g'(x0) ,Produktregel*

9 (LY o = LD ICCD gt
Beweis. 1)
af(r) + Bg(x) — af(xo) — By(wo) _ af(m) — f(=o) N 69(37) — g(xo)
Tr — X T — X T — X0
— af'(zo) + B9 (zo) fir = — zo.
2)

f(x)g(x) = f(zo)g(xo) _ flz) = f(x0) o(2) + F(0) 9(x) — g(xo)

T — 0 x — x — 3
— f'(z0)g(z0) + f(20)g'(z0)
da g stetig in x¢ nach Satz [8.1.4]

3)a) f(z)=1Vaxel

1 1 1 y_ 1 g(@—gl@) . —g (=)
= @ ) " i@ e=e " )
b) f beliebig
IY oy Y e g ()
— () @) = (£ ) @) =" ) s = o) 5

BEISPIELE:
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1) Sei f(z)=a™" = ‘,%n fir n € Nund z > 0. Aus der Quotientenregel folgt

n—1
nx —n—1
fl(z)=— por —nz .
2) Fur f(t) = exp(it) gilt
exp(ih) — 1

ft) = }ng(l] exp(it) = i exp(it).

h
Also folgt
(cos +isin) (t) = i(cos +isin)(t) = —sint + icost

und damit
cos'(t) = —sint und sin’(¢) = cost.

Satz 8.1.6 (Kettenregel). Seien f: I — R, g: J — R" mit f(I) C J. Ist f in
xo € I differenzierbar und g in yo = f(xo) € J differenzierbar, so ist go f : [ — R
in xq differenzierbar mit Ableitung

(g0 f) (o) = g'(f(x0)) [ (w0)-

Beweis. Betrachte fir x # xg

9(f(x)) = 9(f(x0)) f(x) = f(xo)

s7(e) — g(Sar)) _ [ EETEZE L TP i) £ f(ao)
o 0 fiir f () = £ (o)
Weiter definieren wir
9() — 9(f(z0)) .
a:J—=Raly) = y — f(z0) fiir y # f (o)
9'(f(z0)) fiir y = f (o)
a ist stetig in f(xo).
Fir x — zg, x # xo, folgt f(z) — f(xo) und damit
ATCD Z o)) _ o5 HEL =) ) )
= ¢'(f(z0)) f (x0).

O]

Satz 8.1.7 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f : I — R streng monoton und
stetig auf I und differenzierbar in xo € I mit f'(xo) # 0. Dann ist I* = f(I) ein
offenes Intervall und die Umkehrfunktion g : I* — R ist differenzierbar in yo = f(xo)

mit Ableitung
g (yo) = ,;
f'(9(wo))
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Beweis. Nach Satz und der anschliessenden Bemerkung ist I* ein offenes In-
tervall und ¢ : I* — R ist streng monoton und stetig, also gilt g(y) — g(yo) = xo
mit y — yo. Fiir y # yo folgt:

9W) —9wo) _ 9 —9lyo)  _ 1 o1
— B — — fe@)—f(g(yo)) ! '
Y — Yo f(9(y)) — f(9(v0)) Lt f'(x0)
[
Satz 8.1.8. Die Funktion log : (0,00) — R ist differenzierbar mit Ableitung
1
log)'(y) = —.
(log)'(y) ;
Beweis. Aus Satz und Satz folgt:
1 1 1
log’(y) = = = —.
2 ) exp/(logy)  exp(logy) y
O

BEISPIELE:

1) f:(0,00) = R, f(z) =2* = exp(alog(x)) mit « € R
= f'(z) = (exp(alogz)) = exp(alogz) - (alogx) = z* - % = ax

a—1

2) arccos: (—1,1) — (0,7)
arcsin : (—1,1) — (— T z)

272
Fir z € (—1,1) gilt:
arccos’ () = ! = = = !
~cos/(arccosz)  sin(arccosz) /1 — cosZ(arccos)
1
V11— a?
1 1 1

« ! P = =
arcsin’ () ~ sin’(arcsinz)  cos(arcsinz) /1 — 2

8.2 Der Mittelwertsatz und Anwendungen

Definition 8.2.1. Die Funktion f : (a,b) — R hat in z9 € (a,b) ein lokales Mini-
mum (Mazimum), falls es ein § > 0 gibt, so dass gilt:

f(zo) (i) f(x) Vx e (zg— 0,20+ 9).
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>
Ist sogar f(zo) (<) f(z) firx € (zo—0,20+ )\ {z0}, so heisst das lokale Minimum
(Mazimum) isoliert.

Satz 8.2.1. Die Funktion f : (a,b) — R habe in zo € (a,b) ein lokales Extremum.
Ist f in xq differenzierbar, so gilt f'(x¢) = 0.

Beweis. Sei z.B. xq ein lokales Minimum von f. Dann gibt es ein 6 > 0 mit f(x) >

f(zo) Ve (zo—9,z0+9), also gilt

f(z) = f(zo) |20 fir x € (w0, 20 + 9)
T — xo <0 furze (zg—0,20)

Mit 2 N\, zg folgt f'(z¢) > 0, mit 7 x¢ folgt f'(x¢) < 0, also insgesamt f'(xg) =
0. O

BEISPIEL: f: R — R, f(x) = 3 erfiillt f/(0) = 0, aber fiir 29 = 0 liegt kein lokales
Extremum vor.

Satz 8.2.2 (Mittelwertsatz der Differentialrechung). Sei f : [a,b] — R stetig und
differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es ein § € (a,b) mit

Beweis. Schritt 1: (Satz von Rolle) f(a) = f(b) =0
Aus Satz folgt die Existenz von &1, &, € [a, b] mit

f(&) = inf f(x), f(&)= sup f(z)

z€[a,b] xz€(a,b|
Ist & € (a,b) so folgt aus Satz
fl&)=0="——--~
Ebenso folgt dies falls & € (a,b).

Fiir den verbleibenden Fall &1, &5 € {a, b} folgt inf f = sup f = 0, bzw.
fx)=0 Vazelab.

Damit ist auch f/(z) =0 Ve (a,b)

Schritt 2: f(a), f(b) beliebig

Definiere h : [a,b] — R durch Abziehen der Sekante:
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Es gilt h(a) = 0 = h(b). Nach Schritt 1 existiert ein £ € (a,b) mit

0= = s - 1O,
O

Satz 8.2.3 (Monotoniekriterium). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differen-
zierbar. Dann gilt:

ff(x)>0 Vae (a,b) = [ ist wachsend auf [a,b]
f(z) <0 Vze(ab) = [ istfallend auf [a,b]
f'(x)=0 Vace((ab) = [ istkonstant.

Bei strikter Ungleichung folgt strenge Monotonie.

Beweis. Sei a < 1 < z9 < b. Nach Satz existiert ein £ € (1, x2), so dass gilt:

>0, wenn f/({) >0

>0, wenn f'(§) >0

flxe) = f(x1) = f/(f) (xa —x1) < <0, wenn f’({) <0
—_———

>0 <0, wenn f'(§) <0

=Y wenn f'(§) =0

O

Lemma 8.2.1. Sei a € R. Jede differenzierbare Funktion y : R — R, welche die
Differentialgleichung

y(z) =ay(z) VzeR
erfillt, hat die Gestalt y(z) = Ce™, wobei C' eine Konstante ist.

Insbesondere ist y : R — R, y(z) = e* die einzige differenzierbare Lésung der
Gleichung

y(@) =y(x) mity(0) =1.

Beweis. Die Funktion g(z) = y(x)e™*" erfillt
g(@) = (z) —ay(z))e =0 VzeR
Nach Satz existiert damit ein C' € R mit g(x) = C fur alle x € R. O

Satz 8.2.4 (Schrankensatz). Ist f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar,
so gilt fiira <1 < x9 < b:

ff(xy>m VYuze(ad) = M>m
1‘22) fil‘l

T — Ty -

I

fllx) <M VYuz¢€/(ab) =
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Beweis. Wir zeigen die erste Behauptung. Die zweite folgt analog.

Mit g(x) = ma gilt (f —g)' = f'—¢ > m —m =0 fir alle z € (a,b). Nach Satz
ist (f — g) wachsend auf [a, b], d.h.

f(xe) —mze > f(x1) — may Va<zy <x2<b

O

BEMERKUNG: Fiir Funktionen f : [a,b] — R™ gilt der Mittelwertsatz nicht. Sei
z.B. ¢ : [0,27] — C mit c(t) = €. Dann gilt

c(2m) — ¢(0)
2 —0

Definition 8.2.2. Die k—te Ableitung (k € No) von f : (a,b) — R"™ in xq ist induktiv
definiert durch

=0, aber |d(t)] = lie?| =1 Vtel0,2n]

FB(@o) = (f* D) (o) und  fO(w0) = f(a0).

Damit f*)(z) definiert ist, miissen also alle Ableitungen bis zur Ordnung k — 1 in
einer Umgebung von o definiert sein, und f*~1) muss in zq differenzierbar sein.

Definition 8.2.3. Sei I C R ein offenes Intervall und k € Ny. Wir bezeichnen mit
C*(I,R™) den R-Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f : 1 —
R", das heisst

CFI,RY) ={f: T =R": fO.1 5 R" sind definiert und stetig fir 0 <1i < k}.

Weiter definieren wir C*°(I,R™) als den R-Vektorraum der unendlich oft differen-
zierbaren Funktionen, also ist

C°°(I,R") = Nen, CF (1, R™).
Einfachheitshalber definieren wir noch im Fall n = 1 und k € Ny U{oo}
CH(I) := CK(I,R).

BEMERKUNG: Nicht jede differenzierbare Funktion ist stetig differenzierbar (also in
C1). Betrachte dazu f: R — R,

fla) = {a:%:osi, x#0

0, xz =0.

1
f ist stetig, da lim z2 cos — = 0.
z—0 x
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Fir z # 0 ist f differenzierbar mit Ableitung

1 1
f'(z) = 2z cos — + sin —.
x x

Weiter gilt
f(z) — f(0) 1

/ IERT T I
f(O)—ilg%) z—0 —igr%)xcos$ 0

also ist f auf ganz R differenzierbar, aber f’ ist in x = 0 nicht stetig, denn es gilt

/ 1)_2
f <l<:7r _kaOSkW+O_>0

fir £k — oo, aber

1 2 s
/ _ il 2k:) 1=1 VkeZ
/ <72T+k:27r> g+k2wcos<2+ )+ Ve

Satz 8.2.5. Sei f : (a,b) — R differenzierbar. In x¢ € (a,b) gelte f'(x¢) = 0 und
1" (xo) sei definiert. Dann gilt:

1) Ist f"(x0) >0, so hat f in xy ein isoliertes, lokales Minimum.
2) Hat f in g ein lokales Minimum, so folgt f"(x¢) >0

Analoge Aussagen gelten mit umgekehrten Ungleichungen fir Maxima.

Beweis. Zu 1): Da f'(xzg) = 0, gilt

) — 1 T@ S0 @)

T—T0 Tr — X0 T—=T0 T — X

Also existiert ein 6 > 0 mit f/(z) < 0 fir x € (x9 — §,20) und f'(z) > 0 fir
x € (xo, o + J). Damit folgt aus Satz dass f auf (zg — d, () streng monoton
fallend und auf (x¢,z¢ + 0) streng monoton wachsend ist.

Somit besitzt f in xg ein isoliertes lokales Minimum.

Zu 2): Wire f"(z¢) < 01in 2), so hétte f nach 1) in x¢ ein isoliertes lokales Maximum
im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Satz 8.2.6 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f, g : [a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar. Weiter sei ¢'(x) #0 VY z € (a,b). Dann ist g(b) # g(a) und
es gibt ein € € (a,b) mit

Beweis. Wire g(a) = g(b), so wiirde nach Satz ein § € (a,b) mit ¢'(§) =0
existieren. Dies widerspricht der Voraussetzung.
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Definiere jetzt F : [a,b] — R durch

ORI
Pla) = f(a) = LT (@) —g(a)
Damit gilt F'(a) = F(b) = f(a) und nach Satz existiert ein £ € (a,b) mit
fb) = f(a) ,

0=F'(¢) = f'(&) - g (&)

b—a
O

Satz 8.2.7 (L’Hospitalsche Regeln). Seien f,g : (a,b) — R differenzierbar, und es
sei g'(x) # 0 fir alle z € (a,b). In jeder der beiden Situationen

1) f(x) = 0 und g(x) — 0 firx —a

2) f(x) = oo und g(x) — oo fir x — a

gilt:
!
FEzistiert lim JC/L:U), so existiert auch lim 1 (@) und es gilt:
wNa g (x) wNa g(z)
!
lim ﬂ = lim f/(:z:)
aNa g(x)  oNa g'(x)
Beweis. 1) Wir fassen f und g als in a stetige Funktionen auf mit
f(a) =g(a) =0
Nach Satz existiert fir alle z € (a,b) ein £ € (a,z) mit
f@) £
g(x)  g'(¢)
Die Bedingung x — a impliziert £ — a und damit folgt die Behauptung.
o fl(x) i}
2) Sei lim ~——= =: A. Zu e > 0 wéhle man § > 0 so, dass
z\a g (.%')
f't)
—A Vi 0
70 ’< € (a,a+9)

Nach Satz gilt dann fir z,y € (a,a + §) mit = # y fir ein z € (z,y)

bzw. z € (y,x)
‘f(x) —f)
9(x) = g(y)

f'(z)
702 — A‘ <e€
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Nun ist
1— g(y)

g(z) — gl@)—gly) 1-IW

1 — 9Wo)

g(x) -1
1— f(yO)

f(z)

Also existiert ein 6* > 0, so dass V = € (a,a + 0*) gilt:

’ fl@)  flx) = flyo
g(x)  g(z) —g(yo

)| <e.

Fir z mit a < z < a +min{é, 0*} gilt dann

F@) 2 f@) @)~ o)
o = 5@~ s = et
f(z) — f(z0)
— A
MrEErE
< 2¢
= lim @ =A=lim f(@)
z\a g(z) aN\a g ()
O
BEISPIELE:
1) Sei s > 0. Dann gilt
1
lim z°logz = — lim —lo_gx = —lim _7_5_1 = lim(—sz®) =0
2\0 2\0 x~° a\0 —sxr— S 2\0

Speziell erhdlt man damit:

. x _ 1z _ 0 _
3161{‘%33 —glﬁli%exp(azlogx) =e =1.

2) Als néchstes betrachten wir

1 1 . rT—sinw

lim (— _ )
t—0'sinx x° =0 zsinx
Es gilt lim(z — sinz) = 0 = lim xsinx. Jetzt folgt mit Hilfe der L’Hospitalschen
z—0 z—0

Regel
. x—sinx . 1—cosx
lIm ———=Iim ——m——.
z—0 xsinx z—08Inx + T Ccosx
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Da lir% (1 —cosz) =0 = lir% (sinx + x cosz), konnen wir die L’Hospitalsche Regel
z— T—
nochmals anwenden und erhalten

. 1 —cosx . sin x 0
im —— = lim - = - =2
z—0sinz +xcosx z—02cosx — xsinz 2

Insgesamt ergibt sich

. 1 1
lim (—
z—0"sInx x
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9 Konvergenz von Funktionenfolgen

9.1 Konvergenz von Funktionenfollgen

Definition 9.1.1. Es sei D C R™ eine Menge und fiir jedes n € N sei f,, : D — C
etne Funktion.

1) Die Folge (fn) konvergiert punktweise gegen eine Funktion f : D — C, falls
V x € D die Folge (fn(z)) gegen f(z) konvergiert., d.h. ¥V x € D Y & >
0 3 N =N(z,e) >0 mit

|fu(z) = f(z)|<e ¥V n>N.
2) Die Folge (f,) konvergiert gleichméssig gegen eine Funktion f: D — C, falls
Ve>0 3 N=N()>0 mit

[fulz) = fx)] <e VaeD, ¥Vn=>N.

BEISPIELE:
1) Sei f, : [0,1] = R, fu(z) = 2™
Fir 0 <z <1 gilt f(z) = 0 mit n — oo und es gilt f,(1) =1 VneN.

Damit konvergiert (f,) punktweise gegen die Funktion f : [0,1] — R,

0 fuir 0<z<1
f(x)_{l fir z =1.

1
(fn) konvergiert nicht gleichméssig gegen f, denn sei z. B. ¢ = T

Da f, V n € N stetig ist, existiert V n € N nach dem Zwischenwertsatz, Satz

1
7.1.1} ein x, € (0,1) mit f,(x,) = 7

1 1
Damit folgt 5= | fr(zn) — f(n)] > 1

2) fu:[0,1] = R, fulz) = %Sin(ﬂ'nm).
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Wegen |siny| <1 fur alle y € R gilt
fa(z) =0  VYael0,1]

— (fn) konvergiert punktweise gegen f : [0,1] — R, f(z) = 0.

1
Zue>03 N € N mit N <° (siehe Satz [4.1.1). Damit folgt V n > N und
vV x €[0,1]:

@)l < 5 <

= (fn) konvergiert auch gleichméssig gegen f.
BEMERKUNG:

1) Konvergiert f, : D — C gleichmaéssig gegen f : D — C, so konvergiert f,)
auch punktweise gegen f.

Die Umkehrung gilt nicht (siehe Beispiel 9.1.2).

2) Ist D C R, fp : D — R gleichméssig konvergent gegen f : D — R, dann liegen
fir € > 0 beliebig die Graphen von f, fir n > N in einem ,e—Schlauch® um
den Graphen von f.

Satz 9.1.1. FEs sei D C R™ und f, : D — C stetig in xg € D V n € N. Konvergiert
(fn) gleichmdssig gegen f: D — C, so ist f ebenfalls setig in ¢ € D.

Beweis. Sei e > 0. Da (f,) gleichméssig gegen f konvergiert, 3 N € N mit

€

5 VaxeD.

[fn(z) = fz)] <
Da fn stetig in xzq ist, existiert ein 6 > 0 mit
In(@) = In(@o)l <5 Ve DN By()
Damit folgt fir alle z € D N Bs(xo)

[f(@) = f(zo)| < |f(2) = fn(@)| + [fn(2) = i (@o)| + [fn(20) — f(zo)| <e.
O

Definition 9.1.2. Sei D C R™ und f : D — R". Wir definieren die Supremums-
norm

[flloo := sup{||f(x)]| : © € D}.

Die Menge der beschrankten Funktionen auf D, also || f|lcc < 00 bezeichnen wir mit
B(D).

Satz 9.1.2. Sei D C R™ wund f, : D — C V¥ n € N. Dann gilt: (f,) konvergiert
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genau dann gleichmdssig gegen f: D — C, falls

lfn— flloo = 0  fir n— oco.

Beweis. ,,—*: Sei ¢ > 0. Dann existiert ein N € N mit |f,(z) — f(z)| < % fiir alle
z € D und fiir alle n > N. Damit folgt fiir alle n > N

13
||fn_f’|oo§§<5

£
»<—"%: Sei ¢ > 0. Es existiert ein N € N mit [|f, — f|locc < 5 fir alle n > N.

Also gilt fir alle n > N und x € D

[fn(@) = f(2)] < sup |fu(2) = f(@)] = [[fn = fllo <e

zeD

O]

28]

Satz 9.1.3. Sei p(z) = 3 apz® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
k=0

Dann ist P stetig auf Br(0) = {z € C: |z| < R}.

Beweis. Sei w € Br(0) und sei © € (0,1) so gewahlt, dass |w| < OR. Wir zeigen,
dass p stetig in w ist.

n
Fiir alle n € N ist p,(2) = Y. a,2" stetig auf C. Sei zo = vOR. Da p in zy absolut
k_

=0
konvergiert, existiert ein M € R so, dass fiir alle k € N gilt
lax||z0F < M.

Damit gilt fiir alle z € C mit |z|] < OR

[e.e]

- . 00 ﬂ k
)~ < Yl < 3 (D)

k=n+1 k=n+1 |ZO|
M |Z| n+1 M OR \n+l
_ [ — <
7 (o) S1oex (aR)
1 ol vor VOR
M n+1
" ez
1-+v0O

— 0 firn— o

Damit konvergiert die Folge p, : {z € C : |z| < ©OR} — C gleichmaéssig gegen
p:{z€C:|z]| <OR} — C und nach Satz ist p stetig auf {z € C: |z] < OR}.
Insbesondere ist p stetig in w. O
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10 Integration in R

10.1 Stammfunktionen

Seien —o0o < a < b < oo und sei f € C°((a,b)).

Definition 10.1.1. Eine Funktion F € C'((a,b)) heisst Stammfunktion zu f, falls
gilt:
F'=f in (a,b).

1
BeISpIEL: Die Funktion f(z) = — besitzt die Stammfunktion F(z) = logx, aber
x

auch die Stammfunktion F'(z) = logz + 1500.
Insbesondere ist mit jeder Stammfunktion F' auch F'+c, ¢ € R beliebig, eine Stamm-
funktion.

Satz 10.1.1. Sind Fy, F, € C*((a,b)) Stammfunktionen zu f € C°((a,b)), dann
existiert ein c € R mit
Fy=Fy+c.
Beweis: Auf (a,b) gilt
(F—F) =F - F=jf=0
Nach Satz [8.2.3] existiert dann ein ¢ € R mit F} — F» = c. O

Definition 10.1.2. Sei f € C°((a,b)) und sei F € C*((a,b)) eine Stammfunktion
von f.

1) Fira <z < x <b heisst
[ £ d¢ = F(a) - Flay)

das Integral von f iber [xg,x].

2) [ f(z)dx heisst unbestimmtes Integral und ist eine alternative Notation fir die
Stammfunktion zu f.

BEMERKUNG: Wegen Satz [10.1.1] ist die Defintion des Integrals von f unabhingig
von der Wahl der Stammfunktion.
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BEISPIELE:

e
a _ 1 a+1
%« 71é 1| g2
x~ log x
er e
Ccos ¥ sinz
sin x —COoST
1 .
arcsin x
V1—z?
1
~ arccos x

Satz 10.1.2. 1. Seien f,g € C°((a,b)) mit Stammfunktionen F,G € C*((a,b))
und seien o, 3 € R. Dann ist oF + BG € C'((a,b)) eine Stammfunktion von
af + By, d.h

J@r+89)() dg = o [ 16 de + 5 [ g0) de.

2. (Partielle Integration) Seien u,v € C1((a,b)) und es existiere eine Stamm-
funktion F € C'((a,b)) von f = uwv' € C°((a,b)). Dann besitzt die Funktion
u'v € CY((a,b)) die Stammfunktion:

[y de =wo - [(')(e) de.

Beweis: 1. Die Summenregel, Satz[8.1.5] liefert
(aF + BG) = aF + G’ = af + Bg
und damit die Behauptung.
2. Mit F' = f = wv’ folgt aus der Produktregel, Satz
(wv — F) =v'v+uw — F' = v

und damit ist uv — F' eine Stammfunktion von u'v.

O
BEISPIELE:
xk+1
o Seip(z) =anx™ + ... + a1z + ag. Mit /xk dx = P fiir alle k£ € Ny folgt:
/p(a:) dx = %x"“ + ...+ %x2 + apz.

92



1
o Seien u(z) = z und v(z) = logz mit v/ (z) = 1 bzw. v/(2)—. Dann folgt
x

/logﬂsd:n:xlogx—/ld:c:xlog$—a:.

Satz 10.1.3. Seien f,g € C°((a,b)) mit Stammfunktionen F,G € C((a,b))
und sei f(x) < g(z) fir alle x € (a,b). Dann gilt fir a < zo <z <b

T

7f(1:) dz < /19(56‘) dzx.

o

Beweis: Definiere h € C%((a,b)) durch h(z) = g(x) — f(x) > 0. Nach Satz [10.1.2
hat h eine Stammfunktion H € C'((a,b)) mit H' = h > 0. Damit ist H nach Satz
monoton wachsend auf dem Intervall (a,b). Speziell gilt

79(” - 7“@ do = 7’1(3«“) de = H(w1) — H(zo) 2 0.

O]

Satz 10.1.4. Sei f € C°((a,b)) mit Stammfunktion F € C'((a,b)) und seien a <
xo < x1 < x99 < b. Dann gilt

7f(:(1) dx + 7]"(3:) dx = 72f(x) dx.

Beweis: Wir berechnen
J 1@ do+ [ @) de = (@) = Fao) + (Pla) = Fla)
— F(as) ~ Flao) = [ /(@) da.
O

Satz 10.1.5. (Substitutionsregel) Seien f,g € C'((a,b)). Dann gilt fir a < o <
T < b:

1 g(z1)
[ Fla@)g @) do = Fgl@) = fglao) = [ £') dy

g(wo)
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Beweis: Aus der Kettenregel, Satz folgt
(fog)(z)=f(9(x))d (z)

und damit ist (f og) eine Stammfunktion von (f'og)g’. Da auch f eine Stammfunk-
tion von f’ ist folgt damit die Behauptung. O

BEMERKUNG: Man kann also formal die Variable y = g(x) substituieren mit "dy =
/ 2
g (x)dx”.

BEISPIELE:
; 21 ; 1
x y=1+4x =5
/ 2 2 y=1
/ 1+=x / Y

Bl

2 1
o i) / cos® ¢ do = [T 22 da
1

(ME]

i) Mit u(¢) = sin @, v(¢) = cos ¢ folgt u/(p) = cos ¢, v'(¢) = — sin ¢ und mit
partieller Integration erhélt man

Damit folgt

|
M\ﬂ\w
(@)
]
)]
no
ASH
QL
ASS
|
o N
|
L\,_\
—_
|
S
[\V)
Q
&

PARTIALBRUCHZERLEGUNG:
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1

d
Wir wollen / % berechnen und wir ignorieren das arctan’(z) = 1.2
—x

2
-z
Es gilt 1 — 22 = (1 — x)(1 + ) und damit

1 1 ! a b

1—22 (1—-2)(1+4x) [ g

Damit das letzte Gleichheitszeichen gilt miissen a und b wie folgt gewéhlt werden:
a(l+x)+b(1l—z)=1 VzeR.

Alsoist a+b+2z(a—b) =1 Vz und damit folgt nach Lemma [3.3.2]
a=1b
a+b=1,
1 . .
alsoa=b= 3 Insgesamt erhalten wir somit

1—a22 2

1—a:+2

/ dz 1 / dx 1 / dx log(1 —x) = log(l+ x)
_ - _ + .
1+=x 2 2

10.2 Riemannsches Integral

Das Ziel der Einfiihrung des Riemannschen Integrals ist eine Erweiterung des In-
tegralbegriffes. Unter anderem soll auch gezeigt werden, dass jede stetige Funktion

eine Stammfunktion besitzt.

BEISPIELE:

o Sei f(z) = c fir ein ¢ > 0 und fir alle z € [a,b]. Dann ist F(x) = cz eine

Stammfunktion von f und das Integral von f berechnet sich zu

/bf(x) dx = ¢(b— a).

Fiir ¢ < 0 erhalten wir auch den Flacheninhalt unter dem Graphen von f (falls

richtig orientiert!)

1
e Sei f(z) = mx, m € R mit Stammfunktion F(x) = §mx2. Auch in diesem

Fall entspricht das Integral

b

/(mx)dx = %m(b2 —a?)

a

dem Flacheninhalt unter dem Graphen von f.
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Frage: Fiir welche Funktionen f : [a,b] — R kann man den Flicheninhalt zwischen
dem Intervall [a,b] und Graph(f) messen?

Definition 10.2.1. 1. Eine Funktion f : [a,b] — R heisst Treppenfunktion, falls
fir eine Zerlegung von I = [a,b] in disjunkte Teilintervalle (offen, abgeschlos-
sen oder halboffen) Iy, ..., I, mit Konstanten ¢ € R gilt:

f($):Ck Veel, 1<k<K

d.h.
K
f = Z CeX1Iy s
k=1

wobei

( ) 1, xze€l;
€Tr) =
i 0 sonst

die charakteristische Funktion von I ist.

K
2. Das Integral einer Treppenfunktion f = Z ckXr, © [a,b] = R ist
k=1

K

b K
/(Z CkXIk($)> dx =y cxl Ik,
o \k=1

k=1

wobei |I| die Lange von Iy, bezeichnet.

BEMERKUNG: Die konstante Funbktion f(x) = ¢, ¢ € R kann wie folgt als Treppen-
funktion aufgefasst werden:

K
f=>" cxu,
k=1

mit ¢z = ¢ V1< k<K, wobei I, 1 <k < K, eine disjunkte Zerlegung von
I = [a,b] ist. Es gilt:
K

b
/f(x)da: —eb—a) =Y cllil.

k=1

Lemma 10.2.1. Sind e,g : [a,b] — R Treppenfunktionen mit e < g (d.h. e(x) <
g(x) Yxe€la,b)), dann gilt:

K L
Beweis: Seien e = Z ckXr, und g = Zdlel Treppenfunktionen mit disjunkten
k=1 =1
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Intervallen Iy, .., I}, bzw. Ji, ..., J;, wobei

I =la,b] =

e G

|CN

Betrachte die Intervalle
Iuy=0I;nJ;, 1<k<K,1<I[I<L.

Die Ij; sind auch disjunkt mit

L

L K
Li=JIw=J&knJ4, wd J={]u
= I=1 k=

Weiter gilt:

KL K
U In = U(Ulkl>:UIk:I-
=1 k=1

k

k=1

Fir beliebige 1 < k < K, 1 <[ < L und fir alle z € Iy; haben wir die Abschitzung

cr =e(x) <g(x)=d; also ¢ <d.

Damit gilt:
b K K L
/6(1‘) de =Y cpllel =D > cllul
2 k=1 k=11=1

K L L b
<> > a| :;dzlJz! :/9(@ dx

k=11=1

O

Sei jetzt f : [a,b] — R beschriankt, d.h. es existiert ein ¢ € R so, dass fiir alle
z € [a,b] gilt
[f(z)] < e

Dann existieren Treppenfunktionen e = —cx(q5 und g = cx[qp) welche
e(r) < f(z) < g(z) Vaela,]
erfiillen.

Definition 10.2.2. 1. Fir beschrinktes f : [a,b] — R definiere das untere, bzw.
obere Riemann-Integral (R-Integral) durch

b
/f( ) dx = Sup{/ ) dx : e Treppenfunktion, e < f}

a
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und

b b
/f(x) dr := inf{/g(x) dz : g Treppenfunktion, f < g}.
2. f heisst iber [a,b] Riemann-integrabel (R-integrabel), falls

b b
/f(a:) dx = /f(a:) dx = A.
b
In diesem Fall heisst A =: /f(:z)da: das Riemann-Integral von f.

BEMERKUNGEN:
o Fir alle beschréankten Funktionen f gilt die Abschitzung

/bf(x) dzx < /bf(x) dx.

a_

o Eine Funktion f ist genau dann R-integrabel, wenn fiir alle ¢ > 0 Treppen-
funktionen e, g : [a,b] — R existieren mit e < f < g und

b b
/g(:):) dx — /e(x) dx < e.

Beweis: o Seien e, g Treppenfunktionen mit e < f < g. Aus Lemma [10.2.T] folgt

b b
/e(ac) dx < /g(x) dx

und damit

b b b
/f(x) dx :sup{/ e(z) dx : e Treppenfunktion, e < f} < /g(:n) dx.

a a

Indem man das Infimum iiber alle zuléssigen Treppenfunktionen g bildet, er-
hélt man die Behauptung.

o Mit Hilfe des gerade bewiesenen kénnen wir fiir alle Treppenfunktionen e, g
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abschétzen

b b

/e(x) drx < /f(:x) dx < /bf(ac) dx < /bg(x) dx.

a

Damit folgt direkt die Behauptung.

O]

Satz 10.2.1. Sei D C R kompakt und sei f : D — R™ stetig. Dann ist [ gleich-
mdssig stetig, d.h. zu € > 0 gibt es ein § > 0 mit:

z,2' €D, |z -2 <é = |f(=)-f@)]<e

Beweis: Anderenfalls gibt es fiir ein € > 0 Punkte x,, 2], € D mit
l2n — 23]l = 0, aber ||f(zn) — f(an,)] = e

Da D kompakt ist, existieren Teilfolgen z,,, J;;Lk
Da f stetig ist erhalten wir den Widerspruch

e < lim [[f(en,) = f )l = 17 (o) — (o) = 0.

mit ,, — xo € D und z), — 0.

BEISPIEL:
Ist D nicht kompakt, so muss eine stetige Funktion f : D — R nicht gleichméssig

1 1
stetig sein. Sei z.B. f : (O, > — R, f(z) =sin—.
T x
1
Mit x,, = —, 2}, = = gilt z, — 0, z;, = 0, aber
nm nm + 5

|f(zn) — f(2l)| =1 VneN.

Satz 10.2.2. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f dber [a,b] R-integrabel.

Beweis: Da [a, b] kompakt, ist beschrankt und gleichméssig stetig. Zu € > 0 existiert
damit ein 6 > 0 mit

(10.1) Vz,y€la,b: jlz—yl<d = |f(z)—fly)l<e.

b
Fiir k € N mit —— < § unterteile man [a,b] in disjunkte Teilintervalle I mit

Endpunkten
b—a b—a
ak:a—i-(k—l)?, bk:ak+ K
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und Lénge

b-a <k

|| = 7 <

Weiter setze man
cr, = inf f < sup f = dy.
Ik Ik

Dann sind

K K
e=>_ X, 9= dexr,
k=1 k=1

Treppenfunktionen mit e < f < g.
Da fiir 1 < k < K gilt nach nach Konstruktion

sup |z —y| = I <9,

z,y€l)
folgt mit (10.1]) auch
dy —cp = sup (f(z) — f(y)) < sup |f(z) - f(y)| <e
z,y€ly Tyl

Damit konnen wir abschatzen

/gd:v—/ed:n: S (i — ) |kl < e 3 il = (b— a)e.
a a k=1 k=1
Die Behauptung folgt aus der obigen Bemerkung. O

Das Integral einer stetigen Funktion f € C°([a,b]) kann man numerisch approxi-
mieren:

Satz 10.2.3. Sei f € C°([a,b]). Dann gilt fiir eine beliebige Folge von Zerlegungen
Ky
I=[ab]=J I}
k=1

von I in disjunkte Teilintervalle I}}, 1 < k < K,,, mit Feinheit

op = sup [I}] = 0(n— o0)
1<k<K,

und eine beliebige Auswahl von Punkten xi € I, 1 < k < K, stets

b

Kn Kn b
[ (35 rtabn ) o= Y st [ £ao (00
2 k=1 k=1 a

Beweis: Zu e > 0 wihle 6 = 0(¢) > 0 mit (10.1), dazu ng = no(¢) € N mit

Vn>ng: 0, <O.
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Fir n € N setze weiter

G =inf f < fef) Ssupf=df, 1<k <K,
k 1

Wie in Satz[10.2.2] erhalten wir fiir n > ng die Abschatzung

dy —cp < sup |f(z) = f(y)| <6, 1<k <K,
ac,yGI,’:

Definiere die Treppenfunktionen

K, N Ky,
en=Y cixmp < fo= Y faf)xir < gn =Y dixip.
k=1 k=1 k=1

Da f nach Satz|10.2.2| R-integrabel ist, konnen wir fiir n < ng(e) abschitzen

b b i Ken b b
Rn:—/fd:v—/<kz f(xz?)xf,g> do = [ fuda— [ fuda
a a =1 a a

b

b Kn Kn
g/gndx—/endx:Z(dg—cz)ugy < P = (b—a)e
a a k=1 k=1

Analog erhalten wir R,, > —(b — a)e und damit |R,| < (b — a)e. daraus folgt die
Behauptung. O

10.3 Integrationsregeln und Hauptsatz

Satz 10.3.1 (Monotonie des R-Integrals). Seien fi, f2 : [a,b] — R beschrankt und
R-integrabel mit fi < fo. Dann gilt:

b b
/f1dx§/f2d:c.

Beweis: Jede Treppenfunktion g : [a,b] — R mit fo < g erfiillt auch f; < g, also

gilt:
b b b
/fldm:/fld:ng/gdx.

Nach Ubergang zum Infimum bzgl. derartiger Treppenfunktionen g > fo erhalten

WwWI1r _
b b b
/fldxé/f2d$=/f2d$-
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Satz 10.3.2 (Linearitdt des R-Integrals). Seien f, fi1, fa : [a,b] — R beschrinkt
und R-integrabel und sei o € R. Dann sind die Funktionen of, fi + fo tber [a,b]
R-integrabel, und

b

/b(af) dx:a/fdx

a

b

/(f1+f2)d$=/bf1dx+/bf2dx.

a

Beweis: Fiir Treppenfunktionen lassen sich die beiden Behauptungen leicht nach-
rechnen.

Im Folgenden seien jetzt f, fi, fo wie im Satz und o € R.

i) Fiir @ > 0 und Treppenfunktionen e,g mit e < f < g gilt ae < af < ag und
damit

b b
/(af) dzx <inf {/(ag) dz : g Treppenfkt., g > f}

a a

a

b b
:ainf{/gdx: g Treppenfkt., ng} :a/f dx

b b
:a/f d:)::oesup{/e dx : e Treppenfkt., e < f}

a

b b b
=sup {/(ae) dx : e Treppenfkt., e < f} < /f dr < /(af) dz,

a a a

wobei in der dritten Zeite benutzt wurde das f R-integrabel ist. Aus dieser Unglei-
chungskette folgt das (af) auch R-integrabel ist mit

b

/(af)dx:a/bfdac.

a

Analog argumentiert man fiir o < 0.

ii) Seien e;, g; Treppenfunktionen mit e; < f; < g¢; fiir 1 < i < 2. Die Funktionen
e1 + e2, g1 + g2 sind wieder Treppenfunktionen mit

e1t+e < fi+ fa < g1+ g0
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Damit erhalten wir die Abschétzung

b b
/(fl + f2) dx ginf{/(gl +g2) dx : g1, 9o Treppenfkt., g; > fi, 1 <i <2}

:iﬂf{/gl dr: g1 TF., g1 > f1} +inf{/92 dr: g2 TF, g2 > fo}

—/flda?—I—/fgd:Jc—/fldx—l—/fgdm

—sup{/61 dr : e1TF,e; < f1} —|—sup{/eg dx : ea TF es < fo}

b b
:sup{/ e dx + /62 dx : ey, ep Treppentkt., e; < f;; 1 <i <2}

:sup{/(61 +e9) dr: e1,es Treppenfkt. | e; < f;, 1 <i <2}

b

b
S/(f1+f2)d93§/(f1+f2)d93

a

Damit folgt wie in i) das f1 + fo R-integrabel ist mit

/b(fl-l-fz)dl’:/bfl dm+/bf2dm.

O
Korollar 10.3.1. Fiir f € C°([a,b]) gilt:
b b
[ £da < [151 do <1l (0 a).
Beweis: Fiir allle x € [a, b] gilt
£f(@) < [f(@) <lfll
Der Beweis folgt aus Satz [10.3.1] und Satz [10.3.2] O

Korollar 10.3.2. Seien die Funktionen f, fr € C° ([a,b]) und fi, konvergiere gleich-
mdssig gegen f. Dann gilt:

b b
/fkdx—/fdx

b
< [1fi= 1 dw < lfi = flla =) =0 (firk = oo)
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BEispIEL: Das Korollar ist nicht richtig wenn die Funktionen f; nur punktweise
gegen f konvergieren. Dazu betrachte man fiir n > 2 die Funktionen f,, : [0,1] — R
definiert durch

1
fn(z) := max(n — n?|lz — —|,0).
n
Es gilt f,, € CY([0,1]) und fi(z) — 0 fiir n — oo. Damit konvergiert f,, punktweise
gegen die Nullfunktion. Allerdings konvergiert f, nicht gleichméssig, denn fiir kein
n > 2 gilt
an - OHOO <1,

da fn(1) =n > 2. Fiir die Integrale berechnen wir fiir alle n > 2

1 1
/fnd$:17é0=/0dl‘.
0 0

BEMERKUNG:
o

1
Sei p(z) = iz’ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p := — .
= ErET—
Fiir alle 0 < r < p ist p nach Satz auf B,(0) gleichméssig konvergent. Damit
impliziert das obige Korollar fiir alle —p < a < b < p:

b

b n
_ : k
/p(:r) dr = / (Jlﬁr}go];)ck‘r ) dz

a

b, n b

o k o k

= nh_%o (,}0 CLT > dr = nh_}llgo (Z ck/w dm)
S —

k=0
— lim zn: Gk (bk+1 _ ak:-i—l) _ i Gk (bkz+1 _ ak:—i-l)'
n—oo kE+1 k:0k+1
Damit erhalten wir

Korollar 10.3.3. Potenzreihen diirfen innerhalb ihres Konvergenzkreises (d.h. B,(0))
gliedweise integriert werden.

BEISPIEL:
Fir 0 < b < 1 erhalten wir:

—
+

b 1+b

e e

1

0 oo [ _karl z=1+4+b
(Z_:l—x)d:C:Zl (1k+1) ]_

k=0

log(1+0b) =

I»—t\

b

kbk+1
E+1

MS H\

(=1)

k

0
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bk+1
Da die Folge Pl

fiir alle 0 < b < 1 eine monoton fallende Nullfolge ist (es gilt

vl ok k
——=b—<1)
k+1bF k41
oo pk+1
konvergiert die Reihe Z(—l)k F 1 nach dem Leibniz-Kriterium, Satz [4.4.5| Die
k=0

Fehlerabschétzung beim Leibniz-Kriterium liefert weiter

n—1 kkarl bn+1
log(1+b) — -1 < YOo<b<1l V N.
ol +b) kg( S rTi|Sagq vosbsl Ve
Fir b — 1 folgt damit
n—1 1
k
— B L
log(2) l;( 1) . VneN
=0
und fir n — oo gilt schliesslich
log2 = i(—l)ki
k+1

k=0

Satz 10.3.3. Sei f : [a,b] — R beschriankt und R-integrabel tiber [a,b] und sei
xo € [a,b]. Dann ist f eingeschrinkt auf [a, zo] und [xo,b] auch R-integrabel mit

j)fdx:?fd$+/bfdx.

K K
Beweis: Ist f eine Treppenfunktion, f = Z CkXI,, 50 sind auch fq := Z CkX Iy Nlayzo]
k=1 k=1

K
fo:= Z CkXIyNzo,b) Treppenfunktionen und es gilt f = f1 + f2. Damit folgt direkt

k=1
die Behauptung fiir Treppenfunktionen.

Ist f beliebig, so wihlen wir zu € > 0 Treppenfunktionen e, g mit e < f < g und
b b

/gdw—/edaj<a. Dann gilt

a a

0<</gd:v—/ed:v) (’gd:v—/ ):a/bgdx—a/bedac<e,
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also ist f R-integrabel auf [a, zg] bzw. [z, b]. Weiter haben wir

b o b b o b
A::/fdx— (/fdx+/fdm) S/gdac— (/edm+/edm) <e.
a a xo a a o
Analog erhélt man die Abschétzung A > —e und damit ist A = 0. O

Satz 10.3.4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f € C° ([a, b]).
Setze

F:an—)/f(f) d¢, x € [a,b].

Dann gilt:
FeC'((a,b) undF' =f.

Beweis: Sei zg € (a,b) und zu € > 0 wihlen wir ein 6 > 0 so, dass fiir alle € [a, D]
gilt:
[r =m0l <6 = [f(x) = flzo) <e.

Sei g < x < g+ 0. Aus Satz folgt
x o z
Fla) - Flao) = [ £ ds~ [ 1€ dg = [ 1) de.
a a 0
Korollar impliziert

<z = sup |f(y) — fzo)| < e(z — wo),
ly—zo|<d

Uf(ﬁ) d¢ — f(xo)(z — z0)

wobei wir die Identitit f(zo)(z—=z0) = [;, f(x0) d§ benutzt haben. Kombiniert man
die letzten beiden Abschétzungen, so erhélt man

’F(fﬂ)—F(:ﬂo)

pra— —f(ﬂfo)‘SE-

Analog folgt die Abschétzung auch fiir x — § < & < xg. Insgesamt sieht man damit

F(z) — F(xo)
T — X0

<e

sup
|x—xz0|<d

— f(=o)

und dies impliziert
FeCla,b) und F' =f.

O]

Satz 10.3.5 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f, g : I = [a,b] — R stetig
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und g(x) >0 VYV ax € I. Dann existiert ein & € [a,b] mit

/bfgdm=f(€)/bgdw-

Im Spezialfall g = 1 erhalten wir

b

[ £do=r&)o-a.

a

b
Beweis: Da g > 0 impliziert Satz [10.3.1| das /g dx > 0. Jetzt unterscheiden wir
a

zwel Falle.

b
1. Fall: /g dx =0
a

In diesem Fall behaupten wir das g = 0 sein muss. Dazu nehmen wir an das ein
xo € [a,b] existiert mit
g(zp) =:¢ > 0.

Da g stetig ist existiert ein § > 0 so, dass fiir alle x € Bs(xo) N I gilt

N

g(x) >

Definiere jetzt eine Treppenfunktion b : I — R durch

€

—, x € Bs(xg)N 1T

h(z) = {2 sle) N1
0, sonst

Damit gilt g(x) > h(z) fiir alle x € I, aber aus satz [10.3.1| folgt

b b
€
de > | hdxr > — > 0.
fowrs fran &
a a
Dies ist ein Widerspruch und deshalb ist g = 0.

b
2. Fall: /g dr >0

a
Wir setzen m = ian’ () und M = sup f(z). Wegen Satz [7.2.1| sind m und M
Te zel

wohldefiniert. Fir alle z € I gilt

myg(x) < f(x)g(x) < Mg(x)
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und damit folgt aus Satz [10.3.1
b b b
m/gd:ng/fgd:z:SM/gdx
a a a

oder

Aus dem Zwischenwertsatz, Satz folgt die Existenz eines & € I mit

b
/fg dz
) =t

/gd:c

a

O]

Satz 10.3.6. Sei f, € C'(I) eine Folge von Funktionen auf I = (a,b), die punktwei-
se gegen f konvergiert. Falls die Folge f) gleichmdssig gegen g : I — R konvergiert,
so st f € CH(I) mit f' = g.

Beweis: Fir z,zo € I gilt
fal@) = fulwo) + [ f1 do.
o
Aus Korollar [10.3.2] folgt

/fﬂldw%/gdw
o

o

und da f,(x) — f(x) fur alle z € I gilt, folgt insgesamt

b
f(a) = fwo) + [ g da.

Die Behauptung folgt nun aus Satz ]

o0
Satz 10.3.7. Die Potenzreihe p(x) = chxk habe den Konvergenzradius p > 0.
k=0
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Dann ist p: (—p,p) = R differenzierbar mit Ableitung
o0
p(z) = Z kepaht,
k=1

Insbesondere ist p € C*(—p, p).

n

Beweis: Seixzg € (—p, p), |ro| < R < p und sei p,(z) = Z cpa®. Fiir alle z € (—p, p)
k=0

konvergiert py,(z) gegen p(z). Wir definieren

q(x) == Z key, a1

~—~
k=1_7
und da
li ! li 1
p =limsup —— = limsup ———
koo |kl koo "Wk |kl

hat ¢ auch den Konvergenzradius p. Aus Satz folgt damit das p], — ¢ gleichmés-
sig auf dem Intervall [— R, R] konvergiert. Die Behauptung folgt aus Satz[10.3.6, [

BEISPIEL:
Fiir alle z € (—1,1) gilt:
1 (o)

arctan’(z) = i Z(—l)”x%.

n=0

Sl $2n+1
Wir defini die Pot ih = 1" .
ir definieren die Potenzreihe p(x) Z( ) 1

n=0

Aus der Geleichung

1
lim sup —==1
n—00 1 ’

2n+1

folgt das p den Konvergenzradius 1 hat. Satz[10.3.7|impliziert p € C*((—1,1)) und

p(z) = Z(—l)”xzn = arctan’(z) Vz € (—1,1).

n=0

Also existiert ein ¢ € R mit
p(z) = c+arctanx Ve (—1,1).

Es gilt p(0) = 0 = arctan0 und damit ¢ = 0. Insgesamt erhalten wir damit eine
Reihendarstellung fiir den arctan auf dem Intervall (—1,1):

i p2ntl
arctan(x) = » (—1)" .
o 2n+1
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Aus der Fehlerabschétzung des Leibniz-Kriteriums, Satz folgt

N-1 L2+l 2N+1

arctan x — Z (="

n=0

2]
2n+1|~ 2N +1

VNeN, Vze(-11).

Mit 1 und dann N — oo folgt

arctanl—z—i(—l)" 1 —l—l—l—l—li
4 2n+1 3 5 7777

n=0

10.4 Das R-Integral vektorwertiger Funktionen

Definition 10.4.1. FEine Funktion f = (f1,..., fn) : [a,b] — R™ ist R-integrabel iber
[a,b] genau dann, wenn f;: [a,b] — R, 1 <i <n R-integrabel ist, und

b b b
/fdm:: (/ﬁ dx,...,/fndx>.

Satz 10.4.1. Sei f € C°([a,b],R"). Dann gilt:

b b
| [ dall < [ 141 do < (0= )] o

Beweis: Setze ,
P .= /f dr € R".
a

Dann gilt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung, Satz

b

b b
\PI?= [ fdo-P= [(7-Pydz <Pl [ 1f] do.

a

also folgt mit Hilfe von Korollar [10.3.1

b b
1Pl =1 [ £l < [ 171 do < (=)l f.

10.5 Uneigentliches R-Integral

Sei f: (a,b) — R tber jedes kompakte Intervall [¢,d] C (a,b) R-integrabel.
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Definition 10.5.1. f heisst iber (a,b) uneigentlich R-integrabel, falls

R ::c\larz;/b/ f dr

a

existiert.

BEISPIEL:

1) Fir a < —1 existiert

d

o a+1 r=d da+1 1 1
/fL’a = lim [ 2z%dz = lim = lim — = — .

d—o00 dvoo o+ 1]  deo\at+l a+l a+1
1 -

2) Fir o > —1 existiert
a+1 r=1 1 a+1 1
/xo‘d:p:hm/xad:ﬁ:hm a: = lim _C = )
/ e\0 N0 |a+1 e NoO\Na+1 a+1 a+1
A -

1 1
3) /d:v = lim dr _ lim (— log ¢) existiert nicht.
0

€T c—0 xT c—0
C

t=1
4) /e_t dt = lim [ e tdt= lim [—e_t} = lim(1—e %) =1.
d—o0 d—o0 t=0 d—o0
0

Satz 10.5.1. Sei f : [1 ) >Rt ={z eR: x>0} monoton fallend. Dann

konvergiert die Reihe Z f(k) genau dann, wenn das Integral /f dx konvergiert
k=1
und es gilt

o0

< if(k) - /f dz < f(1).
k=1 1

Beweis: Wir definieren die Funktionen e = Z JF(E+1) X[k 41y und g = Z TR X [k k1)

Auf dem Intervall [1,00) gilt e < f < g und auf dem Intervall [k, k + ) haben wir
weiter

=flk+1) < f(z) < f(k) =
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Dies impliziert die Abschétzung

und damit folgt

n

0< fm) < 3 f0) [ Far < 51),
k=1 1

Mit n — oo folgt daraus die Behauptung. O

BEISPIEL:

1) Die Riemannsche Zeta-Funktion ist definiert durch ((s) = Z k=% ¢ (1,00) —
k=1

R.
Die Funktion f(z):=x7%, f: [1,00) — R" ist monoton fallend, denn f’ < 0.
Durch eine einfache Rechnung erhalten wir fiir alle 1 < s < oo

/n =5 q 1 [ l—s} r=n n'=s 1
xS dr = x = —
1

1—s z=1 l1—-s 1-—s

und mit n — oo folgt also

n

1 1
li -8 = — = .
n1—>ngo v dw 1-—s s—1
1
Aus Satz [10.5.1] folgt nun
T 1
ogg(s)—/x Sdr=((s) — —= < f() =1,

1

[e.9]

2) Wir wollen die Reihe Z
k=2

1
Funktion f(ﬂf) = m

Wa s > 1 auf Konvergenz untersuchen. Die
og

, f[2,00) — RT ist monoton fallend und wir be-
rechnen
n logn

r 1
lim /f(ac) dr = lim | ——— dx = lim / y % dy < 0.
2

n—00 n—00 x(log x)s N—00
2 log 2

112



Wegen Satz [10.5.1] konvergiert die Reihe also.
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11 Taylor—Reihen

11.1 Taylor-Polynome

Definition 11.1.1. Sei I C R ein Intervall und sei f € C™(I) (n € Np). Das
Taylor—Polynom n—ter Ordnung von f im Punkt xq € I ist gegeben durch

no) (g
@) =2 T e

BEMERKUNG: T} f ist das eindeutig bestimmte Polynom, welches
F® (o) = (T7) M (x0) YO<k<n

erfullt.

Satz 11.1.1 (Taylor). Sei f € C"t)(I). Dann gilt fiir alle zo,z € I:
f(x) = (T7,F)(2) + Bnya (@),

wobei

Rus(e) = — [ =10

o

Beweis. Induktion nach n

n = 0: f ist Stammfunktion zu f’ und damit folgt
f(@) = fGao) + [ £/(0dt = (13, )a) + Ra(a).

n—1—n:

Nach Induktionsvoraussetzung ist f(z) = (T% ' f)(x) + Rn(z) mit

xT

/ (& — )" L) ().

zo
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Jetzt gilt mit Hilfe von partieller Integration

Zo

Ral) = = [(e = 0" FO O, + [ (@ =07 (@)
= (= a0)" ) w0) + Ry ()

und damit f(x) = (T f)(z) + Rpy1(2). O

Satz 11.1.2 (Lagrange). Sei f € C""Y(I) (n € Ny) und xo,z € I. Dann ezistiert
ein & zwischen xo und T mit

(n+1)
o) = (22, )) + T

Beweis. Sei ohne Einschrankung zo < z. Aus Satz [10.3.5] folgt die Existenz eines
€ € [xg, z] mit

Ryy1= % /(a: — t)nf(nﬂ)(t)dt — f(n+1)(£) / (x;!t)ndt

z0
(.%' _ t)nJrl t=1
(TL + 1)' :|t=x0
)nJrl

ARG

(x —=o

— f(n+l) SV
=) (n+1)! °

Lemma 11.1.1. Sei f € C*tO(I) mit f"*+V(z) = 0 fiir alle € 1. Dann gilt

fla) = (T f)@) Vael

Beweis. Folgt aus Satz O
Lemma 11.1.2. Sei f € C™(I) (n € N) und sei xg € I. Dann gilt:
flx) = (T, /) (@) + n(x)(x —xz0)"  Vael,

wobei n : I — R eine Funktion mit lim n(x) = 0 ist.
T—T0

Beweis. Sei x € I. Aus Satz [11.1.2] folgt die Existenz von £ zwischen zg und = mit

(n)
1) = @ ) + L8 @ gy

F(E) = ™ (o)

n!

= (T3, f)(@) +

(x —x0)".

1™ — £ (a0)

‘ (¢ hingt von x ab!)
n!

Definiere nun n(zx) :
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Aus der Stetigkeit von f(® und aus der Tatsache das mit z — o auch & — z¢ gilt,
folgt:
lim n(z) =0.

Tr—rxQ

BEISPIELE:

1) f(z) =€, xo=0. Es gilt

fBz)y=e® VkeNy = f®0)=1 VkeNlp.

k

n
Damit erhalten wir (T§ f)(z) = % vV n € Ny.
k=0 /v

2) Sei f : (—1,1) — R definiert durch f(z) = v/1+ 2 und sei zp = 0. Wir
1
berechnen f(0) =1, f/(0) = 7 Aus dem obigen Lemma folgt damit

@) =VITe=1+73 ()
wobei n(z) — 0 fir z — 0.

Also gilt fiir alle n > 1

Vn+vn=,/n 1 + — 1/ \/15
1
— Vit "(ﬁ)
und somit schliessen wir

lim (\/n+vn—vn) =2

3) Sei f:(—1,00) = R, f(z) = log(1l + z) und sei zy = 0. Induktiv berechnen
) = b —DI(1+2)"* VkeN, also f(0) =0, f®(0) =
amit folgt fiir alle n € N

(15" f)(z) = Z(—l)kflf-
k=1

—~
—
~—
S
L
—~
> 8
|
—
=
<C
o
m
Z
U,_.

Satz 11.1.3. Sein €N, f: I =R, f € C(I) und fiir xo € I gelte

F(xo) = (o) = ... = fO D (20) =0 und ™) (x0) # 0.

Ist n ungerade, so ist xg keine Extremalstelle.
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Ist n gerade, so ist xg ein Minimum falls f(”)(xo) > 0 und ein Maximum, falls
f(n) (o) < 0.
Beweis. Sei x € I. Aus Satz [11.1.2] folgt die Existenz von £ zwischen zg und = mit

() ()
@) = (@ )a) + L n!(f) (2 — 20)" = f(wo) + 2 n!(g) (2 — z0)"

£ st stetig und £ (z0) #0 = 3§ >0 mit f)(x) £0V 2 € Bs(xo) N 1.
1) n ungerade und f((zq) >0

>0 fir x € Bs(zo) N1,z > x0
<0 firx € Bs(zo) NI,z < xo

= [f(x) = f(wo) = (&) (& —20)" {

(Im Fall £ (z) < 0 erhilt man die umgekehrten Ungleichungen!)

— f hat kein Extremum in xg.

2) n gerade

>0 falls f™M(€) > 0,2 € Bs(xo)N 1

= f(z) — flzo) = f(”)(f)(x — )" {< 0 falls f(n)(g) < 0,2 € Bs(zg) N1

Damit hat f ein Minimum (Maximum) in zq falls £ (z) > 0 (f(29) < 0). O

11.2 Taylor-Reihen

Definition 11.2.1. Sei f € C*°(I) und z9 € I. Dann heisst

(k) (4
(T =3 T (om0

die Taylor—Reihe von f in xg.

BEMERKUNG: Fiir f € C°°(I) und zg € I gilt:
[=Tuf & lm(f()~ (T5)() = lim Ry(@) =0 Vrel.

Satz 11.2.1. Sei f € CO(I) und sei xo € I. Dann sind dquivalent:
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1) f ist durch eine konvergente Potenzreihe auf I mit Entwicklungspunkt xo dar-
stellbar:

f(x):iak(m—xo)k Vaozel.
k=0

2) feC™®(I) und es gilt fir alle x € I:

f(x) = (Ty f)(x) =0 fiir n — oo.

Beweis. 1) = 2):

Aus Satz folgt direkt f € C°°(I) und f*)(zq) = klas. Damit gilt

n_ p(k)
For(@) = 1@) = 3 T80 (g gt
P k!
= f(z) — Zak(:): —x0)¥ = 0 fiir n — oo.

k=0

2) = 1):

Es gilt f(x) = i f (o) (x —20)* + Rpy1(r) und damit

[ k! —

—0 mit n—oo

O]

BEispIEL: Die Taylor—Reihen von e*, sinz, cos x, arctan z, log(1 + x) sind auf ihren
jeweiligen Definitionsbereichen gegeben durch

- 0 ok oo( 1)k 2k . oo( 1)k p2k+1
e’ = —, CcoST = — , sinz = 1)
& S @i SV GEr
00 22kt
arctan xr = kgo(_l)ka—F T
k
o0
log(1+z) = (—1)"3_1:1;—.
k=1 k

Frage: Sei f € C*™(I), zo € I und gelte (T} f)(z) = (Too f)(z) ¥z € I. Gilt dann
f :T:vof?

BEISPIEL: Die Antwort ist Nein! Dazu sei f : R — R gegeben durch

Fa) = {e_alc firz >0

0 firx <0
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In den Aufgaben wurde gezeigt:
feC®R) und fM0O)=0 VEkeN.

Damit folgt (73 f)(xz) = 0 fiir alle n € Ny und alle x € R. Also gilt (Tpf)(z) =
(Torf)(z) = 0 fiir alle = € R, aber f(x) > 0 fir alle x > 0.

lim
n—oo
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12 Untervektorraume

12.1 Untervektorraume

Erinnerung Vektorraum (s. Kapitel 3)

Sei K ein Korper. Ein K—Vektorraum (V, +, -) ist eine Menge V' auf der eine Addition
+ und skalare Multiplikation - definiert sind, so dass gilt:

e x4+ (y+z2)=(r+y)+z Vaz,y2€V

e TH+y=y+zx Vz,yeV

e dJ0mitx+0==x VeeV

e VzeV dJyeVista+y=0

e alx+y)=axr+ay Ve,yeV;aeK

e (a+b)z=ax+bxr VzeV;abekK

o (ab)x = a(bx)

e lx = x, wobei 1 das neutrale Element der Multiplikation in K ist.

BEISPIELE:

1) R", C sind R—Vektorraume

2) CF(I,R™),C>=(I,R), R(I), B(I) sind R-Vektorriume

3) Sind Vi,...,V, (n € N) K-Vektorrdume, so ist auch
Vi=Vix...xV,=A{v,...,0) 10, €V; V1<i<n}

ein K-Vektorraum. V heisst das direkte Produkt der Vi,...,V,,.

4) K" ={(a1,...,an) :a; €K V1 <i<n} (folgt aus 3)

Definition 12.1.1. Sei V ein K-Vektorraum. FEine Teilmenge U C V heisst ein
K-Untervektorraum von V , falls gilt:
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1) U#0
2) a,beU = a+belU

3) aeK,acU = aaclU

Lemma 12.1.1. FEine Teilmenge U eines K—Vektorraums V ist genau dann ein K-
Untervektorraum, wenn er mit der aus V induzierten Addition und skalaren Multi-
plikation selbst ein Vektorraum ist.

Beweis. ,—=>“: 2) + 3) = U abgeschlossen unter der Addition und skalaren
Multiplikation

)= U#0) = JaelU = —a=(-1)aelU = Oy=a—aclU
Die anderen Eigenschaften sind leicht nachzurechnen.

,<=—=": Klar! O

BEISPIELE:
1) {0}, V sind Untervektorrdume von V.

2) Sei V. ={f:1— R"}, I Intervall.
= R(I),C*(I),C>=(I) sind Untervektorriume von V

Lemma 12.1.2. Sei V ein K-Vektorraum und sei (U;)ier eine Familie von Un-
tervektorraumen von V. Dann ist U := (| U; ebenfalls ein Untervektorraum wvon

il
V.
Beweis. e 0€U; Viel = 06U =U#I
e a,belU = a,belU; Viel = a+belU; Viel = a+beU
e €K, a€elU = aclU; Viel = aaclU; Viel = aaclU

O]

Definition 12.1.2. Sei V' ein K-Vektorraum und seien vi,..., v, € V (m € N).
Ein Vektor v € V' heisst Linearkombination der v;,1 < i < m, falls ay,...,ay, € K
existieren, mit

m
V= Z Q5.
i=1
Die Menge

Spang (v1,...,0m) = {1 + ...+ apvm o €K V1 <i<m}
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heisst der von v1, ..., vy aufgespannte Raum.

Wir setzen Spang () = {0}.
BEMERKUNG: Sei V' ein K—Vektorraum, U C V ein Untervektorraum und seien
Vi,..., 0y, € U (m € N). Dann gilt fiir alle a; € K, 1 <i < mu

a1vy + ...+ apvy € U.

Satz 12.1.1. In einem K—Vektorraum V seien vi,...,v, € V (m € Ny) gegeben.
Dann gilt

1) W := Spang(v1,...,vm) C V ist ein Untervektorraum

2) W ist der kleinste Untervektorraum von V', der vi,..., vy, enthdlt.

Beweis. 1) 0=Y 0, e W = W #£0.
i=1

m m m
Firv=Y aquve Wund w= Y Biv; € Wgilt: v+w =3 (o + Bi)v; € W.
i=1 i=1 i=1
Ausserdem gilt fir c e K: a v = Y (v ey)v; € W
i=1
2) Esgilt v; =001 + ... 4+ 0v;—1 + 1v; + 0vq1 + ... + 0vp € W V1i<i<m

Sei nun W’ C V ein Untervektorraum mit vy, ..., v, € W’

m
= Y v, e W’ Vo, eK, 1<i<m=— WcW.
=1

1=

Definition 12.1.3. Sei V' ein K-Vektorraum und seien (v1,...,v,) € V™.

(v1,...,v,) heissen linear unabhdngig, falls aus
0= a1vy + apv, folgt, dass a; =0 V1<i<n.

Ansonsten heissen die (v1,...,vy) linear abhdngig.

Satz 12.1.2. Sei V ein K-Vektorraum. (v1,...,v,) € V™ sind linear unabhdingig
genau dann, wenn aus

n n
v:Zaivi:Z&Ui folgt: ;=0 V1<i<n.
i=1 i=1

n n n

Beweis. ,=—=>*“: Aus v = > ayu; = Y. Biv; folgt > (e — Bi)vi = v —v = 0. Da
i=1 i=1 i=1

(v1,...,vy) linear unabhéngig sind, impliziert dies a;; = f; fiir alle 1 < i < n.
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,<=" Sei aqv; + ... + apv, = 0 = 0v; + ... + Ov,. Aus der Eindeutigkeit der
Darstellung als Linearkombination folgt:

a; =0 V1<i<n.

O
BEISPIELE:
1) Sei V = R[X] = {Polynome mit reellen Koeffizienten}. Wir definieren
po(xz) =1L,p1(x) =z,...,pp(x) = 2" fir alle z.
Dann sind (po, ..., pn) linear unabhéngig fir alle n € Ny.
Denn aus
O=oaopo+ ...+ anpn
folgt mit Lemma [3.3.2
a; =0 VOo0<i<n.
2) R ist ein Q-Vektorraum und 1, /2 sind linear unabhingig, denn aus
Al + )\2\/§ = 0r mit A1, Ao € 0 folgt flir Ao 75 0
A
\/5:—/\—16(@ 5 = =0 = M\ =0
2
Lemma 12.1.3. Sei V ein K-Vektorraum. (v, ...,v,) € V™ sind genau dann linear
abhdngig, wenn ein i € {1,...,n} existiert mit
v; € Spang (U1, ..., Vi—1,Vitly-- -, Un).
n
Beweis. ,—=“:3ie{l,...,n} und o; € K, a; # 0 mit Y a;v; =0, also
j=1
— U; = —%vl — ... az*lvifl — ai+1vi+1 — .. %Un
(a7} «; o Q;
€ Spa’nK(vlv ey Ui—1, Vit1, 7/Un)
=" day,...,q;—1,0-1,...,0, € Kmit
Vi = oV + ..o+ 0101 + 01V .. oy
n
= filir a; :=—-1#0gilt: > ayv; =0
i=1
O
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12.2 Basis und Dimension

Definition 12.2.1. Sei V' ein K-Vektorraum. (vi,...,v,) € V™ heisst endliches
Erzeugendensystem von V, falls Spang (vi,...,v,) = V.

V' heisst endlich erzeugt, falls ein endliches Erzeugendensystem von V' existiert.
Ein endliches Erzeugendensystem (vi,...,vy) heisst Basis, falls (vi,...,vy,) linear
unabhdngig sind.

BEISPIELE:

1) R™ = Spang(e1,...,e,) und (eq,...,e,) linear unabhéngig = (e1,...,¢e,)
ist eine Basis von R".

2) V = R[X] ist nicht endlich erzeugt, denn seien pi,...,p, € R[z] Polynome
vom Grad d;, 1 <i <n.

= a1p1 + ...+ appn, a; € R, ist ein Polynom vom Grad < d = max d;.
<i<n

—> Polynome vom Grad > d sind nicht in Spang(p1,...,pn).

Satz 12.2.1 (Basis-Auswahlsatz). Sei V' ein K-Vektorraum und es gelte
V = Spang (v1,...,v,) mitv, €V, YV 1<i<n.
Dann gibt es ein m € N mit 0 < m < n und Indizes iy,...,i,m € {1,...,n}, so dass
B = (viyy.--,0;,)
eine Basis von V' ist.

Speziell besitzt jeder endlich erzeugte Vektorraum eine endliche Basis.

Beweis. Ist (vy,...,v,) linear unabhéngig, so wahlen wir m = n. Ist (v1,...,v,)

linear abhéngig, so existiert nach Lemma [12.1.3|ein ¢ € {1,...,n} mit

v; € Spang (V1 ..., Vi—1,Vit1,---,Upn), also
Spang (v1, ..., 0,) = Spang (vV1, ..., Vi—1, Vit1, - - -, Un)-
Ist (v1,...,0i—1,Vi+1,- .., Vy) linear unabhéngig, so sind wir fertig.

Andernfalls wiederholen wir den vorherigen Schritt.

Diese Iteration fithrt nach hochstens n—Schritten zum Ziel.
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Denn falls wir bei V' = Spang(v;), 1 < j < n, angekommen sind, dann gilt entweder
e v #0 = m =1, oder

e v; =0 = m =0 und Spang(0) = {0}.

O
Lemma 12.2.1. Sei V' ein K-Vektorraum und sei B := (vy,...,v,) eine Basis von
V. Sei weiter w € V- mit w # 0 und es gelte
w=G1v1 + ...+ Bpup.
Ist B; # 0 fiir ein 1 <i <mn, so ist
B/ = (U17 s U1, W, Vit 1,5 - - - ,'Un)
etne Basis von V.
Beweis. Ohne Einschriankung sei i =1
Schritt 1: V = Spang B’
, C“IstveV,sogilt v=av;+...+ a,v, mit o; € K. Aus
1
V] = —w — @vg — .= &vn folgt damit
B B 5 B 8
_ o Q2P _ Q1Pn

v—ﬁlw—k(ag 751 )v2+...+(an 3, )vn

= v € Spang B’
. ) “.

v € Spang B’ = v = aqw + agvs + ... + apv,
= a1f1v1 + (@2 + a1f2)va + ... + (an + 1 8n)vn
€ SpangB =V

Schritt 2: B’ linear unabhéingig
Dazu sei ayw + asve + ... 4+ apv, =0
= a1fiv1 + (a2 + a1fe)va + ... + (an + a1By)vn, =0
B linear unabhéngig
= aifi=wtaf=...=a,+a1f, =0
Aus 1 #O0folgt a1 =0 = a2 =0,...,a, =0
= B’ linear unabhingig O
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Satz 12.2.2 (Basis—Austauschsatz). Sei V' ein K-Vektorraum und sei B := (v1,...,v,)
eine Basis von V. Weiter seien (w1, ..., wy,) € V™ linear unabhdingig. Dann muss
m < n sein und man kann iy,..., iy, € {1,...,n} finden, so dass in der Basis die
Vektoren v;,, ..., v, durch wi,..., wy, ersetzt werden konnen.

Istiy =1,... 4, = m gewdhlt, so ist

BI = (w17'” s Wms Um+1, - - '7U7l)

wieder eine Basis von V.

Beweis. Induktion iiber m
m = 0 : In diesem Fall ist nichts auszutauschen.

m=1:w #0 = V # {0}, also n > 1 und die Behauptung folgt aus Lemma

12211
m —1— m :Ist (wy,...,wy,) linear unabhéngig, so ist auch (wy, ..., w;,—1) linear
unabhéngig

Induktionsannahme — m — 1 < n, also m < n + 1 und
B := (w1,...,Wn—1,Vm,...,vy,) ist Basis von V.
Um m < n zu zeigen, miissen wir den Fall m — 1 = n ausschliessen.
Dann wére aber (wi, ..., wy,) linear unabhingig und (wy, ..., w,—_1) Basis.
Dies wiirde wy, € Spang (w1, ..., wy,—1) implizieren und damit wére
Wy, = Qw1 + ... + Qp—1Wpp—1, also (w1, ..., wy,) linear abhingig.
Insgesamt folgt so m < n.
Jetzt missen wir noch w,, eintauschen.
B’ Basis = wy,, = 1w + ... + Bm-1Wm—1 + BmUm + ... + Bpun

(w1, ..., wpy) linear unabhingig = I m < i < n mit 5; #0

Lemma [12.2.1]

il wy, kann fir v; (m < i <n) eingetauscht werden. O

Satz 12.2.3. Je zwei endliche Basen eines K—Vektorraums haben gleich Linge.

Beweis. Sind B = (vy,...,v,), B’ = (w1,...,wy) Basen von V
Satngmundmgn
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— n=m. O]

Definition 12.2.2. Sei V ein K—Vektorraum. Ist V endlich erzeugt, so existiert
nach Satz 11.2.8 eine Basis B = (v1,...,v,) von V. Wir definieren die Dimension
von V tber K als

dimg V := n.

Dieser Ausdruck ist wegen Satz wohldefiniert.

Ist V' nicht endlich erzeugt, so definieren wir
dimg V := o0
BEMERKUNG: Gibt es fiir alle m € N linear unabhéngige Vektoren
Wi, ..., Wy € W, soist dimV = oco.
BEISPIELE:
1) dimgR" =n
2) Der R-Vektorraum C hat die Basis (1,7) = dimg C = 2

3) dimg R[z| = oo

Satz 12.2.4 (Basis—Ergédnzungssatz). Sei V' ein endlich erzeugter K—Vektorraum

und sei (Wi, ..., wy) € V™ linear unabhdingig.
Dann existieren vmy1,...,v5 €V, so dass
B :=(w1,...,Wn, Umt1,.-.,Um) eine Basis von V  ist.
Beweis. Da V endlich erzeugt ist existiert ein Erzeugendensystem (vy,...,vn).

Aus Satz[12.2.1] folgt die existenz eines n < N, so dass (v1,...,v,) =: B eine Basis
von V ist.

Die Behauptung folgt jetzt aus Satz[12.2.2 O

Satz 12.2.5. Sei V ein K-Vektorraum und sei U C V ein Untervektorraum. Ist V
endlich erzeugt, so ist auch U endlich erzeugt und es gilt:

dimg U < dimg V.

Aus dimg U = dimg V' folgt U = V.

Beweis. Annahme: U # {0y} ist nicht endlich erzeugt.

Behauptung: V m € N existieren linear unabhéngige Vektoren wy,...,w, € U.
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Angenommen es wurden schon (wsi, ..., wy,—1) linear unabhingig gefunden. Da U
nicht endlich erzeugt ist, muss ein Vektor w,, € U existieren, so dass

C
Spang (w1, ..., Wy—1)F Spang (Wi, ..., Wyn—1, W)

= (w1, ..., wy) € V™ ist linear unabhingig
Aus Satz folgt dimg V > m V m € N. Dies ist ein Widerspruch.
=— U ist endlich erzeugt.

Sei nun (wy,...,wy,) € V" eine Basis von U und (v1,...,v,) eine Basis von V. In
dieser Situation implizert Satz [12.2.2l m < n.

Ist m = n, so ist (wq,...,wy,,) auch eine Basis von V. = U = V. O

12.3 Summen und direkte Summen

Definition 12.3.1. Sei V' ein K-Vektorraum und seien W1,..., Wy C V Untervek-
torraume. Wir definieren die Summe der W;, 1 < i < k, durch

Wl—i-...—‘er::{UGV: dJw;, e W;,1 <1<k mitv:w1+...+wk}

Bemerkung 12.3.2. Wi + ... + Wy ist ein Untervektorraum von V und da die
Basen der W; zusammengenommen die Summe erzeugen, ist

dimK(Wl + ... Wk) < dimg W7 + ...+ dimg Wy.

Satz 12.3.1. Sei V ein K-Vektorraum und seien Wy, Wo C V' endlich dimensionale
Untervektorrdume. Dann gilt:

dimg (W7 + Wy) = dimg Wi + dimg Wy — dimg (W7 N W)

Beweis. Sei By := (v1,...,vn) eine Basis von Wi N Wh.

Satzlzlf‘l_ﬂ 3 B; = (v1,..., U, w1, ..., w) Basis von Wy
3 By := (v1, ..., Um,U1,...,uy) Basis von Wa.
Behauptung: B := (v1,...,Un,W1,..., Wk, U1,...,ur) Basis von W + Wy

- dimK(Wl+W2) =m+k+/l= (m+k)—i—(m—i—€) —m = dimg W7 +dimg Wy —
dimg (W7 N Wa)

Beweis der Behauptung:
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1. Spang(B) = Wi + Ws
e Seiwv € Spang(B) = v =Av1 + ...+ ApUm + 1wy + ... + prwg
+ p1ur + ...+ pewy
e Wi+ Wy
o SeiveW)+Wy = v=Av1+ ...+ ApUn + 1wy + ... + prwg)
+ N1+ .o+ N om + prus + ...+ peug)
=M+ N)vi+ .o+ A + N0 + pw
+ oo+ pEWE + p1ul .+ peuy
€ SpanKB
2. B ist linear unabhéangig.
Sei Ajv1 + ...+ AU, + pawy + .o+ ppwg + prug + ..+ peup =0 (%)
Definiere v := Ajv1 4+ ... + AU + piwy + ... + ppwy € Wi

= v=—p1u; —...—ppugy € Wo = v e Wi NWw,

— 3;\1,1§i§m, mitvzj\lvl—&—...—i—;\mvm:)\1U1+...—|—)\mvm+u1w1+
o ppwi

B, Basis— )\izj\iV1§i§mund,uj:O V1<j;j<k
G Mot + A A+ prun + - pgug = 0
By Basis = A\ =0V1<i<mund p;=0 V1<j</(s. Satz 11.1.12)

O]

Definition 12.3.3. Sei V' ein K-Vektorraum und seien W1, Wy C V' Untervektor-
raume. V ist die direkte Summe von Wy und Wo, V.= W1 & W, falls

V=W + Wy und WlﬂWQZ{O}.

Lemma 12.3.1. Sei V ein K-Vektorraum mit dimg V' < oo und seien W1, Wy C V
Untervektorraume. Dann sind dquivalent:

1) V=W & W,

2) Sei By = (w1,...,wg) Basis von Wi und By = (uq,...,up) Basis von Wy,
dann ist B = (wy, ..., wg,u1,...,uy) Basis von V.

3) V. =W+ Wy und dimg V = dimg W; + dimg Wy

Beweis. 1) = 2): Folgt aus Beweis von vorherigem Satz, da ) eine Basis von
{O} = W71 N Wy ist.
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2) = 3): BBasisvon V = V =W, + W5 und dimg V = k + ¢ = dimg W7 +
dimg Wy

3) - 1): Satz 11.4.3 = dimK(Wl N Wg) =0=WinWy, = {0} ]

Lemma 12.3.2. Sei V ein K-Vektorraum mit dimg V' < oo und seien Wi, Wo
Untervektorrdume von V. Dann sind dquivalent:

1)) V=W oW,
2) Jedes v € V ist eindeutig darstellbar als v = wy + we mit wy € Wi, we € Wo

3) V. =W+ Ws und aus wi + we = 0 mit wy € Wi, we € Wa folgt wi = wy = 0.

Beweis. 1) = 2): Ist v = w1 +wy = W)+ wh = w; —w) =wh—wy € WiNWy =
{0}
— w; = w) und wy = wh

2):>3):w1+w2:0:0+0 = w; =wy =0

3) = 1): Annahme: 3v € Wi N Wy, v #0
= v+ (—v) = 0, Widerspruch zu 3). O
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13 Lineare Gleichungssysteme

13.1 LGS

Gegeben sei ein System aus n Gleichungen mit m Unbekannten, d.h. fir z =
(x1,...,2m) € R™ gelte

an 1 + ... + am T, = b
(*)

apt 1 + ... + apm Tm = bp

Dabei sind die Koeffizienten a;; und b; gegebene reelle Zahlen. Der Index ¢ €
{1,...,n} bezeichnet die Nummer der Gleichung, j € {1,...,m} ist die Nummer
der zugehorigen Unbekannten ;.

Die Losungsmenge ist definiert durch

L={xecR"™: x 16st (x)}.

Zur Vereinfachung definieren wir die Matrix
al ... Qim by
A= : : und eine Spalte b :=
apl -+ Qpm b,
A hat n Zeilen und m Spalten.

Definition 13.1.1. Fiir ein festes 1 < i < n heissen die (a;;), 1 < j < m Zeilen-
vektoren von A und fiir festes 1 < j < m sind (a;;), 1 < i < n die Spaltenvektoren
von A.

Weiter wird

I
x=| : als Spalte geschrieben.
Tm
Wir definieren:
a1l 1 + ... + a1m Tm
A x:= ; d.h
an1 1 + ... + Gpm Tm
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L=: LOS (A,b) ={z € R™: A-x = b} C R™. Zuletzt definieren wir die Koeffizi-
entenmatrix
ailr ... Qim | b1

anl ... QApm ‘ b'n,

(A, B) ist eine n x (m + 1)-Matrix

BEMERKUNG: Fiir eine gegebene Matrix A € R™™ erhélt man durch die folgende
Zuordnung eine lineare Abbildung R™ — R™:

z— A-z.

Umgekehrt lasst sich jede lineare Abbildung B : R™ — R" durch genau eine n X m-
Matrix A = (ai;) darstellen: B(z) = A-x Yo € R™. Dabei sind die Spaltenvektoren
a; = (aiyj), 1 < i < n durch a; = B(e;) (e; ist der j-te Basisvektor) gegeben.
Aufgrund der Linearitdt von B erhélt man damit eine wohldefinierte Abbildung auf
ganz R™.

BEISPIEL: Fir die lineare Abbildung

B: R? 5 R? B(;@:(fcl;xz)
2

gilt

und damit gilt

o (11
B(x)=A-x mit A_<O 1)

Man sagt, (A, b) hat Zeilenstufenform, falls sie von der Form

aj, b1
a2j>
0
Qrg. v br
bn,
Die aj,, ... ,a.;, heissen Angelpunkte. Sie miissen # 0 sein und es gilt 1 < j; < jo <

o< Jgr <m.

Die Eintrage a;; unter der Stufenlinie miissen = 0 sein.
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Das Gaussche Eliminationsverfahren liefert, dass jede Matrix in Zeilenstufenform
gebracht werden kann, ohne die Losungsmenge des dazugehorigen linearen Glei-
chungssystems zu dndern.

Definition 13.1.2. Fir eine Koeffizientenmatriz (A, B) eines linearen Gleichungs-
systems ist eine Zeilenumformung entweder

1) man vertauscht die Zeilen i und k (i # k) oder

2) man zdhlt zur Zeile k das \—fache der Zeile i dazu, wobei i # k und \ € R.

Satz 13.1.1. 1) Ist (A,b) aus (A, B) durch Zeilenumformungen entstanden, so
qgilt: o
LOS (A,b) = LOS (A,b).

2) Jede Koeffizientenmatriz kann durch endlich viele Zeilenumformungen auf Zei-
lenstufenform gebracht werden.

Beweis. 1) Eine Zeilenumformung vom Typ 1) dndert nur die Reihenfolge der
Bedingungen
—> Losungsmenge bleibt gleich

Fiir eine Zeilenumformung vom Typ 2) definieren wir V1 <i <mn

S; 1= (ail,...,am) cR™.
Ist x = (z1,...,2m) € R™, so ist die i—te Gleichung des Systems (s;,x) =
m
Z Aj;T; = bz
j=1

Zu zeigen bleibt das fiir alle x € R™ und A € R gilt:
(siyx) = b; und (si,x) =b; und
—
<Sk,l'> = bk <Sk + )\Si,{L'> = bk + /\bi
y = 1 (S + Asi, x) = (Sg, x) + A(si,x) = by, + Ab;
y = (sk,x) = (sk + Asi, ) — A(s;, ) = b, + Ab; — Ab; = by.
2) i) a;; =0 Vi,j = Zeilenstufenform mit r = 0.

ii) Sei j; die erste (von links gezdhlte) Spalte mit einem Eintrag # 0. Ist
a1j, # 0 so ist dies der erste Angelpunkt.

Ist a1j, = 0 so nehme man eine Zeile mit a;;, # 0 und vertausche sie mit der
ersten.

Definiere den neuen Angelpunkt a@1;, = a;j; -
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Damit mache man durch Umformungen vom Typ 2) alle darunter stehenden
Eintrége agj,, ..., am;, zu Null.

Ist etwa agj, # 0, so soll agj, + Aaij, = 0 sein, also muss A = —% fiir die
a4,
Umformung der 2. Zeile gewéhlt werden.

Im néchsten Schritt betrachtet man die nach den Umformungen entstandene
Teilmatrix mit den Zeilen ¢ > 2 und den Spalten j > j; + 1. Mit dieser
Teilmatrix verfihrt man wie zuvor:

Man sucht die erste Spalte jo > j; mit einem Eintrag # 0. ..
Hat man schliesslich einen Angelpunkt a,;. # 0 gefunden, so dass nach allen

Zeilenumformungen in den Zeilen ¢ > r + 1 und den Spalten j > j, nur noch
Nullen stehen, so ist die Zeilenstufenform erreicht.

O
BEISPIEL:
o 0 3 0 1 2|3
0O 1 2 4 0 1|2 .
AB)=1 1§ 1 4 —4 4 3|8 |[11=2
0O 2 7 8 2 419
Vertausche Zeile 1) und 2)
0O 1 2 4 0 1|2
o 0 3 0 1 2|3
0 -1 4 —4 4 3|8
0O 2 7 &8 2 419
Addiere 1. Zeile zur 3. Zeile und (-2)-1. Zeile zur 4. Zeile
01 2 4 0 1] 2
00 3 01 2|3 3
006 0 4 4|10 |27
00 3 0 2 2|5

Addiere (-2) 2. Zeile zur dritten und (-1) 2. Zeile zur vierten

01240 1]2
003012|3].
000020437
0000102
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Addiere (—3) 3. Zeile zur 4.

01 2 40 1|2
00301 2|3 e
000020[4] ° (4.0)
00 0O0O0O0]|O0

—r =3.

Lemma 13.1.1. Ist (A,b) in Zeilenstufenform und existiert ein r +1 < i < n mit

b; # 0, so ist LOS (A,b) = 0.

Beweis. Die i—te Gleichung des Systems lautet:

0=0g +...4+0, =b#£0

Im Folgenden nehmen wir ohne Einschriankung j; = 1,52 = 2,...

O

,Jr = 7 (sonst

vertauschen wir Spalten und benennen die x; um) und b,y = ... = b, = 0 an,
d.h.
ajl bl
24,
0
Ary ... | by
0
0
Setze 11 = A1, ..., Tm = A, wobel k:=m —1r > 0.
Die r-te Gleichung lautet dann
QryrZy + Qp r41Tr41 + .o AT, = br
1
rr#0
a:f Ty = T(br - ar,r-‘,—l)\l T eee armAk)
Tr
Im néchsten Schritt setzen wir z,, Z,11,...,Zy, in die (r — 1)—te Gleichung ein, usw.

Insgesamt folgt damit

Satz 13.1.2. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b in Zeilenstufenform

mit 1 =1,...,j, =r. Dann gilt:

LOS (A,b) £0 <= by =...=b, =0.
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BEISPIEL: Sei
2

(A]b) = (0 ;

A
Setze x3 = A1. Aus 3xzo+x3 = 6 folgt z9 = 2—?1 und damit folgt aus 2x1+x9+3x3 =

A 4
4:3:1:2—1—;)\1+€1:1—§)\1.A1501st

4 A1
—(1—-A,2- 2
€ ( 3 1, 33 1)

fiir jedes A1 € R eine Losung des LGS.

Definition 13.1.3. Ist b = Or~, dann heisst das Gleichungssystem homogen. An-
sonsten heisst es inhomogen.

Lemma 13.1.2. Es gelten:
1) LOS (A,0) ist ein Untervektorraum von R™.

2) Ist v € R™ eine Losung von Ax =b, dann gilt:

LOS (A,b) =v+ LOS (A,0).

Beweis: 1) i) 0€ LOS (4,0)

ii) u,v € LOS (4,0) = Au=0= Av
= A(u+v)=Au+ Av =0, also u+v € LOS(4,0)

iii) A€ R,u € LOS (4,0) = A(Au) = M(Au) = 0, also \u € LOS(A4,0)
2) ,C“Seiue LOS (4,b) = Au=b= Av
= Alu—v)=Au—Av=0
= u—ve LOS (4,0)
= uev+ LOS (4,0)
,D“ Seiuecuv+ LOS (A,0)
= u—v€ LOS (4,0) = A(u—v)=0
= Au=Au—v)+Av=>b4+0=0
= uc LOS (A0b).

O

BEMERKUNG: Ist A in Zeilenstufenform mit j; = 1, ..., 5. = r und k = m — r, dann
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ist dimg LOS(A, 0) > k, denn es existieren k linear unabhiingige Vektoren

welche die Gleichung Az = 0 16sen.

Die Vektoren sind linear unabhingig, denn aus \jz' + ... 4+ \pz® = 0 folgt

k k
O nah, > ek A, ) =0
=1 =1
und damit Ay = ... =X = 0.

Des Weiteren kénnen wir wie vor dem Satz argumentieren um zu sehen, dass
die ersten r-Komponenten der Vektoren z!,..., 2" tatsichlich so gewihlt werden
konnen, dass wir Losungen des LGS erhalten.

Lemma 13.1.3. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b in Zeilenstu-
fenform.

1) Istr =m =n und b € R"™ beliebig, so besitzt das System genau eine Losung.
(Ist b= 10, so gilt z =0).

2) Ist m >n und b= 0, so existiert eine Losung x # 0 des Systems.

Beweis. 1) In diesem Fall ist
ail bl
(A,b) = a2 mita; #0 V1<i<m
0
Qnn | by
bn
Aus appry, = by folgt , = — aus ap—1,n—1Tn—1 + AGp—1,nTn = by—1 folgt
nn
1 Gn—1n . . .
Tyl = —————— (bn,l — bn) und durch weiteres Einsetzen erhélt man
Gn—1,n—1 Ann

eine eindeutige Losung = € R™.

2) folgt aus der vorherigen Bemerkung, da » < n und damit &k = m —r > 0.

Bezeichnen wir die Spaltenvektoren der Matrix
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al] ... Qim alj
a2y ... Qa92m a2;

apl .- Qupm Qnj

so kann das Gleichungssystem auch in der iibersichtlichen Form
m
Z.’Ej aj =b
j=1

geschrieben werden. Daraus ergibt sich:

Satz 13.1.3.  a) Das System Az = b ist genau dann losbar, wenn

b e Span{ai, ... ,am} ist.

b) Angenommen, das System Ax = b besitze eine Losung x € R™ zu einem
gegebenen b € R™. Diese Losung ist genau dann eindeutig, wenn die Spalten-
vektoren ay, ... ,am von A linear unabhdngig sind.

¢) Das System Ax = b ist zu einem b € R"™ genau dann eindeutig losbar, wenn
a, ..., 0y € R" linear unabhingig und b € Span{a, ... ,amn} sind.

d) Das System ist genau dann fir alle b € R™ eindeutig losbar, wenn n = m gilt
und {ay, ... ,an} eine Basis in R™ bildet.

Beweis: (a) ist offensichtlich auf Grund der obigen Schreibweise des Systems.

m

(b)  Wenn das inhomogene Gleichungssystem Z xj aj = bzueinem b € R" genau
j=1

eine Losung besitzt, dann folgt aus Lemma [13.1.2} Das zugehorige homogene System

m
ij aj = 0 hat nur die triviale Losung, d.h. LOS(A4,0) = {0}. Insbesondere ist
j=1
die Gleichung
)\1a1+...+)\mam:0

nur fir \; = ... = \,, = 0 erfiillt. Also sind ayq, ... ,a,, linear unabhéangig in R".

Die andere Richtung folgt aus Satz [12.1.2]
(c) folgt unmittelbar aus den Teilaussagen (a) und (b).

(d) Wenn das System Az = b fiir jedes b € R" eindeutig 16sbar ist, dann kann es
insbesondere nur eine Darstellung der 0 als Linearkombination

m
ij aj = Az =0
j=1
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geben, ndmlich die triviale Losung x = 0 € R™, d.h. ay, ..., a;, sind linear unab-
hingig in R"™ Auflerdem gilt dabei R" = Span{ay, ... ,an}, d.h. nach Definition,
{a1, ... ,an} ist eine Basis von des R-Vektorraumes R".

Schliefllich garantiert Satz dass die Anzahl m der Elemente von {a1, ... ,am}
gleich dimR"™ = n ist.

Der umgekehrte Schluss folgt aus a) und b). O

Korollar 13.1.1.  Das homogene Gleichungssystem Ax = 0 mit A € R™" hat
genau dann nichttriviale Losungen in R™, wenn die Spaltenvektoren von A linear
abhdngig sind. O

13.2 Dimension der Teilrdaume bei linearen Abbildungen

Definition 13.2.1. V und W seien Vektorrdume iiber R mit m := dimV < oo,
und A:V — W bezeichne eine lineare Abbildung. Wir definieren

Kern (A) = Nullraum  wvon A := {v e V]| Av=0}C V,

Bild (A) = Wertebereich von A := {Av |veV} C W.

Falls zusdtzlich W endlichdimensional ist, so lisst sich A durch eine Matriz bzgl.
Basen von V' und W darstellen, und es heiffen

Zeilenrang  von A := dim Span{ Zeilenvektoren wvon A},
Spaltenrang wvon A := dim Span{ Spaltenvektoren wvon A}.

BEMERKUNG Zeilen- und Spaltenrang héngen nicht von der Wahl der verwendeten
Basen von V' bzw. W ab. Ferner folgt direkt aus der Definition

Spaltenrang von A = dim Bild (A).

Satz 13.2.1. Mit den Bezeichnungen aus Definition|13.2.1| sind Kern (A) und Bild (A)
R-Untervektorrgume von V bzw. W, und es gilt

dim Kern(A) + dim Bild (4) = dim V.

Beweis:  Es lasst sich recht leicht nachpriifen, dass Kern (4) und Bild (A) abge-
schlossen bzgl. Vektoraddition und skalarer Multiplikation sind.

Mit Blick auf die behauptete Dimensionsformel sei {vi, ... ,vx} eine Basis von
Kern (A), k := dim Kern(A). Dann gibt es vg41, ... ,Um, so dass {vi, ... ,um}
eine Basis von V bildet (siehe Satz (12.2.4). Jedes Element von Bild (A) C W hat
die Gestalt

Az = A(chvj> = Z cj - Avj,
j=1 j=k+1

d.h. es gilt die Ungleichung dim Bild (A) < m — k.
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Andererseits impliziert

Z )\j'AUj =0

Jj=k+1
immer, dass Agi1 Vkt1 + ... + A U in Kern (A) = Span{vy, ... ,vx} liegt. Dies ist
nur mit 0 = A\gy1 = ... Ay, moglich, weil {v1, ... ,v,,} als Basis linear unabhéngig
sind. Daraus folgt dim Bild (4) > m — k. O

Korollar 13.2.1. V und W seien R-Vektorraume mit gleicher Dimension < oco.
FEine lineare Abbildung A : V — W besitzt genau dann eine Umkehrfunktion A=1 :
W — V, wenn Kern (A) = {0} ist.

Gleichbedeutend damit gilt: A bijektiv <= A injektiv. O

Satz 13.2.2. Vj sei ein k-dimensionaler Untervektorraum von R™, und Vg~ bezeich-
ne das (beziglich des tblichen Skalarprodukts) orthogonale Komplement von Vj:

Vit = {:EERm | (x, v) =0 VUEVO}.

Dann erfiillt die Dimension stets dim Vi~ = m — k.

Beweis: Zunichst sind die Untervektorriume Vy und VG- von R™ “direkt”, d.h.
Vo N Vgt = {0}, denn fiir jedes x € Vo N V5= gilt ||z||2 = (z,z) = 0. Also ist nach
Lemma [12.31]

dim Vo + dim Vi- = dim(Vp + V) < m

und somit dim Vi~ < m — k.

AuBerdem 16st jedes Elemente = von Vi~ das homogene Gleichungssystem
(x,vj) =0 firj=1,... k,

wobei {v1, ... v} eine Basis von Vj ist. Es besteht aus k Gleichungen fiir m Un-
bekannte. Die Bemerkung nach Lemma 13.1.2 besagt nun das der Lésungsraum
mindestens (m — k)-dimensional, d.h. es gilt dim V5* > m — k. O

Satz 13.2.3 (Rang einer Matrix). Fir jede Matriz A € R™™ gilt
Zeilenrang von A = Spaltenrang von A =: rang(A).

Beweis: Wie in obiger Bemerkung erwéhnt, ist der Spaltenrang gleich der Dimension
des Bildraums der durch A erzeugten linearen Abbildung R — R".
Der Kern ist gleich dem orthogonalen Komplement des durch die Zeilenvektoren

ai, ... ,ap aufgespannten Untervektorraums von R™:
u € Kern (A) CR™ <« Au =0
<= Inder j-ten Zeile: (aj,u) =0 (j=1,...,n),
und Satz ergibt
dim Kern (A) = m — Zeilenrang (A)
Die Dimensionsformal aus Satz besagt schliellich
m = dim Kern (A) + dim Bild (A)
= m — Zeilenrang (A) + Spaltenrang (A). O
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14 Determinante einer Matrix und
Eigenwerte

14.1 Die Determinante

Definition 14.1.1. K™" (bzw. R™" oder C™") bezeichne die Menge der n x n—
Matrizen mit Eintragen aus K (bzw. R oder C).

FEine Funktion det : K™" — K heifit eine Determinantenfunktion (oder kurz
Determinante), wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

1.) det(-) dst “multilinear”: det(-) ist linear in jeder Spalte, d.h. wenn a’ bzw. b’
jeweils fiir eine entsprechende Spalte steht,

det (al, o Nad bl et L ,a”)
= X-det(al, ... ,a") + p - det (al, R~ A N7 i S ,a”)
G=1. ...

2.) det(-) ist “alternierend”: Bei Vertauschung zweier Spalten einer Matriz geht
deren Determinante in ihr Negatives tber.

1 0
3.) det(-) ist “normiert”: det =1

Es wird weiter unten zu zeigen sein, dass eine solche Funktion existiert und dass sie
sogar eindeutig in K™™ ist. Zunéchst wollen wir aus der Definition einige wichtige
Eigenschaften ableiten:

Satz 14.1.1. FEine Determinantenfunktion hat die folgenden Eigenschaften:
(a) Es gilt det A =0, falls
(i) eine Spalte gleich 0 ist oder
(7) zwei Spalten gleich sind.

(b) det A =0 gilt genau dann, wenn die Spalten linear abhdingig sind. Aquivalent
dazu ist: det A # 0 <= die Spalten von A sind linear unabhdngig.

(¢) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte andert die De-
terminante nicht, d.h. fir A € K und k # j ist
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det (al, R YRR VLY R S ,a”) = det (al, ... ,a").

Beweis: (a) (i) folgt aus der Linearitit beziiglich der jeweiligen Spalte: Ist z. B. die
j—te Spalte gleich 0, so gilt

det (al, ,a”) = det (al, c,dTh0a?, AT L ,a”)

= O-det(al,...,a”> = 0.

(ii)  Vertauschung der beiden gleichen Spalten dndert einerseits nichts, fithrt aber
andererseits zum negativen Wert.

(b) “e==" Gilt z.B. a* = ¥ aja’, so folgt aus der Linearitit beziiglich der k—ten
ik
Spalte
det A = Zaj-det (al, o dhdd dF L ,an) = 0,
7k

da in den Determinanten der Summe jeweils die Spalten k, j gleich sind.

(b) “=7 a',...,a" € K" seien linear unabhiingig, also eine Basis von K".
Dann lisst sich insbesondere jeder Vektor e® der kanonischen Basis (d.h. e =
(0,...,0,1,0, ... ,0) mit 1 an der kten Stelle) als Linearkombination der a’ dar-
stellen:

n
ek = Zxkj a’ mit 1z € K.
j=1

Damit folgt

Jji=1 j2=1

n n n
1 = det(e!, ... ,e") = det (Z x5, @'t Z Toj, a2, ..., Z Tnjy, aj")
Jn=1

n n ) )
= Z Z T1j, L2y --- Tnj, - det(a?, ... a’")

(jede dieser Determinanten ist 4 det(al, ... ,a™), wenn sie aus
det(a, ... ,a") durch endlich viele Vertauschungen hervorgeht,
oder = 0, wenn mindestens 2 Spalten gleich sind,

= a-det(a', ... ,a") miteinem a € K.

Also ist det(al, ... ,a") #0.
(¢) Die Linearitdt in jeder Spalte und Teilaussage (a) (ii) ergeben fiir alle k # j
und A € K

det (al, a7 @l 4 dk adt e
= det(al, ... ,a") + X-det (al, oyl kgt ,a”)
det (al, ... ,a") + X\-0 = det (a', ... ,a").
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Definition 14.1.2.  Fine injektive Abbildung {1, ... ,n} — {1, ...,n} heifit
Permutation. Die Menge aller dieser Permutationen, versehen mit der Komposition
als Verkniipfung, bildet die sog. symmetrische Gruppe S,,.

BEMERKUNG: (1.) Es ist recht einfach nachzuweisen, dass die Komposition von
Abbildungen eine Gruppenstruktur auf den Permutationen induziert. Dabei ist die
Identitét

{1, ...,n} — {1, ... ,n}, jr—J
das neutrale Element, und das inverse Element einer Permutation erhalten wir je-
weils durch Umkehrung der Zuordnung.

(2.) S, enthélt n! Elemente (dem ersten konnen n Elemente zugeordnet werden,
dem zweiten n — 1, dem dritten n — 2 ...). Die Elemente o von S,, werden in der
Form notiert

Definition 14.1.3 (Signum). Sei o € S,,. Wir sagen ein Fehlstand liegt vor, falls
i < j aber o(i) > o(j) und wir bezeichnen mit r(o) die Zahl aller Fehlstinde von o.

Das Signum einer Permutation o : {1, ... ,n} — {1, ... ,n} wird damit definiert
als
sign o == (—1)").

Beispiel 14.1.4. Die Permutation

(123
771 3 1 2

hat zwei Fehlstande: 1 < 2, aber 3 > 1 und 1 < 3 aber 3 > 2. Also gilt sign 0 = 1.

BEMERKUNG: Fiir zwei Permutationen ¢ und 7 gilt immer

sign (0 o7T) = signo - signT.

Eine Permutation 7 € S, heisst Transposition, wenn sie zwei verschiedene Zahlen
vertauscht und alle anderen festlisst. Genauer gesagt, wenn es 1 < ¢ < 57 < n gibt
mit 7(i) = j, 7(j) = ¢ und 7(k) = k fur alle k € {1,...,n}\{7, 7}

Offensichtlich gilt fiir jede Transposition 7 € S,: 77! = 7 und sign 7 = —1.

Jede Permutation o € S,, als Verkniipfung endlich vieler Transpositionen schreiben
lasst. Genauer existieren ein k& € N und Transpositionen 7, ..., 7, € S, mit

O =T10...0Tgk.

Satz 14.1.2 (Existenz und Eindeutigkeit der Determinante).
Die Determinantenfunktion det : K™ — K existiert und ist eindeutig bestimmit
durch
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ail] ... Qip

det = Z Qs(1),1 " Qo(n)n sign o
Gnl ... Gnn oESn

= D A1g(1)" Ang(n) SigNO.
UESn

Beweis: Auf Grund der obigen Rechenregeln gilt (zunéchst nur formal)

ailr ... Qin n n
det | : : = det (Z gy 1 ekl, e Z Ak o ek”>
Apl .- Gppn k=1 kn=1
n n
= Z Z Qg1 --- Qk,n - det (ekl, ,ek").
ki=1 kn=1
Falls in der rechts stehenden Summe zwei der kanonischen Basisvektoren e*1, ... , eFn
gleich sind, so ist die zugehorige Determinante gleich 0 nach Satz [14.1.1] (a)(ii).

Also brauchen wir nur die Indextupel (ki, ..., k,) geméf einer Permutation o :
{1, ... ,n} — {1, ... ,n} zu beriicksichtigen:
ai] ... Qip
det = Z As(1),1 - -+ Qo(n)n det (60(1), e ,eg(n))
Gnl ... GQnn oESn

= D o)1 Gon)n - Sign 0.
oESy

Wenn wir zu jeder Permutation o € S,, ihre Umkehrung o' betrachten, so ergibt
die obige Bemerkung sign (c~1) = sign o, und wir erhalten schlielich

ailr ... Qin
det = Z a1,6-1(1) + - Qno=1(n) sign (0‘_1)
anl ... Qpnp oESn
= Z a1,6(1) -+ Op 5(n) : Sign 0.
GESh

Dies zeigt die Eindeutigkeit der Determinante. Um die Existenz zu beweisen, muss
man nachrechen das die obige Formel die Definition einer Determinante erfillt. [

Korollar 14.1.1. (i) det A" = det A fiir A € R™  bzw. det(A*) = det A fiir
A € C™™, wobei fir A = (aij) (1 <i,j <n) die Matrizen A* und A* durch
Al = (aj;) bzw. A* = (aj;) definiert sind.

(i) Alle bisherigen Aussagen bzgl. der Spalten gelten auch bzgl. der Zeilen.

(ii1) Fir jedes A = ( aél g ) mit a;y €K, c € K" ! und B e K171 st
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det A = Z a1, o(1) e Qp, o (n) * sign o
T

= Z 11 G2 147(1) """ On, 147(n—1) ° signT = aq; - det B.
TESh—1

Eine weitere wichtige Konsequenz ist der

Satz 14.1.3 (LAPLACE’sche Entwicklungssatz fiir Determinanten).

Fiir allei,j € {1, ... ,n} bezeichne A;j € K™=1D:(=1) gie soq. i, j—te Minorante von
A € K™" die durch Streichung der i—ten Zeile und j—ten Spalte entsteht. Dann gilt
fir jedes i € {1, ... ,n} bzw. j €{1, ... ,n}

ailr ... Qin n
det | L= > (DT ag det(Ai)
Apl .. Qpnp k=1
n
= > (=DM ay; det(Ay),
k=1
die sog. Entwicklung nach der i—ten Zeile bzw. nach der j—ten Spalte.

Beweis: Wir beschranken uns auf die Entwicklung nach der i—ten Zeile:
Durch 7 — 1 Zeilenvertauschungen und spéter j — 1 Spaltenvertauschungen erhélt
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man

a1 Qin,
ail NN QA1p
ailr ... Qip
det = (—1)1_1 - det Ai—11 -+ Qi—1n
apl ... Qpn Ai+1,1 - Gitln
Gn1 QAnn
0 Qi 0
ail e alj e A1n
n . . .
i—1
= (—1) . Z det ai—11 -+ QAj—15 ... Aj—1n
Jj=1 ai+11 --- Qi1 ... Gifln
Gn,1 e anJ e Gn.n
aij 0 . 0 0 e 0
a1; a1l cee Q141 ai,j+1 . a1in
n
— i+j—2
= (—1) J7% . det @i—145 Gi—1,1 -+ QAi—1,45-1 Qj—1,454+1 --- QAj—1;n
J=1 Qi+l Git11 -+ Qitl -1 Qitlj+1 --- Qitln
Qan,j anl e an,j—1 an,j+1 e an,n
n
— _1\¢t+T .. .
= Z (—=1)"7 ai; det Ajj. 0
Jj=1
BEISPIEL: (1.) n =2
a b
det =ad — bec.
c d

(2.)  Als (noch relativ iiberschaubaren) Spezialfall erhélt man fiir n = 3 die SAR-
RUS’sche Regel

apil a2 a3

det [ a21 a2 as3 = a1l a2 33 + Q12 A23 @31 + @13 G21 G32
az1 a32 ass

— a13a22a3;r — 11 a23 a2 — Qai2 a2 ass.

BEMERKUNG: Matrixprodukt

Jede n x m-Matrix A = (a;j) 1<i<n definiert in naheliegender Weise eine lineare
1<j<m

Abbildung A : K™ — K" und umgekehrt.
Ist nun A eine n x m—Matrix und B eine ¢ x n—Matrix, so wird die Komposi-
tion BA : K™ —» K’ der zugehérigen linearen Abbildungen A : K™ — K",
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B : K" — K* durch das sog. Matrizprodukt beschrieben:

n n
> blj aj1 Z bl] Qjn,
j=n 7=1
BA = e Kt
n n
Z bZ] aj1 Z bé] Qjn
J=1 Jj=1

Diese Darstellung lasst sich recht einfach direkt nachrechnen:

a5 T4
bi1 ... bin 12231 A
(BA)x = B(Ax) =
b ... .
01 ben >y
j=1
S bii 3 ay > (2 briaig) 2
=1 :1 ]:1 =1
S b 3 ai > (L buay)a
=1 j=1 j=1 “i=1

Dieses Rechenschema wird iiberschaubarer, wenn man den Blick auf die Spaltenvek-
toren von A richtet: Der k—te Spaltenvektor von A wird mit B durch ein Matrix-
Vektor-Produkt verkniipft, und das Resultat wird zum k-ten Spaltenvektor der Pro-
duktmatrix BA.

Das Matrixprodukt ist assoziativ und distributiv. Bereits einfache Beispiele zeigen
aber, dass das Matrixprodukt im Allgemeinen nicht kommutativ ist.

Speziell fiir quadratische Matrizen ergibt sich damit der

Satz 14.1.4 (Determinantenmultiplikationssatz).  Fir A, B € K™" gilt

det(BA) = det A-det B = det(AB).

Beweis:
1. Fall: detB =0.

Dann sind die Spaltenvektoren von B linear abhédngig. Das Bild der entsprechenden
linearen Abbildung B (dies ist die lineare Hiille der Spaltenvektoren) ist also # K".
Dann ist aber auch das Bild des Produktes BA ungleich K", d.h. die Spaltenvekto-
ren von BA sind auch linear abhéingig. Also ist

0 = det(BA) = 0-det A = det B - det A.

2. Fall:  det B # 0.
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Mit Blick auf die Identitat

det(BA)
det(BA) = ————— detB
et(BA) det B ¢
folgern wir aus den Eigenschaften des Matrixprodukts: A — dfite(f 5‘ ) st

(i) linear in jeder Spalte von A (denn das Matrixprodukt BA héngt immer linear
von jeder Spalte von A ab),

(ii) alternierend bzgl. Spaltenvektoren (denn das Vertauschen zweier Spalten von
A bedingt das Vertauschen der entsprechenden Spalten von BA),

1 0
(iii) =1, falls A =E, = ist.

Also ist K" — K, A — detB4) oine normierte alternierende Multilinearform,

d
und die Eindeutigkeit aus Satz [14.1.2] ergibt dztétB ; ) = det A.

Die zweite Aussage ist nun offensichtlich. O

Definition 14.1.5.  Fine Matriz A € K" heifit invertierbar, falls es eine Matrix
AP e K" mit A71A = AA™Y = K, gibt. A~ heifst Inverse zu A.

BEMERKUNG: (1.) Allgemein kann eine n x m—Matrix A (dann und) nur dann
eine “inverse” Matrix B € K™" mit BA = E,,, AB = E, besitzen, wenn die
zugehorige lineare Abbildung K™ — K", x —— A x bijektiv ist. Also muss notwen-
digerweise gelten: m = n.

(2.) A e K™" ist invertierbar RERAL Spaltenvektoren sind linear unabhéngig
23 7cilenvektoren sind linear unabhéingig

LD qet A £ 0

Korollar 14.1.2.  Fiir jede invertierbare Matriz A € K™ gilt
det(A™!) = (det A)~L. O

Wir kénnen nun die Loésung von linearen Gleichungssystemen mit n Gleichungen
und n Unbekannten im Fall der eindeutigen Losbarkeit geschlossen angeben.

Satz 14.1.5 (CRAMER’sche Regel fiir lineare Gleichungssysteme). A € K™" erfiille
det A # 0. Dann ist die eindeutig bestimmte Losung

T1 bl
z=| 1 |e€eK" vonAzr=b mitb=| : | e K"

Tn by
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gegeben durch

air ... a1 b1 oariyr ... ain
T, = - det : : firt=1,...,n.
! det A ’ ’
Gn1 Gn,i—1 bn, ang+1 --- Qnn
Beweis: Das System A x = b kénnen wir in der Form
ail ain by
1| |+ ot =
anl Ann by,
darstellen bzw. fiir jedes: =1, ... ,n
aii a1 x; a1, — by a1,i41 a1n
X S A | + +xi41 +... 4z, =0.
Gnl An,i—1 T; Gni — by, an,i+1 Gnn
Die Spalten der Matrix
ail ... a1i-1 x; a1 — by aii+1 .- Qin
apl ... Gpgi-1 Tj Qg — bn ani+1 .- GQnpn

sind also linear abhéngig. Fir jeden Index ¢ folgt also wegen der Linearitét in der
i—ten Spalte

air ... a1 b1 oaripr ... ain
x;-det A — det : : : =0
anl ... Qpg-1 bn Ani+l -+ Qnn
Auflésen nach z; ergibt die CRAMER’sche Regel. O

Satz 14.1.6 (Matrixinversion). A € K™" sei invertierbar (d.h. det A # 0). Dann
1st 1
det A B
mit den Minoranten A;; € KL=l qus Satz und
det A11 —det Agl det A31
—det Aq9 det Ays  —det Azo

-1

B = ((_1)i+j - det Aji) = det A1z —det Ass det Ass
b\~ | 1 d b |
. L 9. a o . -
Speziell ist im Fall n = 2: <c d) = e <—c a > .

Beweis: Wegen AA™! = E,, ist der j-te Spaltenvektor (ai_]) - € K™ der inver-
1<i<n

. -1 _ — nn J: .. .

sen Matrix A= = (aik)l Cik<n € K™" die Losung des Gleichungssystems

149



Az = ¢ = |1 (mit 1 an j-ter Stelle).
0
Also folgt aus der CRAMER’schen Regel fiir i =1, ... ,n
a1 ... a1i—1 0 aii41 ... ain
@ = gara-det| A E
anl ani—1 0 apiy1 ... anpn

wobei die i—te Spalte der letzten Matrix nur in der j—ten Zeile eine 1 und in den
anderen Zeilen 0 hat. (Dabei ist zu beachten, dass i, j hier ihre Rolle als Zeilen-
bzw. Spaltenindex gewechselt haben.)

Durch (i — 1)—faches Vertauschen benachbarter Spalten und anschlieflendes (j —1)—
faches Vertauschen benachbarter Zeilen erhalten wir

) i 10
a; = ﬁ'(_l)( D+G-1) det(0 Aﬁ)

= 7detA . (—1)i+j det Aji

14.2 Eigenwerte und Eigenvektoren linearer Abbildungen

Definition 14.2.1. V sei ein Vektorrraum diber K und A : V — V eine lineare
Abbildung. Fin Skalar \ € K heifit ein Eigenwert (EW) von A, wenn es einen Vektor
x € V\ {0} gibt mit Ax = Ax. Solch ein Vektor xz # 0 heifit Eigenvektor (EV) oder
auch Eigenelement (EE) von A zum Eigenwert X.

BEMERKUNG: Jede Linearkombination «j x1 4+ ao xo zweier Eigenvektor x1,xo €
V von A zum selben Eigenwert A € K ist wiederum ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert A, denn es gilt

A(a1m1+a2x2) = a1 Ax1 +tag Axy = A (Ckl.%'l—l-azxg)

Daher bilden alle Eigenvektoren von A zu einem Eigenwert A € K (gemeinsam mit
dem Nullvektor) einen Untervektorraum von V.

BEMERKUNG: V sei ein n—dimensionaler K—Vektorraum und {v!, ..., v"} eine
Basis von V. Dann beschreibt die lineare Abbildung

n
Uu:vV — K", chvj — (c1, ..., 0n)
j=1
wie die Vektoren aus V' jeweils durch ein Komponententupel in K™ bzgl. dieser Basis

dargestellt werden. Die Transformation U ist immer bijektiv und hat die Umkehr-
abbildung

150



n
UK —V, (c1,...,c0) — chv].
7j=1

Zu jeder linearen Abbildung A : V — V und gegebenen Basis {v!, ... 0"} las-
sen sich die Koeffizienten a;; € K (4,5 = 1, ... ,n) nun so wéhlen, dass fir jedes

n
j=1,...,n gilt: AV = Zaijvi.
i=1

Dann ist (aij), <, ; <,, eine Matrix in K™", und wir finden sie wieder bei der Kom-
position U AU™! : K® — K" in Form des Matrix-Vektor-Produkts:

(UAU_I)(cl,...,cn) = UAchvj = UZZaijcjvi
j=1

i=1j=1
n n
= Zaljcj, ,Zanjcj y
J=1 J=1

d.h. UAU! : K" — K" ist die durch die Matrix (a;;) in K™" erzeugte lineare
Abbildung. Man sagt: Die lineare Abbildung A : V — V wird beziiglich der Basis
{vl, ... ,v"} durch die Matrix (a;;) erzeugt.

Offenbar ist A genau dann ein Eigenwert von A mit einem Eigenvektor z, wenn A
Eigenvektor von UAU ! ist mit Eigenvektor Uz. Dies folgt aus der Gleichung

(UAU Y (Uz) = U(Az) = \Uz.

Wir kénnen uns deshalb im endlichdimensionalen Fall auf die Untersuchung von
linearen Abbildungen K" — K" (und ihre erzeugenden n x n—Matrizen) konzen-
trieren.

14.3 Diagonalisierbare lineare Abbildungen

Definition 14.3.1. V sei ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

Eine lineare Abbildung A : V. — V heifit diagonalisierbar, wenn eine Basis von
V' existiert, beziglich der A durch eine Diagonalmatriz (a;;) e K™ (d.h.
a;j =0 fir alle i # j) dargestellt wird.

1<ij<n

Angesichts der Bemerkung im vorherigen Abschnitt ist eine direkte Konsequenz der
Definitionen:

Satz 14.3.1.  FEine lineare Abbildung A in einem endlichdimensionalen Vektor-
raum V' ist genau dann diagonalisierbar, wenn V' eine Basis aus Figenvektoren von
A besitzt. A ist dann beziglich dieser Basis durch die Diagonalmatriz erzeugt, auf
deren Diagonalen die Figenwerte von A stehen. O
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Offenbar sind diagonalisierbare Abbildungen besonders einfach zu untersuchen. Es
ist deshalb eine wichtige Frage, woran man die Diagonalisierbarkeit erkennt.

0 —1
dargestellt, hat also die Eigenwerte 1 und —1 mit (den) zugehérigen Eigenvektoren
el und e?. (Es gilt entsprechend in C? - wenn auch eine geometrische Interpretation
als Spiegelung dann “deutlich schwieriger” ist.)

BEISPIEL: Die Spiegelung S an der e'~Achse in R? wird durch die Matrix (1 0 >

BEISPIEL: Die Drehung D um 90° ~ 7/2 in R? (in math. positiver Richtung) wird
bekanntlich durch die Matrix

(0 -1

1 0

dargestellt. Sie hat keinen reellen Eigenwert. Dies erscheint geometrisch plausibel,
denn kein Vektor # 0 kann seine Richtung beibehalten. Rechnerisch werden Eigen-
wert und -vektor charakterisiert durch die Bedingung:

D X1 — )\ X1 — —T9 = )\.’L‘l — —Xr9 = )\2 xI9
X9 X9 r1 = )\.’L’Q Tr1 = —A T

und letzteres besitzt keine Losung A € R mit (z1, z2) # (0,0).

—sin
cos

Cos
sin

D =

INETSE
SEINTE

In C? hat dieselbe Matrix offenbar die Eigenwerte A = +i mit den Eigenvektoren
Uy = (i) fir A =4 und u_ = (1) fiir A = —i.
14.4 Das charakteristische Polynom

Wie findet man Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A = (a;;)1<i j<n’

Damit A € K Eigenwert ist, muss offenbar die homogene Gleichung

all — A a9 e QA1n I
as agy — Ao aon T2 0
Gnl Gn2 cee Qpp — A Tn

eine nichttriviale Losung in K™ haben. Unter Verwendung von Korollar [13.1.1] und
Satz [14.1.1 (b) ist das gleichbedeutend mit

Kern (A - AE,) # {0}
— det (A — AE,) = 0.

Definition 14.4.1. A sei eine n X n—Matriz iber K.
A — det (A — AE,) ist ein Polynom vom Grad n und heif$t charakteristisches
Polynom von A. (Seine Nullstellen sind genau die Figenwerte von A.)
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Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert fiir jedes komplexe Polynom n-ten Gra-
des, dass mindestens eine und hoéchstens n Nullstellen in C existieren. Daraus folgt
hier direkt:

Satz 14.4.1. Jede Matrix A € C™" hat mindestens einen komplexen Eigenwert
und héchstens n verschiedene Figenwerte in C.

Zugehorige Eigenvektoren lassen sich dann mit Hilfe des Gauf’schen Eliminations-
verfahren bestimmen.

BEISPIEL:
2—X 0 0

2 0 0
A=[0 0 1|, A-AEs=| 0 -x 1
0 -1 0 0 -1 -\

Das charakteristische Polynom ist pa()\) := (2 — \) (A2 4 1) mit den Nullstellen
A = 2,1, —1t. Zugehorige Eigenvektoren sind

1 0 0

ol.[1],]i

0 i 1
Satz 14.4.2. Die Matriz A € K™" besitze (paarweise) verschiedene Eigenwerte
A, ..., A € K und die zugehérigen Eigenvektoren x', ... " € K"
Dann sind {z, ... 2"} linear unabhdingig.

(Die entsprechende lineare Unabhdngigkeit gilt auch fir beliebig viele verschiedene
Eigenwerte einer linearen Abbildung V. — V' mit einem endlichdimensionalen K-
Vektorraum V'.)

Beweis: Induktionsanfang r = 1: Die Definition garantiert ' # 0, und damit ist die
lineare Unabhéngigkeit trivial.

Induktionsschritt » —1 — 7: 2!, ..., 2"~ seien bereits linear unabhingig. Nun
T .
werden ¢y, ..., ¢ € K gewdhlt mit }° ¢; 2 = 0. Dann gilt
T ) =1 T )
0 = A(Zcmt’) = Z)\iciajz
i=1 =1
T ) T ) r—1 )
= 0 = M\ Zcix’—Z/\icixz = Z()\T—)\i)cim’.
i=1 i=1 i=1
Die lineare Unabhégigkeit von x!, ... 2"~ ergibt (A, — \;) ¢; = 0 und schliellich
ci=0firi=1,...,r —1, da die Eigenwerte (paarweise) verschieden sind. Wegen
r .
> ¢; ' = 0ist dann auch ¢, = 0. O
i=1
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15 Euklidische und unitare Vektorraume

15.1 Skalarprodukte

Definition 15.1.1. V' sei ein Vektorraum tiber K.
FEin Skalarprodukt auf V' ist eine Funktion (-,-) : V. x V — K mit folgenden Ei-
genschaften:

(S1) (x, =) > 0 fiir alle x €'V,
(x, x) = 0 < x=0,
(52) (x, y) = (y, z) fiir alle x,y € V,
(S3) (x, Ay) = Mz, y) fiir alle z,y € V, A € K,
(S4) (x, y+2) = (x,y)+ (z, 2) fiir alle x,y,z € V.

Ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt heifit euklidischer Vektorraum, und
ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt heiffit unitdrer Vektorraum.

BEMERKUNG: Jedes Skalarprodukt (-,-) auf einem K-Vektorraum V' induziert eine
Norm auf V gemaf |z|y = (z, x) firzeV.

BEISPIEL: Das sog. Standard-Skalarprodukt auf R™ bzw. C" ist

n
. n
) x;y; nR",

(l'ay)K" = Jn
> T Yj inC",
j=1
fir x = (1, ... ,&n), y= (Y1, - -+ , Yn)-
Lemma 15.1.1. V sei ein K-Vektorraum und {v', ... v"} eine Basis von V.

Zu jedem Skalarprodukt (-,-) aufV gibt es genau eine Matriz A = (a;;) € K™", so

dass fiir alle Vektoren v = i a; v und w = i Bj vl in 'V gilt:
j=1 J=1

(v, w) = (<O"')1§z’sw 4 (ﬁk)lﬁkén)cn

n
= ((ai)lgign’ (k; ajk 5k> )
- 1<j<n/ Cr
n
= > @ aj B

k=1
Dabei ist  aj, = (Wi, v®Y  fir alle j,k=1, ... n. O
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Definition 15.1.2.  V sei ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, -).
Zwei Vektoren v,w € V heiffen orthogonal (bzgl. (-,-)), falls (v, w) = 0 ist.

Eine Basis {vl, ... ,v™} von V heifit Orthogonalbasis, falls je zwei ihrer Vektoren
orthogonal sind, d.h. wenn  {(v', vJ) = 0  fiir alle Indizes i # j gilt.

Eine Basis {v', ... ,v™} von V heifst Orthonormalbasis (ONB), falls gilt:
(i, o) = { 0, falls i+# 7,

1, falls i =j.

Lemma 15.1.2. V sei ein K—-Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Wenn jeweils
zwei der Vektoren {wi, ... ,wp} in V\{0} orthogonal sind, dann sind {wn, ... ,w,}
linear unabhdngig.

Beweis: Aus 0 = znj Aj wj folgt fir jedes k=1, ... ,n
j=1

n n

0 = <wk, SN wj> = > N (wp, wyj) = Mg (wp, wg)
j=1 J=1

und wegen der Voraussetzung wg 7 0 muss A = 0 sein. O

BEISPIEL: In R™ bzw. C"  Dbilden die kanonischen Einheitsvektoren
{el, ..., e"} eine Orthonormalbasis, wobei jeweils ¢/ = (0, ... ,1,...,0) € K" die
Zahl 1 an der j—ten Stelle besitze.

Doch die Existenz einer Orthonormalbasis ist keine Besonderheit von K™:

Satz 15.1.1. Jeder endlichdimensionale Vektorraum V' mit Skalarprodukt besitzt ei-
ne Orthonormalbasis.

Beweis: {f', ..., f"} sei eine beliebige Basis von V.

Das folgende GRAM—SCHMIDT’sche Orthonormalisierungverfahren fithrt dann suk-
zessive zu einer Orthonormalbasis von V:
1
1 1
vo= o
[l
1
2 2 12y 1
v = f —\v 7f v )
= e )
. 1 - i L
J+ — J+1 1 pl+ 7
I e S| (LR VAT
%1 = 55 g, vy o

i=1
Offenbar sind die v/ normiert und paarweise orthogonal. Also sind sie nach Lem-
mal15.1.2|linear unabhiingig. Da sie auBerdem den gleichen Span haben wie {f!, ..., f"},
bilden sie eine Basis von V. O
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15.2 Orthogonale und unitare lineare Abbildungen

Definition 15.2.1. Vi, V, seien K—Vektorriume mit Skalarprodukten (-, >V]
FEine Abbildung U : Vi — Va heif§t orthogonal (bei K = R) bzw. unitér (bei K = C),
wenn fir alle x,y € V1 gilt:

<va Uy>V2 = <SU, Z/>V1'

BEMERKUNG: Jede orthogonale Abbildung U : Vi — V5 ist isometrisch in folgen-
dem Sinne: ||Uz|y, = |z|y; fiir alle z € V;.

Satz 15.2.1. V) und V; seien n—dimensionale Vektorraume mit Skalarprodukt (beide
iiber R oder beide iiber C). {e', ... e"} sei eine ONB von Vj.

Eine lineare Abbildung U : Vi — Vb ist genau dann orthogonal bzw. unitdr, wenn
{fY ..., f"} mit f7:=Uée’ eine ONB in Vs ist.

Beweis: “=—”  Wenn U orthogonal bzw. unitar ist, so folgt aus der Orthonorma-
litdt von {e!, ... e"}:
<fi7 fj>V2 = <U6i7 U6j>v2 = <€i7 €j>V1 = 5ij

fiir alle 4, j. Geméa Lemma|15.1.2]ist {f!, ..., f*} linear unabhiingig und somit eine
ONB.

“e="  Unter Verwendung der ONB {e!, ... ,e"} haben beliebige Elemente z,y €
V7 die Form
- TR 2 2
v =3 ¢ie mit 3 gt = [zl
7j=1 7=1

n . n
y = > died mit 3 |di* = |y[*
j=1 j=1
Wenn {f!, ..., f*} eine ONB in V; ist, so folgt daraus

Uz, Uy)y, = <U Z cjej, U Z djej> = <Z cj Uél, Z d; Uej>
j=1 j=1

j=1 j=1 Va Va
:<Z%‘fjv Zdjfj> = > G d;
Jj=1 Jj=1 Vo Jj=1
= <Z cj €, Zdjej> = (z,y)n,. d
j=1 Jj=1 i

Korollar 15.2.1. (1.)  Unter den Annahmen von Proposition (15.2.1] ist jede
orthogonale (bzw. unitire) Abbildung U : Vi — Vi bijektiv, und ihre Umkehrung ist
ebenfalls orthogonal (bzw. unitar).

(2.) Fir eine Matriz A = (a;;) € C™™ ist die lineare Abbildung C* — C", z —— Az

genau dann unitar bzgl. (-,-)cr, wenn die Spaltenvektoren von A eine Orthonormal-
basis von C™ sind. Dann ist A’ A = E, = AA.
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15.3 Selbstadjungierte lineare Abbildungen

Satz 15.3.1. V sei ein endlichdimensionaler Vektorraum tber K mit einem Skalar-
produkt (-, -).

Zu jeder linearen Abbildung A : V. — V gibt es genau eine lineare Abbildung
A*:V — V, die sog. zu A adjungierte Abbildung, mit
(x, Ay) = (A*z, y) fir alle z,y € V.

(Das Entsprechende gilt fir jede lineare Abbildung A von einem Vektorraum (Vi, (-, )v;)
nach (Va, (-, )v,), A* ist dann eine Abbildung von Vi nach Vi.)

Beweis: Findeutigkeit: Bp und Bs seien lineare Abbildungen V' — V mit der
von A* geforderten Eigenschaft. Dann gilt fiir alle z,y € V

<(Bl_BQ)x7 y> = <£U, Ay> - <$7 Ay> = 07
also ist (B; — Bg)xz = 0 fiir alle z € V, d.h. By = Bs.

Existenz:  Spezialfall V = K" mit dem Standard-Skalarprodukt (-,-)g»
Wird A : K® — K" durch die Matrix (a;;) € K™" dargestellt, so wird A* durch

die adjungierte Matrix (@)t = (a@j;) erzeugt:
n n
(z, AYy)gr = Z( Ty Z Qi y])
=1 7j=1
= Z (y] Z Q5 T z)
7=1 =1
= Z (y] (Z Q5 T )
7=1 =1
also ist A*x = (Z T Z )
i=1 i=1
Allgemeiner Fall (V,(-,-)v): V besitzt eine Orthonormalbasis {v1, ... ,vn} (bzgl

(-,-)y) nach Satz|15.1.1] Fiir j = 1, ... ,n bezeichne ¢/ € K" den j-ten kanonischen
Einheitsvektor.

Dann gibt es genau ein lineare Abbildung U : K" — V mit U €/ = v; fiir jedes j =
1, ... ,n, wie in der Bemerkung in Abschnitt 14.2 erwahnt. Insbesondere ist U nun
sogar orthonormal bzw. unitdr laut Satz (bzgl. des Standardskalarproduktes
auf K"): (Uzx, Uy)y = (x, y)g» fir alle z,y € K". Gemafl Korollar (1.) ist
auch U~!: V — K" orthogonal bzw. unitér.

Dann ist B :=U"! AU : K" — K" eine lineare Abbildung in K" mit einer Adjun-
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gierten B* : K" — K". Fiir alle v,w € V gilt
(v, Aw)y =(U o, UTTAUU w)gn = (U™ v, BU  w)gn
=(B*U v, U tw)gr = (UB*U 1v,w)y,
dh. UB*U~':V — V ist die Adjungierte von A:V — V. O

Definition 15.3.1. V sei ein K—Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-, -).
FEine lineare Abbildung A : V. — V heifit selbstadjungiert (d.h. zu sich selbst
adjungiert), wenn A = A* ist, d.h. fiir alle x,y € V gilt:

(z, Ay) = (Az, y).

BEMERKUNG: Aus dem Beweis von Satz [15.3.1] geht hervor: Die durch eine Matrix
A = (aij) € K" erzeugte Abbildung (K", (-, )xn) — (K", (-, )kn),  — Ax ist

genau dann selbstadjungiert, wenn alle ihre Komponenten
a;j = az (1,7 €{1,...,n}) erfiillen (kurz notiert als A = A= 4%).
Definition 15.3.2. Eine Matriz (a;;) € C™" mit a;; = aj; fir alle i,j heifst

hermitesch. Analog heift (a;;) € R™™ mit a;j = aj; fiir alle i,j symmetrisch.

Satz 15.3.2. V sei ein endlichdimensionaler K—Vektorraum mit Skalarprodukt.
Dann gilt fiir jede selbstadjungierte lineare Abbildung A:V — V:

(a) Alle Eigenwerte von A sind reell.
(b) A hat mindestens einen FEigenwert.

(¢) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis:  (a) Fir jeden Eigenwert A € C von A und einen zugehorigen Eigenvek-
tor x € V gilt
A]?

Az, z2) = Mz, 2) = (Ax, 2) = (z, Az) = (z, A1)
Az, z) = M|,
d.h. A ist reell.

(b)  Es gibt eine orthogonale bzw. unitére lineare Abbildung U : K™ — V| wie
bereits im Beweis von Satz [15.3.1] erldutert wurde. Sie besitzt stets eine orthogonale
bzw. unitire Umkehrung U~!: V — K™,

Dann ist B := U~ AU : K™ — K™ selbstadjungiert bzgl. des Standardskalarpro-
dukts, denn es gilt

(Bz, Y)gm = (UTAU=, y)gnm = (UUYAU=z, Uy)y
= (AUz, Uy)y = (Ux, AUy)y
= (U_]- U:B, U_]' A Uy)]K,m — (m7 By)K'm'

Also wird B durch eine hermitesche (bzw. symmetrische) Matrix erzeugt.
Im komplexen Fall garantiert Satz [14.4.1] fiir B mindestens einen Eigenwert, der
nach Teil (a) reell ist.
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Im reellen Fall erzeugt die reelle Matrix von B eine selbstadjungierte Abbildung
C™ — C™, die (wie eben gezeigt) mindestens einen Eigenwert A\ € R hat, d.h. es
gilt pp(A\) = 0 fiir das charakteristische Polynom von B. Also ist B — AE,, nicht
injektiv in R™, und somit ist A auch ein Eigenwert von B : R™ — R™.

Ist v € K™ der zu A gehérige Eigenvektor von B = U1 AU : K™ — K™, so
erhalten wir mit U v € V einen Eigenvektor von A zum Eigenwert A:

A(Uv) =U((UTAU)v = UBv = U (Av) = NUw.

(c) A1 # A2 seien Eigenwerte von A und vy, v2 € V'\ {0} zugehorige Eigenvektoren.
GeméB Teil (a) sind A, Ag reell, und daraus folgt

(A2 — A1) (vi, v2) = (v1, Adawa) — (Arvi, v2)
= <?)1, A7)2> — <A'U1, ’U2> = 0.

Also sind v; und v orthogonal: (v, v2) = 0. O
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