Zusammenfassung HM1

Julian Baader

Inhaltsverzeichnis

1 Grundlagen der Logik . . . .. ... ... ... ... 3
1.1 Aussagen . . . . ... 3
1.2 Quantoren . . . . . . . . ... 3
2 Mengen . . . . ... 3
2.1 Definition Mengen-Relationen . . . . . . .. .. ... .. ... .. 3
2.2 De Morgansche Regeln . . . . . .. ... .. ... ... .. 3
2.3 Potenzmengen . . . . . .. ... 3
2.4 Kartesisches Produkt . . . . . . . ... ... oL 4
2.5 Relationen . . . . . . ... 4

2.5.1 Aquvivalenzklasse . . ... ... ... .. ... ... ... 4
3 Funktionen . . . . . ... .o o 4
3.1 Arten von Funktionen . . .. ... .. ... ... L. 4
3.2 Verkettung . . . ... ... .. o 5
3.3 Umkehrfunktion . .. ... ... ... .. ... .......... 5
34 SHbze . . ... 5
4 Reelle Zahlen . . . . ... .. . o 5
4.1 Axiome der Reellen Zahlen . . .. ... ... ... ... .... 5
4.2 Ordnungsrelationen, Intervalle, Betrdge . . . . . ... ... ... 6
4.3 Beschriankheit von Mengen . . . . .. .. ... L 0L 6
4.4 Natiirliche Zahlen . . . . . . ... ... . 0oL 7

4.4.1 Induktionsmengen . . .. ... .. ... ... ... ... 7

4.4.2 Verallgemeinerte Dreiecksungleichung . . . . . .. . ... 7

4.4.3 Erweiterung der Natiirlichen Zahlen . . . . .. ... ... 7
4.5 Wurzeln . . . . . . .. 7

4.5.1 Rationale Exponenten . . . . . . ... ... ... .. ... 8
4.6 SHtze . . ... 8
5 Komplexe Zahlen . . . . . .. .. ... . oL 10
5.1 Polynome . . . .. ... ... 10
5.2 SAtZe . . . . . . e e 10
6  Folgen und Konvergenz . . . ... ... ... ... . ....... 11
6.1 Konvergenz . . . . . ... . ... oo 11
6.2 Beschranktheit . . . ... ... ... ..o oL 12
6.3 Monotonie . . . . ... ..o 12
6.4 FEulersche Zahl . . . ... .. ... ... ... ... ... ... . 12
6.5 Teilfolgen . . . . . . . .. L 12
6.6 Haufungswert . . . . . . ... .. o oo 12
6.7 Niedrig. . . . . . . .. 13
6.8 Cauchyfolge . . . . . . .. . L 13
6.9 Unendlicher Grenzwert . . . . . . . . ... ... ... ... ... 13



6.10
6.11
6.12

7.1
7.2
7.3
7.4

7.5
7.6

8.1

8.2

8.3
8.4
8.5
8.6

9.1
9.2
9.3

9.4
10
10.1
10.2
10.3
10.4
10.5
10.6
10.7
10.8
10.9
11
11.1
11.2
11.3
11.4
11.5
12
12.1

6.91 Regeln . ... ... .. o 13
limsup liminf . . . . . .. .. ... 13
Ubersicht Folgen . . . . . . .. ... ... 13
Satze . . . . . e 14
Reihen . . . . . . .. o o 16
Cauchyprodukt . . . . . .. ... . 16
Eigenschaften von Sinus und Cosinus . . . . . . .. .. ... ... 16
Potenzrethen . . . . . .. ... oo 17
Funktionenfolgen und Funktionenreihen . . . . . ... ... ... 18
7.4.1 Punktweise Konvergenz . . . ... ... ... ... .... 18
7.4.2 Gleichméaflige Konvergenz . . . . . ... ... ... .... 18
Ubersicht Rethen . . . . . ... . ... .. ... ..., 18
SEEZE . . . . e 19
Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen . . . . . . . . ... .. 23
Stetigkeit . . . . . . ..o 23
8.1.1 GleichméaBige Stetigkeit . . . . . . .. ... .. ... ... 23
Grenzwerte . . . . . ... 23
8.2.1 Héaufungspunkt . . . . . .. ... ... L 23
8.2.2 Limes . . . . . .. 23
8.2.3 Einseitiger Grenzwert . . . . ... ... ... ... ... 24
Monotonie . . . . . .. L L 24
Agbeschlossene und Kompakte Mengen . . . . ... ... .. .. 24
Ubersicht Grenzwerte von Funktionen . . . ... ... ...... 24
SAEZE . . . . . e 25
Trigonometrische Funktionen und Hyperbelfunktionen . . . . . . 27
Eigenschaften von Sinus, Cosinus und Tangens . . . . ... ... 27
Polarkoordinaten . . . . . .. ... oo oo 28
Hyperbolische Funktionen . . . . . . . .. .. ... . ... ... 28
9.3.1 Umkehrfunktionen . . . ... ... ... ... ....... 28
SAbZe . . . . . e 28
Differntialrechnung . . . . . . .. ... ... 0. 29
Differentierbarkeit . . . . . . ... ..o oL 29
Minima und Maxima . . . . . .. ... L 000 29
Innerer Punkt . . . . .. . ..o oo 29
Lipschitzstetig . . . . . . . . .. o oo 29
Stetig differenzierbar . . . . . ... ..o oL 30
Taylorpolynom . . . . . . .. .. ... 30
Taylorrethe . . . . . . . . .. L o 30
Ubersicht . . . . . . ... 30
SEEZE . . . . . e 31
Integration . . . . . ... ..o 33
Zerlegung . . . . . ... 33
Integrierbar . . . . . . . ... 34
Stammfunktion . . . .. ... oL Lo 34
Integralfunktionen . . . . . .. ... .. ... Lo 34
SabZe . . . . . e 35
Differentialgleichungen . . . . . . . . ... ... L. 37

Differentialgleichungen 1.0Ordnung . . . . .. . .. .. ... ... 37



1 Grundlagen der Logik 3

1 Grundlagen der Logik
1.1 Aussagen

Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (w) oder falsch (f) ist. Logische
Verkniipfungen von Aussagen definieren wir durch Wahrheitstafeln

1. =(m4) < A

2. (A< B)< [(A= B)A (A= B)]
-(AAB) & (mAV -B)

-(AV B) & (nAN-B)

(A= B) < (-B = -4)

AR

Eine Aussageform A(x,y,...) ist ein Satz, der eine oder mehrere Variablen
enthélt und durch Einsetzen konkreter Objekte in die Variablen eine Aussage
ist.

1.2 Quantoren
Allquantor Vz : A(z) bedeutet, dass die Aussage A(x) fiir alle x wahr ist.

Existenzquantor 3z : A(z) bedeutet, es gibt mindestens ein Objekt x, fiir das
A(x) wahr ist.

Negation: Anderung des Quantors und Negation der Aussage

Quantoren kénnen durch weitere Aussagen eingeschriankt werden

2 Mengen

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten unserer Anschauung oder
unseres Denkens zu einem Ganzen. Objekte einer Menge heiflen Elemente

x € M, x ¢ M sind wiederum Logische Aussagen
{z : A(z)} Menge aller x, fiir die A(x) wahr ist

2.1 Definition Mengen-Relationen
un\ =Ccc
Sollte bekannt sein
2.2 De Morgansche Regeln
L Q\(MUN)=(Q@\M)N(@Q\N)
2. Q\(MNN)=(Q\M)U(Q\N)

2.3 Potenzmengen

Pot(M) ={N: N C M}
Damit folgt M C Pot(M) und 0 € Pot(M)
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2.4 Kartesisches Produkt
My x My % ... x My, = {(z1,22,...,x,) : Vj € {1,...,n} : x; € M}
(1,22, ..., 2, ) heiBt n-Tupel.
Ist eine Menge M; = 0, so ist das kartesische Produkt gleich der leeren Menge.

Sind alle Mengen gleich schreibt man auch M™.

2.5 Relationen

X und Y seien Mengen (# @) und R C X X Y Dann heiit R eine Relation.
Statt (x,y) € R schreibt man auch zRy

1. R heifit reflexiv & Ve € X : 2 Rx

2. R heifit symmetrisch &< aus xRy folgt stets yRx

3. R heif3t transitiv :< aus xRy und yRz folgt stets xRz

4. R heifit eine Aquivalenzrelation :< R erfiillt 1-3

5. R heiflt antisymmetrisch :< aus xRy und yRx folgt stets x =y
6. R heift Ordnungsrelation :< R erfiillt 1,3,5

2.5.1 Aquvivalenzklasse

fiir X #0 und R C X x X eine Aquvialenzrelation
[2]n = {y € X : oRy)

3 Funktionen

Eine Funktion oder Abbildung f: X — Y ist eine Vorschrift, die jedem x € X
genau ein y € Y zuordnet. Dafiir schreibt man y = f(x) oder x — f(z) =y

X heifit Definitionsbereich und Y Wertebereich von f.
{(z, f(x)) :x € X}(C X xY) heiBt Graph von f
f(X) ={f(z): z € X} heiit Bildmenge von f.
e Fir ACX: f(A) ={f(z):z € A}
e Fir BCY : f~Y(B):={z € X: f(z) € B} Urbild von B

3.1 Arten von Funktionen
f heiit injektiv 1< aus x1, 29 € X und f(x1) = f(x2) folgt stets x1 = xo
f heiBt surjektiv = f(X) =Y

f heifit bijektiv :< f ist injektiv und surjektiv.
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3.2 Verkettung

f: X =Y und g : Y — Z seien Funktionen. go f : X — Z ist def. durch
(9o f)(x) = g(f(z)) (x € X).

3.3 Umkehrfunktion
f sei bijektiv. Dann ist die Umkehrfunktion f~!'Y — X def. durch:

Vy € Y 3 genau ein x € X mit f(x) = y. Setze f~1(y) = z.
AuBerdem gilt idx (z) =2 = f~lo fundidy(y) =y = fo f~L.

3.4 Sitze
Satz3.1: (hog)o f=ho(gof)

Satz 3.2: Jacke Hemd Regel:
f: X =Y g:Y — Z seien Bijektiv, dann ist auch go f : X — Z bijektiv und
(gof)t=f"log™!

Satz 3.3: Verkettung von Umkehrfunktionen

1. f: X — Y ist bijektiv < es ex. eine Funktion g : Y — Xmit f o g = idy
und go f =idy

2. istf bijektiv, so auch f~' und (f~1)~t = f

4 Reelle Zahlen
Auf den reellen Zahlen gibt es zwei Verkniipfungen Plus und Mal
4.1 Axiome der Reellen Zahlen

1. Va,b,c e R: (a+b)+c=a+ (b+ ¢) Assoziativgesetz
2.30eR:VaeR:a+0=a

3. VaeRI—a:a+(—a)=0

4. Ya,b € R:a+ b= b+ a Kommutativgesetz

5. Va,b,c € R: (a-b)-c=a-(b-c) Assoziativgesetz
6. 31eR\0:VaeR:a-1=a

7. VaeR\03da"tia-at) =1

8. Va,be R:a-b=>b-a Kommutativgesetz

9. Va,b,c e R:a- (b+ c) = ab + ac Distributivgesetz

10. Va,beR:a<bVb<a

11. aus a < b und b < c folgt stets a < ¢ Transitivitit
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12. aus a < b und b < a folgt stets a = b Antisymmetrie
13. ausa<bfolgta+c<b+cVceR
14. aus a < b und 0 < ¢ folgt stets ac < be

15. Ist @ # M C R und ist M nach oben beschrinkt, so existiert supM.

Sei K # () und sind +: K x K — K und - : K x K — K zwei Verkniipfungen,
fiir die A1-9, so heifit K ein Korper. R ist also ein Kérper
4.2 Ordnungsrelationen, Intervalle, Betrage
<><2>
a,b € RU{xo0} (a,b);[a,b] und beliebige Kombinationen
e (a,b) =a,b], falls a < b
e (a,b) =1[b,al], fallsa > b

4.3 Beschrankheit von Mengen

Sei) # M CR
M heifit nach oben beschrinkt < Iy e R:x <~ yVexe M
Dann heifit v eine obere Schranke von M

Ist v eine Obere Schranke von M und gilt v < ¢ fiir jede weitere OS von M, so
heifit v das Supremum von M (kleinste Obere Schranke von M) und wir
schreiben v = Sup(M)

Existiert das Supremum von M und ist sup(M) € M,

s0 heiit sup(M) = max(M) Maximum von M. (gréfites Element von M)
Analog fiir US, inf, min.

Aufgrund des 12. Axioms ist sup und inf eindeutig bestimmbar

M heifit beschriankt :< M ist nach oben und nach unten Beschrinkt.
(&3c>0:|z|<cVzxeM)
Dann gilt: infM < supM

supM = +oo :< M ist nicht nach oben beschrinkt.
inf M = —o0 < M ist nicht nach oben beschriankt.

M heiBt endlich :< M = () oder es ex. ein n € N und eine surjektive Funktion
f:4L2,..m} - M.

M heif3it abzéhlbar < es ex. eine surjektive Funktion f: N — M
Ist M # () und endlich, so ist M abzihlbar.
M heif3t iiberabzahlbar :< M ist nicht abzdhlbar
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4.4 Naturliche Zahlen

Sei .Z eine nicht leere Menge von Mengen:

U ={z: 3Be¥: z€ B}
BeZ

N ={z: VBe¥: z€ B}
BeZ

4.4.1 Induktionsmengen
A C R heifit Induktionsmenge :< 1 € A und aus = € A folgt stets x+1€ A

of ={ACR: A ist eine IM}
N=

Acgo

Definition durch Induktion

fiir jedes n € N soll ein Term T'(n) definiert werden. Sei T'(1) def. und fiir n € N
sei T'(n + 1) def. unter der Vorraussetzung, dass T'(1),...7'(n) definiert sind.
Dann ist T'(n) fiir alle n € N definiert.

Beispiele: Fakultit, (Natiirliche)Potenzen, Summenzeichen (>), Produktzei-

chen (T])

4.4.2 \Verallgemeinerte Dreiecksungleichung

n n
Seien aq,asz,... € R Dann: | Y ag| < > |ak|
k=1 k=1

4.4.3 Erweiterung der Natiirlichen Zahlen
Ny := NuU {0}
Z :=NoU{—n: n € N} Ganze Zahlen
———> Q={%: p€eZ, q< N} Rationale Zahlen.
—"yGanze Potenz: a7 = {%n
Binomial Koeffizient: n,k € Ny und k£ < n.

—=>() = mtwy

4.5 Wourzeln
1. Va = ¥a.

2. In R ziehen wir Wurzeln nur aus Zahlen > 0

3. Va2 = |z|
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4.5.1 Rationale Exponenten

1. Seia>0,r€Qundr >0.

Dann ex. m,n € Nmit r =2

2. Seia#0undreQ

4.6 Satze

Satz 4.1: Verschiedene Gleichungen und Ungleichungen
Seien a,b,c € Rund ¢ >0

1. |a| > 0; Ja] =0 a = 0.

2. |ab| = |a| - |b]

3. a < lal und —a < |af

4. la|<ee —c<a<c

5. la+ b| < |a| + |b| Dreiecksungleichung

6. [Jal - [bl] <o~ b
Satz 4.2: Ist ) # M C R und is M nach unten beschrinkt, so ex. infM
Satz4.3: Sei) #AC BCR

1. Ist A nach oben beschrinkt, so auch B und sup B < sup A.
Ist A nach unten beschrinkt, so auch B und inf B > inf A.

2. A sei nach oben beschriankt und «y sei eine OS von A. Dann: v = supA
SVe>0dreA:x>y—c¢
A sei nach unten beschrénkt und 7 sei eine US von A. Dann: v =infA
SVe>0dre Az <y+e

Satz 4.4: Eigenschaften von N
1. NeZ und NC AVAec &
2. N ist nicht nach oben beschréinkt
3. IstzeR,soex.einneN: n>zx

4. Ist e >0,s0ex. einn € N: %<5

Satz 4.5: Prinzip der vollstéindigen Induktion:
Ist ACNund A € o/, soist A=N

Satz 4.6: Beweisverfahren durch Induktion

Sei A(n) eine Aussageform (n € N) und es gelte:
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1. A(1) ist wahr
2. ist n € N und A(n) wahr, so ist auch A(n + 1) wahr
Dann ist A(n) wahr fiir alle n € N.

Satz 4.7: Minimum einer Menge
Ist @ # A C Z und ist A nach unten beschrinkt, so ex. minA

Satz 4.8: Werte zwischen zwei Reellen Zahlen (x,y € R und z < y)
1. Isty—xz>1,soexistiert peZ: x<p<y
2. IreQ: z<r<uy.

Satz4.9: a,beR, ne€N, g Rund g #1

a1 —pt = (a—b)(a" +a" tb+a" 2+ ..+ ab L +b") = (a—b) Y a"Fbk
k=0
n _ 1—gnt?

qu:1+q++qn— g
k=0

Daraus folgt:
z,y>0undpeN,p=n+1l,z=a,y=>

p—1 p—1
P —yP = (z—y) Y aP Ry = |aP —yP| = e —y| 3 aP TR pE > [z —ylyp?
k=0 k=0

Satz 4.10: Binomischer Satz (a,b € R und n € N)

(a+b)" = znj (Z) a" b

k=0
Satz 4.11: Bernoullische Ungleichung:
Seix > —1 und n € N.
Dann: (1+2)" > 1+ nx
Satz 4.12:
SeiaeR
l.Ista>1lundc>1,s0ex.ne€N: a" > ¢
2. Ist0<a<lunde>0,s0ex.n € N: a” <e.
Satz 4.13: Seien z,y > 0 und n € N.
r>ys " >y"
Satz 4.14: Wurzel
Seia >0 und n € N.
Dann ex. genau ein b € R mit b > 0 und "™ = a.
Bezeichnung: b = /a

Satz 4.15: Verbindung Geometrisches und Arithmetrisches Mittel.
Seien n € N und ay,...,a, >0

Yaias....a, <

ai + ... +ap
n
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5 Komplexe Zahlen
Es war R? = {(z,y) : 2,y € R}.
Auf R? def. wir zwei Verkniipfungen.
A: (z1,51) + (22, 92) = (1 + T2, 41 + Y2).
M: (z1,91) - (%2, 42) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + T211)
R? ist ein Korper
i:=(0,1) Damit folgt i* = —1
Schreibweise x + iy statt (x,y)
Kérper der Komplexen Zahlen: C .= {z +iy: z,y € R}
Rez =z und Imz =y

z = x — iy (die zu z konjugierte komplexe Zahl)

|z| = v/2? + y? (Betrag von z)

5.1 Polynome
p(2) =ap + a1z +agz? + ... + a, 2"
Ist a,, # 0 heifit n der Grad von p.
Ist a,, = 1 heift p normiert.
Falls ag,aq, ....a, € R heifit p reel
Ist p(z0) = 0 heifit 2o eine Nullstelle von p.
C [2] :== Menge aller Polynome mit komplexen Koeffizienten.

Beachte: Das Nullpolynom hat keinen Grad

5.2 Satze
Satz 5.1: Regeln zu Imaginédren Zahlen

1. z=w < Rez = Rew und Imz = Imw

2. )=z

3. |z = ||

4. z4+w=z+w

5. ZW =Z W

6. Rez = (2 +7%) und Imz = 5 (2 — %)
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7. |Rez|, |Imz| < |z| < |Rez| + [Imz|

8. |zw| = |z||w]
n n

9.1 > 2l < 37 [ekl
k=1 k=1

10. [|z] = |w|| < |z — w]
Satz 5.2: Polynom vom Grad n > 1

1. p(z0) = 0 so gibt es eindeutig bestimmte m € {1,...n} und
q € C[z] mit Grad n —m, so dass

p(2) = (2 — 20)™q(z)undg(z0) # 0
z — zp heifit Linearfaktor und m die Vielfachheit der Nullstelle zg
2. Fundamentalsatz der Algebra
ist p(2) = ap + a1z + azz® + ... + a, 2", so gibt es z1, 29, ...z, € C mit:
p(z)=an(z—21)(z—22) .. (2 — 2p)

p hat also Nullstellen in C und zwar hdchstens n.

Ist 2y eine NS, so kommt 2y in der Liste 21, 29, ...z, so oft vor, wie ihre
Vth angibt.

6 Folgen und Konvergenz
Sei) # X, peZund Z, = {p,p+ 1,p+2,...},
a: Z, — X eine Funktion.
Dann heifit a eine Folge in X
Schreibweisen: a, = a(n) ; a = (an)n>p = (an)ps, = (an) = (ap; Gpr1,---)

Meist p =0 oder p=1

6.1 Konvergenz
(ar) heifit Konvergent
= Jda€e X Ve>03ng=no(e) EN: |a, —al <eVn >nyg.
a heift Grenzwert oder Limes von (a,) mit den bekannten Schreibweisen.
Ist @ = 0 so heiit (a,) eine Nullfolge
Ist (@) nicht konvergent, so heifit (a,,) divergent.
Beachte:

e a, >a<la, —al =0
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e a, 0% |a,| >0
Seiae Cund e >0
Uc(a) ={z€C: |z —a|] <e} Epsilon-Umgebung von a
Sei A(n) eine Aussageform
A(n) ist wahr fiir fast alle n € N
' dng € N: A(n) ist wahr fiir alle n > nyg.
Damit folgt:
l.ap, »>a<Ve>0gilt a, € Us(a) faneN

2. Gilt A(n) fla n und gilt B(n) ffa n, so gilt A(n) A B(n) ffa n

6.2 Beschranktheit
Sei D #A M CC
M heifit beschrinkt < 3¢ >0: |z| <cVze M
Sei(ay,) eine Folge in X

So heiit (a,) beschrinkt :< {a, : ¥n € N} beschrinkt ist.

6.3 Monotonie

Intuitiv

6.4 Eulersche Zahl

1
Dann:bn:<1+>an2an
n

% = lim (1 + %) ~ 2,718... heif}t eulersche Zahl

n—oo
6.5 Teilfolgen
Sei (ay,) eine Folge und (ny) eine Folge in N mit n; < ny < ng < ....

Dann heifit (an,)peq = (@ny; @ny, -..) eine Teilfolge von (ay,)

6.6 Haufungswert

a heifit Haufungswert von (a,,) :< eine TF von (ay,) existiert mit (ay,, ) — «
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6.7 Niedrig

n heit niedrig fir (a,) = am > a, Ym >n

6.8 Cauchyfolge
Eine Folge heifit eine Cauchyfolge

& Ve>03Ing €N Ja, —am| <eVn,m >ng

6.9 Unendlicher Grenzwert
(an) = 40 :&VeeR: ¢> (a,) flan

(an) &> —c0: & VeeR: ¢< (a,) flan

6.9.1 Regeln
1. an—>ioo<:>|an|—>oounda%—>0
2. Ist (a,,) monoton wachsend, so ex. ein a € RU {co} mit a, — a
Ist (a,,) monoton fallend, so ex. ein a € RU {—oo} mit a, — a
3. Ist (ay) nicht nach oben beschrinkt, so ex eine TF mit a,, — 400
)

Ist (ay,) nicht nach unten beschrinkt, so ex eine TF mit a,, — —o0

6.10 limsup liminf
(ay,) eine Folge. Fiir n € N sei A, == {ay : k >} = {an, ant1,...}-

Ist (ay) nicht nach oben beschrinkt:lim sup a,, := limsup a,, == oo
n— 00

Ist (a,,) nicht nach unten beschriankt:lim inf a,, := liminf a,, := —o0
n— o0

Ist (ay,) nach oben beschriankt, dann sind alle A,, nach oben beschrénkt. Setze
by, = sup A, (n € N) = (b,,) ist monoton fallend, setze limsup = lim b,,.

Ist (a,,) nach unten beschrinkt, dann sind alle A4,, nach unten beschrénkt. Setze
by, == inf A,,(n € N) = (b,,) ist monoton steigend, setze lim inf := lim b,,.

6.11 Ubersicht Folgen

e Konstante Folge strebt gegen Konstante

e L 50

n

—1)" divergiert

o "

1. 6] > 1 divergiert

2. |b] = 1 Keine allg. Aussage méglich
3. b <1—0
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e = € R so ex. eine Folge (r,) in Q mit r, — x

e Ist « € X und (o) eine NF in R mit |a, — a|] < «, ffan € N, so gilt
an = a

e (a,) = a < Rea, — Rea und Ima,, — Ima

® a, = a=l|a,| — |a

e a, ~>a, b, >bunda, <b,flaneN=a<b

e a, —>a,c, >aunda, <b,<c,flaneN=1b, —>a
e a, — a und b, — b. Dann (gilt auch in C):

1. a, +b, > a+b
2. aa, = aa
3. apb, — ab
: 1 1
4. Istb;é(),sowtbn;éOffaneNundb—”—>g.

e Monotoniekriterium

— (ay) sei eine monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge.
Sei a :== sup{a, : n € N}. Dann: a,, = a
— (ay) sei eine monoton fallende und nach unten beschrénkte Folge.

Sei a :==1inf{a,: n € N}. Dann: a,, = a
e a>0und a, = a= ya, = Ja
o Un—1

o Ist ¢ >0, sogilt ¢/c—1

6.12 Satze

Satz 6.1: (a,) sein eine Folge
1. Ist (a,) konvergent, so ist ihr GW eindeutig bestimmt.
2. Ist (a,) konvergent, so ist (a,) beschrinkt.

3. Ist a € X und (a,) eine NF in R mit |a,, — a|] < «a,, fla n € N, so gilt
an = a

4. (a,) — a < Rea,, — Rea und Ima,, — Ima

5. Ist (ay,) eine Folge in R und a,, = a,sois a € R
Satz 6.2: (an), (by,) und (cy,) seien Folgen in R

1. ap — a = |ay| — |a| (gilt auch in C

2. ap —a, b, >bund a, <b, flane N=a<b

3. ap, >a,¢c, >aund a, <b, <c,flaneN=b, >a
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4. a, — a und b, — b. Dann (gilt auch in C):
(a) ap +b, —>a+bd

)
(b)
)
)

aa, — aa

(¢) apb, — ab

(d) Ist b # 0, so ist b, # 0 ffa n € N und i%%

Satz 6.3: Monotoniekriterium
(ar) sei eine monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge.
Sei a := sup{a, : n € N}. Dann: a,, = a
(ay) sei eine monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge.
Sei a :==inf{a, : n € N}. Dann: a, — a

Satz 6.4: « ist ein HW von (a,,)
& fiir jedes € > 0 gilt: a,, € U.(«) fiir unendlich viele n € N

Satz 6.5: (a,,) Sei eine Folge
1. Sind die TF (a2,) und (agy,+1) konvergent und gilt

lim ag, = lim agp41 = s, so gilt a,, — s
n— oo n—o0

2. Ist (ay) konvergent und (ay, ) eine TF, so gilt (a,,) — lim (a,)

n—>00
Satz 6.6: (a,) sei eine Folge in R, dann enthilt (a,) eine Monotone TF
Satz 6.7: Satz von Bolzano-Weierstraf
(ay) sei eine beschrinkte Folge (in C)
Dann enthilt (a,) eine konvergente Teilfolge
(an) hat also Haufungswerte
Satz 6.8: Cauchykriterium
(ay,) ist Konvergent < (ay,) ist eine Cauchyfolge
Satz 6.9: H(a,) ={a €R: «ist ein HW von (a,)}
1. liminf a, <limsupa,
2. 3 TF (an, von (a,) mit a,, — limsup a,(k — oo
3. 3TF (an, von (a,) mit a,, — liminfa,(k — co
4. Sei o := limsup a,

(a) ist B>a=a, <pfflaneN
(b) ist ¥ < @ = a,, > ~y fiir unendlich viele n € N

Sei « == liminf a,,
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(a) ist 8 > a = a, < B fir unendlich viele n € N
(b) isty<a=a,>yflaneN

5. Ist (a,) beschrinkt, so ist H(a,) beschrinkt und
lim sup a,, = maxH (a,), liminf a,, = minH (a,,)

6. Ist (a,) Konvergent = limsup a,, = liminf a,, = lima,,

7. Sind alle a,, > 0 und limsupa, =0=a, — 0

Satz 6.10: M # @ und f: M — Pot(M)
Dann ist f nicht surjektiv = Pot(N) ist iiberabzéhlbar.

7 Reihen

Sei (a,,)22, eine Folge. Weiter sei s, == a1 +as + ... +an = > ak
k=1
Dann heifit die Folge eine (unendliche) Reihe.

an heifit n-tes Reihenglied und s,, die n-te Teilsumme.

oo oo

> ay heifit absolut konvergent :< > |ay,| ist konvergent
n=1 n=1

(an), (by) seien Folgen in (0,00) und es ex. L = nlgl;o 7> und es sei L >0

Dann ) a, konv. < > b, konv.

n=1 n=1
Sei (ay,) eine Folge und ¢ : N %

Fiir n € N setze by, = ag(n)-
o0

o)
Dann hei8t (b,,) bzw. > b, eine Umordnung von (a,) bzw. > ap.

n=1 n=1

7.1 Cauchyprodukt

o0 (o]
> anund 3 by
n=0 n=0
n

n € Ny setze ¢, = agbn + a1bp—1 4+ ... + anbo = 3 apbn_k
k=0

Die Reihe Y ¢, heift Cauchyprodukt der Reihen.

n=0

7.2 Eigenschaften von Sinus und Cosinus

1. sin0 =0; cos0 =1

. =, n z2nta = n_z*"
2. sinz = EO(—l) @ngy €082 = Zo(_l) (2n)!
n= n=

3. VzeC
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e ¢'* =cosz+isinz

2

e cos?z+sinz=1

e sin(—z) = —sinz; cos(—z) = cos z
4. fir x € R:sinz,cosz € R
insbes.: |sinz| <1 und |cosz| <1
5. Aus ¥ = e”e¥ folgen die Additionstheoreme
sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw
cos(z + w) = cos z cosw — sin z sinw
6. |sinz| < |zlel*l vz € C
822 _ 1] < |zlel*l vz € C\ {0}
22525 < [sfell Wz € €\ {0}

7.3 Potenzreihen

Sei zp € C und (a,)52, eine Folge in C

o0
S an(z — 20)" = ap + a1(z — 29) + az(z — 20)? + ...

n=0
heifit Potenzreihe; zp heifit Entwicklungspunkt der PR.
Die PR heifit reel :< ag,aq,as,... € R
Potenzreihen konvergieren immer fiir z = 2
Beispiele:
1. Die Potenzreihen fiir exp, sin, cos Konvergieren absolut fiir alle z € C (mit

2’0:0)

2. Geometrische Reihe Y 2™ konv. absolut fiir z € C und |z| < 1
n=0

(mit 2o =0, a, =1)
3. > n™2"™ (mit 29 =0 und a, =n")
n=0
Konvergiert nur fir z =0 = z, (folgt aus 7.6)

e Konvergenzradius siehe 7.16.

e exp, sin, cos haben jeweils den KR R = oo

Damit folgt auch: lim sup ?/15 =0 Mit 6.9 = % =0

e > z"und > nPz" habenden KR R =1
n=0

n=0

e > n"2"{R=0

n=0

c 5

n=1
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7.4 Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Definitionen dhnlich wie Folgen, Reihen

7.4.1 Punktweise Konvergenz

(fn) heit auf D punktweise konvergent :< fiir jedes « € D ist die Folge (f,.(z))
bzw. die Reihe der Folge konvergent.

Definiere die Grenzfunktion f f(x) := lim f,(x)

n—roo

Punktweise konvergenz von (f,) auf D gegen f bedeutet:
ist x € D und € > 0, so ex. ein ng = ng(e, z) € N mit:

|fr(x) — f(z)| < e Vn >mng

7.4.2 GleichmiaBige Konvergenz
Ve >0 3ng =np(e) € N: |fu(x) — f(z)| <eVn>ng Vx €D
Versténdnis: Fast Alle Funktionswerte liegen im Epsilonschlauch

Aus Gleichméfiger Konvergenz folgt Punktweise, aber nicht umgekehrt

7.5 Ubersicht Reihen

oo
o« > 2" — i fiir |z| < 1 (Geometrische Reihe)

n=0

e Y L div. (Harmonische Reihe)

n=1

Die alternierende Harmonische Reihe ist nach 7.3 konvergent

o0
e (ay) ist keine Nullfolge = > a,, ist divergent

n=1

e 7.1 Monotoniekriterium, Verschiebung des Startpunktes, Linearitét
e 7.2 Cauchykriterium

e 7.3 Leibnizkriterium

n=1
= 1
° ni—:l W div

e > 2" konv. auf Dy = (—1,1) glm. gegen —

T
n=0
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e Kriterium von Weierstrafl: 7.19

— fu(z) = % konv. glm gegen f =0
- 7605(”%?“(”') konv auf R glm.

— Z konv. auf D = [0,1] glm. gegen f =0

7.6 Satze
Satz 7.1: (a,) und (b,) Folgen und s, :==a; + ... + a,

1. Monotoniekriterium: sind alle a,, > 0 und ist (s, ) beschrinkt

&)
so ist > a, konvergent
n=1

o0 o0
2. Ist > a, konvergent und p € N, soist Y, a, konvergent.
n=1 n=p+1

o)
Ist rp = Z+1 n, so gilt 7, = 0 (p = 00)
n=p

3. Ist > a, und > b, konvergent und sind «, 8 Zahlen, so ist

n=1 n=1

118

(aay, + Bby,) konvergent und
1

n

Oo(aan—l—ﬁbn):oz- io:an—l—ﬁ- > by

n=1 n=1 n=1

Satz 7.2: Cauchykriterium

> ay ist Konvergent < Ve >03ng e N: | Y ag|<eVm>n>ng

n=1 k=n+1

Satz 7.3: Leibnizkriterium -

(by,) sei eine monotonfallende Nullfolge. Ist a,, :== (—1)"by, so ist > a, konver-

n=1

gent.

&)
Satz 7.4: ) a, absolut konvergent

n=1

o0
e = > a, konvergent

n=1

e 00
o = | X an| < X fan]
n=1 n=1

o0 &) &)

Bemerkung: Y a, absolut Konvergent < > Rea, und > Ima, sind absolut
n=1 n=1 n=1

Konvergent

Satz 7.5: (ay), (by) seien Folgen.



7 Reihen

20

o0
1. Majorantenkriterium: gilt |a,| < b, ffan € N und ist >_ b, konv., so ist

n=1

o0
> a, absolut konvergent
n=1

o
2. Minorantenkriterium: gilt a,, > b, > 0 ffan € Nund ist . b, div., so ist

n=1

o0
> a, divergent.
n=1

Satz 7.6: Wurzelkriterium

(ay) sei eine Folge und « := limsup {/|a,| € [0, o]

o0
1. Ist & > 1, so ist > a, divergent.

n=1

(o)
2. Ist « < 1, soist ) a, absolut konvergent.

n=1

3. Im Falle o = 1 ist keine allgemeine Aussage moglich.

Satz 7.7: Quotientenkriterium

An+1

(an) sei eine Folge und a,, # 0 Vn € N. Setze ¢, = (neN)

an

[e.e]
1. Ist g, > 1 flan € N, so ist Y. a, div.

n=1

o0
2. Ist liminf ¢, > 1, so ist > a, divergent.

n=1
o0
3. Ist limsupg, < 1, so ist > a, absolut konvergent.
n=1
4. (gn) sei konvergent und ¢ :== lim g,.

o0
(a) ¢ >1= > g, ist divergent.

n=1
o0

(b) ¢ < 1= 3 g, ist absolut konv.
n=1

(¢) g =1 keine allgemeine Aussage moglich.

Satz 7.8: Die Exponentialreihe

0 n

z
> -~ (z € C) konvergiert fiir jedez z absolut.
n=0 T
Satz 7.9:
x 1
. — =e
n=0 n!
2. VzeR: lim (1+f) o
n—o0 n =0 n!

Satz 7.10: (b,,) sei eine Umordnung von (a,,)
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1. Ist (a,) konvergent, so auch (b,) und limb,, = lima,,

2. Ist 3 an absolut Konvergent, so auch > b, und > b, = > a,
n=1 n=1 n=1 n=1
Satz 7.11: Riemannscher Umordnungssatz

[ee]
(ay) sei eine Folge und ) a, konvergent, aber nicht absolut konvergent.
n=1

o0
s € RU{—00,00}. Dann ex eine Umordnung von > a, mit Reihenwert s.
n=1

Satz 7.12: Konvergenz des CauchyProdukts

(o] (oo}
Die Reihen > a, und 3} b, seien absolut konvergent.
n=0 n=0

Dann ist auch das CP absolut konvergent und:

nio = (ni() an) (nio bn)

Satz 7.13: Eigenschaften der Exponentialfunktion

E(z) =Y —; fiir jedes z absolut konvergent.
n=0 T
E: C—=C

Eigenschaften bekannt durch E(z) = e*
Satz 7.14: Sei z € C

1. |e* — 1] < |z[el!

e* —1

2. Ist z £ 0:

— 1‘ < |z|el#!
Satz 7.15: fir 2 € C

® COSZ =

e sinz = L(e* —e %)
%(eiz +efiz)

Satz 7.16: Konvergenzradius

18

an(z — 2z9)™ sei eine PR und es sei:

n=0
p = limsup ¥/|a,| € [0, 0]
0 , falls p =00
R:=¢ oo ,falls p=0

L falls 0<p<oo

1. Ist R =0, so konv die PR nur fiir z = 2y
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2. Ist R = o0, so konv. die PR absolut in jedem z € C
3. Sei0< R< o0

(a) die PR konv. absolut in jedem z € C mit |z — 20| < R
(b) die PR div. in jedem z € C mit |z — z9| > R

(c) fiir z € C mit |z — 29| = R ist keine allgemeine Aussage moglich
Satz 7.17: folgt aus 7.7

> an(z — z0)™ sei eine PR mit a, # 0 Vn € N
n=0

Es sei g

QuotientenkTite
1. Gilt ¢,, — o0, so hat die PR den KR R =0
2. Gilt ¢, — 0, so hat die PR den KR R = o0

3. Ist g, konvergent mit limg, € (0,00), so hat die PR den KR R =

(lim g,,)~*
o0
Satz 7.18: Y an(x — x0)™ sei eine reele PR mit KR R > 0
n=0

D = (xg— R,zo+r) mit D =R, falls R = co
Ist 0 < r < R, so konv. die PR auf [z¢ — r,z¢ + 7] glm.
Satz 7.19: f,, f: D — R seien Funktionen
1. Ist (o) eine Nullfolge und gilt:
|fr(x) — f(z)| < o ffan € Nund Vo € D
so konv. (f,,) auf D gleichméBig gegen f.

2. Kriterium von Weierstraf:

ist (¢,,) eine Folge in [0, 00), ist Y ¢, konvergent und gilt
n=1

|fn(@)] <c, ffaneNund Vo € D

(a) > fu(x) konv. absolut in jedem = € D
n=1

(b) i frn konv. auf D glm. gegen f(x) := i fu(x) (z € D)
n=1 n=1
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8 Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen

8.1 Stetigkeit

xo € D: f heif}t stetig in zq
& fiir jede Folge (x,) in D mit o, — a0 gilt f(a,) — f(z0)

f heiflt stetig auf D < fist in jedem x € D stetig.
C(D)={f:D —R:fist in jedem x € D stetig }

Funktionen sind in inneren und isolierten Punkten immer stetig

8.1.1 GleichmaBige Stetigkeit

D und g wie in 8.2
g heiit auf D glm. stetig 1< Ve > 035 = d(e) > 0: |g(z) — (y)| < e Va,y € D
mit |z —y| < ¢

8.2 Grenzwerte
8.2.1 Ha&ufungspunkt
Sei g € R dann heifit zy ein Haufungspunkt von D
& 3 Folge (x,) in D\ {z¢} mit z, — xg
1. Ist D endlich, so hat D keine HPe
2. D=(0,1): zg ist HP von D < ¢ € [0,1]

1
3. D:{:neN}DhatnureinenHPm():O
n

4. D =Q Sei 2y € R aus den Eigenschaften der Reellen Zahlen folgt:
3 Folge (r,,) in Q\ {zo} mit r, — zo
5. zo ist HP von D < V& > 0 gilt: Us(xo) N (D \ {zo}) # 0

8.2.2 Limes
« sei ein HP von D (oder +00) und f: D — R

lim f(z) = B :& fiir jede Folge (z,,) in D\ {a} mit z,, — « gilt f(z,) — 8

Bezeichnung: Ds(a) == Us(a) N (D \ {a})

Sei f,, eine Folge in C(D), sei zy € D und auch HP von D und (f,,) konvergiere
auf D glm gegen f.

e 83=feC(D)
e 8.7= lim (lim f(z)) = nlirrgo fa(xo) = f(xo) = lim f(z) = lim (lim f,(x))

n—o00 T—To T—x0 r—x9 N—00
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8.2.3 Einseitiger Grenzwert

lim : Rechtsseitiger Grenzwert
z—o+0

lim : Linksseitiger Grenzwert
r—a—0

8.3 Monotonie

Bekannte Definitionen

8.4 Agbeschlossene und Kompakte Mengen
Sei ACR
1. A heifit abgeschlossen
& fiir jede konvergente Folge (x,,) in A gilt limz,, € A
Anschauung: Réander gehoren zur Menge
2. A heifit Kompakt
1< jede Folge in A enthélt eine konvergente TF, deren GW zu A gehort
Anschauung: Abgeschlossen und Beschréinkt

Intervall der Form I = [a,b] mit a < b

8.5 Ubersicht Grenzwerte von Funktionen

sin x

e lim =1
x—0 X
. cosx—1
o lim —— =0
x—0 x
xT
Coet—1
e lim =1
x—0 €T
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8.6 Sitze
Satz 8.1: folgt aus 6.2, f und g in x( stetig

af+Bg, f-g, g (9(z0) # 0) und | f] sind in z stetig

Satz 8.2: ¢ — §—Charakterisierung

Sei g € D, dann ist f in z( stetig

SVe>030=10()>0: |f(z)— f(zo)] < e Vax €D mit |z —xo| <0
Satz 8.3:  (fy,) sei eine Folge in C(D)

Konvergiert (f,,) auf D gleichmiflig gegen f, so ist f € C(D)

Satz 8.4: Konvergenz/Stetigkeit

> an(r —z0)" PRmit KR R >0 D = (z9 — R,z0 + R)

n=0
f(z) = ioan(x —20)" mit z € D
Dann gilt f € C(D)
Satz 8.5: Verkettung von stetigen Funktionen
Sei ) # E CR, h: E — R eine Funktion
f(D)C Eund zo € D
Ist f in x( stetig, so auch ho f: D — R in z( stetig.
Satz 8.6: «a sei ein HP von D, f(x) — 8, g(x) — v fiir v — «
L BeR=|f(x)] = 7]
B #0s0 35 >0mit f(x) #0 Ve € Ds(a)
Versténdnis: :ggla flx)=BAB#0= f(z)# 0 in der Nihe von «
2. Ista € R, 8 =0und gibt es ein § > 0 mit |h(z) —a| < f(z) Vz € D—d(a)
so gilt h(z) = a (x — @)
3. Gibt es ein § > 0 mit f(z) < g(x) Vo € Ds(a), so ist 5 <~
<

4. Gibt es ein § > 0 mit f(z)
gilt h(z) = B (z = «

h(z) < g(z) Vo € Ds(a) und ist 8 = v so

5. Sind 8,7 € R

(a) f(z)+g(x) =B+
(b) f(z)-g(x) =B~
(c) Ist S # 0 und 6 > 0 wie in (1.) dann:
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1 1

%
flx) B
Satz 8.7: Sei xg € D ein HP von D
Dann: f stetig in zg & lim f(x) = f(xo)
T—rTo
Satz 8.8: a € R sei HP von D N (&, 00) und von D N (—o0, @)

1. lim f(x) existiert
r—«

& Iiugén+0 f(z) und Iilgniof(a:) existieren und milgiof(x) = wil(rxnio f(z)

= mggiof(x) - ziiglfo f(m) - 111—%4 f(ﬂ?)

2. Ist a € D, so gilt: f ist in a stetig & lim  f(z) = f(a) = lim f(z)

z—a+0 z—a—0
Satz 8.9: Zwischenwertsatz
Seien a,b € R,a < b, f € C([a,b]) und es sei :
* yo € [f(a), f(b)] falls f(a) < f(b)
* yo € [f(b), f(a)] falls f(b) < f(a)
Dann ex. ein zq € [a,b] mit f(x0) = yo
Satz 8.10: Nullstellensatz von Bolzano (folgt aus 8.9 mit yo =0
a,beRa <b, feC(a,b)undf(a)f(b) <0
Dann ex. ein zg € [a,b] : f(xg) =0
Folgerung:
Sei J C R ein Intervall, g € C1(J) und ¢'(t) #0 Vt € J
= ¢’ > 0 auf J oder ¢’ < 0 auf J = g ist auf J streng monoton.

Satz 8.11: Ist I C R ein Intervall und f € C(I), so ist f(I) ein Intervall.

e n

Satz 8.12: exp(z) =e* = }_ — mit exp(R) = (0,00)
n=0 T
Satz 8.13: I C R sei ein Intervall und f : I — R streng monoton wachsend.
Dann ist die Umkehrfunktion f=!: f(I) — R streng monoton wachsend
ist feC(I),soist f~t e C(f(I))
Satz 8.14: Natiirlicher Logarithmus mit den bekannten Regeln

Satz 8.15: Potenzen und Logarithmus
Allgemeine Potenz a® := e®log¢

_ log(x)
log(a)

Allgemeiner Logarithmus zur Basis a log, (z)
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Satz 8.16: Sei ACR
1. A ist abg. < jeder HP von A gehort zu A
2. A ist kompakt < A ist beschriankt und abgeschlossen
Satz 8.17: Sei ) # D C R und D kompakt, dann existieren maxD und minD
Satz 8.18: Sei ) # D C R, D kompakt und f € C(D). Dann:
1. f(D) ist kompakt
2. Jxy,x0€ D f(x1) < f(x) < f(x2) YV € D
Satz 8.19: Folgt aus 8.11 und 8.18
Ist C R ein kompaktes Intervall und f € C(I)
so ist f(I) ein kompaktes Intervall.
Satz 8.20: Sei f € C([a,b])(a < b) und N == {z € [a,b] : f(x)=0}#0

so ex. min N und max N

9 Trigonometrische Funktionen und Hyperbelfunktionen

9.1 Eigenschaften von Sinus, Cosinus und Tangens
e sinz,cosx >0 Vx € (0,F)
e sin(x + §) = cosx; cos(x + §) = —sinz
e sin(z + 7) = —sinx; cos(x + 7) = —cosx
e sin(z + 27) = sinz; cos(x + 27) = cos x
ecosr=0&IkcZ:x=(2k+1)F

esint=0&3kecZ:z=knr

e cos ist auf [0, 7] streng monoton fallend und cos([0, 7]) = [—1,1]

e sin ist auf [—g, g] streng monoton wachsend und sin( [—%, g}) =[-1,1]

sinx

Ve € D

D =R 2k+ 1) keZ}t =
o \ {2k +1)m: k € Z} tanx o1

e tan ist auf D stetig

e tan0 =0, tan} =1

e tan(—z) = —tanz, tan(z + 7) = tanz

e tan ist auf (-7, §) streng monoton wachsend

e tanz — oco(z — § —0), tanz — —oo(z — —5 4 0)

e tan((=3, %)) =

=
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9.2 Polarkoordinaten

jedes Zahlenpaar (a,b) € R? lisst sich mithilfe der Polarkoordinaten darstellen
z=(a,b) =a+ib=1r-e"¥

r = |z| und ¢ = argz mit ¢ € (=7, 7] und £ = cosp +ising

9.3 Hyperbolische Funktionen
coshz = Z(e” +e77)
sinhz == (e —e™™)
Eigenschaften:
e cosh(0 =1, sinh 0 = 0; cosh, sinh € C(R)
e Vz € R: cosh —z = cosh(z), sinh(—z) = —sinh(x)
e cosh?(z) — sinh?(z) = 1
e cosh(z) — oo(z — +00); sinh(z) — too(z — +o0)
e Additionstheoreme ergeben sich aus Exponentialdarstellung

e cosh ist auf [0, 00) und sinh auf R streng monoton wachsend

Tangenshyperbolicus
inh

tanhz = Sy
coshz

auf R stetig und streng monoton wachsend

tanh(R) = (—1,1)

9.3.1 Umkehrfunktionen
e Arsinh: R— R
e Arcosh: [1,00) — [0,00)
e Artanh: (—1,1) > R

9.4 Satze
Satz 9.1: Lemma
\/7 xQn I2n+2
1. fi 12 gilt > Y N
ir |z| < gi o)l = @nt o) n €
) . 22 2 gt
2. fir x € Rsei f(x) :zl—jundg(a:) ::1—54-1

Dann: f(z) < cosz < g(z) fiir |2 < V12
3. Seia=+v2und b:=+v2-v/3-3
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Dann ist a < b <2, cosa >0, cosb <0
und es ex. ein xg € [a,b] : coszg =0
4. Sei @ '= min{z € [a,b] : cosz =0} Dann: a >0
Satz 9.2: Umkehrfunktionen
1. arccos : [—1,1] — [0, 7]

e streng monoton fallend und stetig

e arccos(1) = 0, arccos(—1) = 7, arccos(0) = 5

2. arcsin: [-1,1] = [-%, Z]

e streng monoton wachsend und stetig
e arcsin(—1) = —7, arcsin(1) = 7, arcsin(0) =0

3. arctan: R — (=%, 7)

e arctan ist streng monoton wachsend und stetig

e arctan0 = 0, arctan(1l) = §, arctan(—x) = — arctan x
e arctanz — 5 (z — 00), arctanz — — 3 (z — —00)
e arctan(R) = (=7, 3)

10 Differntialrechnung
10.1 Differentierbarkeit

f(xo +h) = f(xo)
h

f ist in z¢ differenzierbar < f'(x¢) := lim in R existiert

h—0

f ist auf I differenzierbar < f': x> f'(x) Ve € 1

10.2 Minima und Maxima
lokales Maximum < 36 > 0: f(z) < f(xo) Vo € DN Us(xo)
lokales Minimum :< 36 > 0: f(z) > f(zo) Vo € D NUs(xo)

lokales Extremum: lokales Maximum oder lokales Minimum

10.3 Innerer Punkt

Zo heifit ein innerer Punkt von D & 36 >: Us(zg) C D

10.4 Lipschitzstetig
3L >0:[g(z) —g(y)| < L-|z—y| Yo,y € D

Auf I db Funktionen, deren Ableitung auf I beschrankt ist sind auf I Lipschitz-
stetig
f € CY(I) ist auf I Lip.-stetig
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10.5 Stetig differenzierbar
CoI) = C(I); fO = f

CrHUI) = {f"™ . T - R: fO ist auf I db und ™D € C™(I)}

FEine Funktion in C™ heifit n-mal stetig db

Co(I) == 50 cn (1)

10.6 Taylorpolynom
Sein € Ny, f € C™(I) und x¢ € I.

Dann heiit T,,(f; xzo)(z) ==

das n-te Taylorpolynom von f in xg
Eigenschaften (T := T, (f;x0)):
1. T ist ein Polynom vom Grad < n
2. TU) (o) = fU) () fiir j =0,...,n
3. Ist p ein Polynom vom Grad < n und gilt
pI)(x0) = fU) () fiir j=0,...,n,s0ist p="T

10.7 Taylorreihe

Die zu f gehérende Taylorreihe in zg mit f € C°°(I) und xg € T

 £(n) (g
Zf (0)-(£E—{E0)n

|
n=0 s

10.8 Ubersicht
e Linearitdt und Produktregel 10.2

Kettenregel 10.3

o (%) =zt

o (") =

e (sinz) =cosz, (cosz) = —sinx

e (sinhz) = coshz, (coshz) = sinhz

o (logz) =

e (arcsinz) = ;; (arccosz)’ = ; (arctanz) =
VI—2? m

e (Arsinhz) = \/ﬁ; (Arcoshz)’ = \/171 (Artanhz)’ =

Regel von de I’'Hospital 10.9

1
1+ 22

1
1— 22
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10.9 Satze
Satz 10.1: Ist f in zg db = f in xg stetig

Satz 10.2: Ableitungsregeln
L (af + Bg) = af + By
2. (f-9)=f-9+f-9
3. Quotientenregel folgt aus Kettenregel

Satz 10.3: Kettenregel
(g0 f) =g (f(x))- f'(x)

Satz 10.4: f stetig auf I und streng monoton und in z¢ db mit f/(zq) # 0
Dann ist f=1: f(I) = R in yo == f(20) db und

—1y\/ _ 1 _ 1 _ p—1
(f ) (yO) - f/(l‘O) - f/(f_l(yo)) (:170 - f (yO)

Satz 10.5: f in x( db, lokales extremum in xy und xg ist innerer Punkt von I
= f'(xo) =0

Satz 10.6: Mittelwertsatz der Differentialrechnung
a,beR, a<b, feC(a,b]) und f sei auf (a,b) db
Dann ex. ein £ € (a.B) mit

f®) = fla) _ 4
W—f@)
& f(b) = f(a) = () - (b—a)

Mit f(b) = f(a) ergibt sich der Satz von Rolle f/(§) =0
Satz 10.7: Folgerungen aus dem Mittelwertsatz 10.6
1. f ist auf I konstant < f'(z) =0Vr €1
2. =g aufls3ceR: f=g+caul I

3. Monotonie

(a) Ist f/ > 0 auf I = f ist auf I monoton wachsend
(b) Ist f/ <0 auf I = f ist auf I monoton fallend
(c)

)

(d) Ist f" <0 auf I = f ist auf I streng monoton fallend

Ist f/ > 0 auf I = f ist auf I streng monoton wachsend

Satz 10.8: Verallgemeinerter MWS
f,yg: [a,b] = R seien stetig und auf (a,bd) db
g'(z) #0Vz € (a,b)
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L g(a) # g(b)

~f) = fla)  f(E)
2. 3 € (a,b) : gb) —g(a) ~ ¢

Satz 10.9: Regeln von de L’Hospital

Es seien a,b € RU{—o00, 00}, a < b

fyg9: (a,b) = R seien db und ¢'(x) # 0 Vz € (a,b)

!
L e RU{—00,00} und es gelte: lim f/(f)
z—a g (x

) =
1. Ist lim f(z) = lim g(z) = 0 = lim /@)

T—a T—a r—a (,1:)

f(z)

2. Ist lim g(z) = 00 = lim
T—a T—a g(x)

=L
Satz 10.10: Satz von Taylor
Sei n € Ny, f € C™(I) und f™ sei auf I db

Sind x,zg € I, so ex. ein £ = £(x, xg) zwischen x und zy mit:

Frh(E)
(n+1)!

n+1

f(@) = To(f; o) (2) +

(x — o)

Satz 10.11: n e N, n > 2, f € C™"(1)4, o € I ein innerer Punkt von I
es gelte f'(x) = f"(w0) = ... = f™ 71 (x0) = 0 und ™) (z) # 0

1. Ist n gerade und f()(zo) > bzw. < 0, so hat f in z( ein lokales
Minimum bzw. Maximum

2. Ist n ungerade, so hat f in z( kein lokales Extremum

Satz 10.12: Ableitung von Potenzreihen

> an(x — )™ sei eine PR mit KR R >0

n=0

I=(xo— R,z0+ R) und

f(z) = Z an(z —20)" (x €1)
n=0

1. Die PR Y n-a,(z — x9)" ! hat den KR R

n=1

18

2. fistauf I dbund f'(z) = Y n-an(x —x9)" ! (Vo € I)

Il
—

n

(an(x —20)") auf I

d.h. (f; an(z — xo)”>/ -

n=0

3
1078



11 Integration

33

3. Esist fe C°(I) und Vz € I VkE € N

f®(z) = Z n(n —1)...(n —k+ 1)a,(z — 20)"F
n==k
(n)
4 Bs gilt: a, = 1)y e 1,

n!

Satz 10.13: Abelscher Grenzwertsatz

o0 o0
> ana™ sei eine PR mit KR R =1, es sei Y a, konvergent
n=0 n=0

und f(z) :— > aypa™ fir z € (—1,1]. Dann:

n=0

z—1-0

lim = f(1) = Z an,
n=0

Satz 10.14: Identitatssatz fiir Potenzreihen

o0

f(z) = Z an(z — )"

firx el
Weiter sei (z,,) eine Folge in T\ {z¢} mit
T, — xo(m — 00) und f(zy,) =0Vm eN

Dann: a, =0Vn € Ny = f(z) =0z € ]

11 Integration
a,b€R, a<b, I :=]Ja,b]und f: I — R beschriinkt
m = inf f(I) und M :=sup f(I)

11.1 Zerlegung
7 = {xg,x1,...,x, } heidt eine Zerlegung von I
Sa=rg<r<..<z,<b

% = Menge aller Zerlegungen von I

> an(x — )™ sei eine PR mit KR R > 0, es sei I := (xg — R, zo + R) und
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11.2 Integrierbar
Z ={xg,..xnt € X Firj=1,..,n

I = [zj_1,xj], |I;| = x; —xj_1, mj = inf f(I;) und M; = sup f(I;)

Untersumme: s¢(2) := anl m;| 1]
i=
Unteres Integral: sy :=sup{ss(Z) : Z € £}
Obersumme: S¢(Z2) = anl M; 1|
4=
Oberes Integral: Sy :==inf{S;(2): Z € Z}
f heiit (Riemann-)integrierbar iiber I :< sy = Sy = fbf(a:)dx

Rla,b) == {f : [a,b] = R: f ist beschrénkt und ib iiber [a,b]}
f:[a,b] = R sei beschrinkt. Z = {xg,...,2pn} € &
[|Z|| = max{|[;| : j =1, ...,n} Feinheitsmaf} von Z
Ein n-Tupel £ = (&,...,&,) heifit passend zu Z & & € I; (j=1,...,n)

Dann heifit 05(Z,€) == - f(&)|1;| eine Riemannsumme.
j=1

mj < (&) < Mj = sp(Z) <04(2,€) < 5¢(Z)

[ f(x)dz == 0 und f € R[a,b] = Zf(m)dq; = [ f@)de

a

11.3 Stammfunktion

fHLF:J—=R

F heift eine Stammfunktion von f auf J :< F ist auf J db und F’ = f auf J
Fl=f=F,=3ceR:FF=F+c= [ f(z)dz

Achtung: Stammfunktion < db

11.4 Integralfunktionen
Sei f € C(R) und o : R — R db und

a(x)
G(z) = / f(®)dt (z € R)
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11.5 Siatze
Satz 11.1: Z,,Z € &

1. Sf(Zl) § Sf(ZQ)
2. Ist Z1 C Zy = s5(Z2) > s¢(Z1) und S§(Z2) < S¢(Z1)

Satz 11.2: f,g € Rla,b] und o, 8 € R

1. af + Bg € Rla,b] und f(af+ﬁg)dm:affd$+5fgdx

b b
2. Aus f > g auf [a,b] folgt [ fdz < [ gdx

Satz 11.3: Riemann-Kriterium:
feER[ab ©Ve>03Z e Z:5i(2)—s5(Z)<ce
Satz 11.4: Ist f : [a,b] — R monoton, so ist f € R[a, ]

Satz 11.5: f € R]a,b], (Z,) eine Folge in % und zu jedem Z, ein passendes
¢ gewihlt. || Z,]] — 0

b
1. sp(Z,) — [ f(z)dz

a

b
2. 8¢(Z,) = [ f(z)dx

a

3. Uf(Zn,f(")) —>jb1f(a:)dx

a

Satz 11.6: J C R sei ein Intervall und g : J — R
1. a,b,c € J und a < ¢ < b Dann:

g€ Rla,b] & g€ Rla,c] und g € R]e,b]

b b
Ld.Fall gilt [gdz = [cgdz + [ gdz

2. Es gelte g € Ra,b] fir jedes Intervall [a,b] C J

Ist ¢ € J, so definiere G : J — R durch G(z) == [ g(t)dt

B
Sind o, 8 € J, so ist [ g(t)dt = G(8) — G(w)
Satz 11.7: Seien f,g € R|[a,b]

b b
L [fl € Rla,0] und | [ f(z)dx| < [|f|dz
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2. f-g€ Rla,b)

1
3. Ist ¢ > 0 und |f(x)| > ¢ Vz € [a,b], so ist 7 € Rla, b

Satz 11.8:
1. Ist D C R kompakt und g € C(D), so ist g auf D gleichmifig Stetig
2. C([a,b]) € Rla,b]

Satz 11.9: Hauptsatz der Differenntial und Integralrechnung, I

Sei f € R[a,b] und f besitze auf [a,b] die SF F. Dann:
b
/j@msz@—Fmp:ﬂ@

Satz 11.10: Hauptsatz der Differential und Integralrechnung, 11
Sei f € R|a,b] und F' : [a,b] — R def durch

F@y:/f@a

1. Fist auf [a, b] stetig
2. Ist f in xg € [a, b] stetig, so ist F in g db und F’(xq) = f(xo)
3. Ist f € C([a,b]), so ist F € C'([a,b] und F ist eine SF von f auf [a, b]

Satz 11.11: Folgt aus 11.9 und 11.10

Sei J C R ein Intervall, f € C(J), £ € Jund F(x) := [ f(t)dt

M—g

Dann ist F eine SF von f auf J

Satz 11.12: Partielle Integration

Sei J C R ein Intervall und f,g € C*(J)

L [fl-gdz=f-g—[f -gdxauf]
2. Ist J = [a, b], so gilt:

b b b
/ f - gde = f(2)g(x) | - / Jogde

Satz 11.13: Substitutionsregeln

I,J C R seien Intervalle
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feC(),geC™H(J)und g(J) C I

1. auf J:
[ #a®)g' 0t = [ fa)daly

2. Sei ¢'(t) # 0Vt € J (= g streng monoton) Dann gilt auf I:

/f dx—/f (t)dt|—g—1 ()

3. Sei I = [a,b], J ={«, ), g(a) = a und g(B) = b Dann:

/bf(ﬂﬂ)dﬂlj = /Bf(g(t))g’ t)dt

Merkregel:
Ist y = y(z) eine db Fkt., so schreibt man fiir ¥’ auch dxt
In [ f(xz)dx substituiere x = g(t), fasse also x als fkt. von ¢ auf. Dann:

(}i—gg = ¢'(t), also ,dz = ¢'(t)d¢t*

12 Differentialgleichungen

12.1 Differentialgleichungen 1.0rdnung
Seien I, J C R Intervalle und f : I x J — R eine fkt.
DGL (D): ¢f = f(z,y) (z € I; y € J)
Sind zg € I und yo € J gegeben, so betrachten wir auch das AWP:

y/ = f(x,y)
(AWP) { y(70) = Yo

Eine Losung von (D) ist eine db Funktion ¢ : T — R

Wobei gilt: I ist ein Intervall, I C I, o(x) e J
und ¢'(z) = f(z,p(x)) Vz € 1

Eine Lésung von (AWP) ist eine Losung ¢ : I — R von (D)
mit 29 € I und ¢(zg) = yo

(AWP) heiit eindeutig losbar
& fiir je zwei Losungen ¢ : 11 — R und ¢> : Ig — R gilt:

¢1 = poaufl; N I

Damit folgt xg € fl N 72

Ist (AWP) elndeutlg 16bar, so gibt es genau eine Losung ¢maz : ez — R mit:
Ist (b I — R eine Losung von (AWP), so ist
I - Imw und ¢ = Ppq, auf I
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