Aufgabe 1 a) Den ersten Teil der Behauptung liefert die folgende Wahrheitstafel:

A|B|C|BVC|ANBVC)|ANB|ANC | (ANB)V(ANC)
W[ W[ W[ W W W | W W
W W|F| W W W F W
WI|F | W| W W F W W
W|F|F| F F F F F
FIW|W| W F F F F
FIW|F| W F F F F
FIF|W| W F F F F
F|F|F| F F F F F

Den zweiten Teil zeigen wir mit der gleichen Methode wie eben: Wir verwenden D =
—=D, aus der Ubung die =(AV B) = (wA) A (=B) und —(AAB) = (=A)V (—B)
und das im ersten Teil von a) schon Bewiesene.

AV (BAC)=-=(AV(BAC)) ==(-AA=(BAC)) ==(=ANA(=BV-C))

2) “((FAA=B)V (~AAN-C)) = =(=AA-B) A=(~AAN-C)
=(AVB)AN(AV ()

Damit ist gezeigt: ,,Das Wetter ist schon und ich bin dick oder gliicklich“ ist genau dann
wahr, wenn ,, Das Wetter ist schon und ich bin dick®“ oder ,,Das Wetter ist schon und ich
bin gliicklich® wahr ist. Und: ,,Das Wetter ist schon oder ich bin dick und gliicklich* ist
genau dann wahr, wenn ,,Das Wetter ist schon oder ich bin dick® und ,,Das Wetter ist
schon oder ich bin gliicklich® wahr ist.

b) Wir stellen eine Wahrheitstafel auf (die Tafel fiir <> ist aus der Vorlesung bekannt):

A|B|A-B|AANB|-A|=B|(mA)A(=B) | (AAB)V ((-A) A (-B))
W[ W[ W W | F|F F W
W | F F F F | W F F
F|W F F |W| F F F
F|F| W F |W | W W W

Aufgabe 2 a) Es sei A die Aussage ,,Petra ist Kaiserin von China“ und B die Aussage
»,Morgen stiirzt der Mathebau ein“. Dann miissen wir A — B verneinen. Es gilt:

—|<A — B) = —|((—|A) V B) = (—|(—|A) A (—|B)) = AN (—|B)

Somit lautet die Negation des Satzes: ,,Petra ist Kaiserin von China und der Mathebau
stiirzt morgen nicht ein®.

b) Ist {b1,...,b,} die Menge aller Bankangestellten, und A; die Aussage ,,b; besitzt
einen Aktenkoffer”, so lidsst sich der gegebene Satz schreiben als A; A --- A A,. Dessen
Verneinung lautet aber (—A;) V -+ V (=A4,).



Das bedeutet: Wenn nicht alle Bankangestellten einen Aktenkoffer besitzen, muss es
mindestens einen ,, Ausnahmebankangestellten“ ohne Aktenkoffer geben. Somit lautet
die Negation: ,Es gibt einen Bankangestellten, der keinen Aktenkoffer besitzt*.

Schreibweise: Ist A(z) die Aussage ,,x besitzt einen Aktenkoffer und B die Menge aller
Bankangestellten, so schreibt man fiir den gegebenen Satz auch Vo € B : A(x). Und fiir
den Satz, den wir als Negation angegeben haben, schreibt man 3z € B : =A(x).

Zusatziiberlegung: Die Verneinung von 3z € B : A(z) wire Vo € B : = A(x).

c) Sei P die Menge der Professoren, S die Menge der Studenten und U(z,y) stehe fiir
die Aussage .,z findet y unsympathisch®. Dann miissen wir die Aussage

JreP:VyeS:U(x,y)

verneinen. In b) hatten wir uns iiberlegt, wie man Aussagen mit V bzw. 3 negiert. Wir
erhalten

—|<E|906P:Vy€S:U(x,y)> :VxEP:—(VyES:U(x,y))
=VereP:3yeS:-U(z,y)

Die negierte Aussage lautet daher ,,Jeder Professor findet mindestens einen Studenten
nicht unsympathisch*.

Aufgabe 4 a) Das Anliegen von Spannung wird mit ,,wahr* identifiziert, deren Fehlen
mit ,falsch“. Dann gilt: Ein —-Gatter mit Eingang A liefert an seinem Ausgang —A.
Ein V-Gatter mit den Eingéingen A und B liefert an seinem Ausgang AV B.

Damit ergibt sich: Ein A-Gatter ist ein Bauteil mit zwei Eingéingen und einem Ausgang;
am Ausgang liegt genau dann Spannung an, wenn an beiden Eingéngen Spannung an-
liegt. Ein —-Gatter ist ein Bauteil mit zwei Eingéngen A und B und einem Ausgang;
am Ausgang liegt genau dann Spannung an, wenn am Eingang B Spannung anliegt oder
an A keine Spannung anliegt. Wie man schon aus dieser Beschreibung sieht, sind also
bei einem —-Gatter die Eingénge nicht , gleichberechtigt®.

Wir verwenden folgende Symbole fiir die Gatter:

Links sind dabei jeweils die Eingénge und rechts der Ausgang. Beim —-Gatter ist zu
beachten, dass der obere Eingang der Eingang A sein soll (daher auch die Pfeilrichtung).

b) Definitionsgemé$ gilt A — B = (=A) vV B. Also:




la)

c) Es gilt AVB = -—(AVB) = =((=A)A(=B)). Wir haben somit folgenden Bauplan:

d) Wie in c) sieht man: A A B = =((=A) V (=B)). Wegen (—A) V (-B) = A — (-B)
erhalten wir: AA B = —|(A — (—|B)). Auch diese ,Bauanleitung® zeichnen wir auf:

A ~ ﬁ ! -

e) Hier kann man etwas herumprobieren; oder man verwendet die folgende Umformung.
Im ersten Schritt wird hier benutzt, dass =B V B stets wahr ist (siche Vorlesung) und
dass daher D A (=B V B) = D fiir jede Aussage D gilt.

la)

AVB = (AVB)AN(-BVB) = (AAN-B)VB
=-(-AvB)VB=-(A—-B)VB=(A—B)— B

Dies liefert das folgende Schema:

Sl LT, L

Bemerkung: Eine andere Moglichkeit sieht wie folgt aus:

VA - = ! I | —
Hier wird also der untere Eingang des linken —-Gatters nirgends angeschlossen, so dass
er stets ohne Spannung bleibt. Auf diese Weise wirkt das linke —-Gatter dann wie ein

—-Gatter auf seinen oberen Eingang — symbolisch geschrieben: =A = (A — falsch). Die
Richtigkeit des Bauplans ergibt sich dann aus der Gleichheit AV B = (—A) — B.




Aufgabe 3 a) Die drei Tatsachen lassen sich so ausdriicken und umformen:
e (-C)— (-=B)"Z"B—C

e (BA(-C))V((~B)AC) ™ B (-0)

o ANO)V(AA-C) R asc

b) Wir betrachten die folgende Wahrheitstafel:

A|B|C|B—-C|-C|B«<(=C)|A=C
W W | W W F F W
W W]/ F F W W F
W/ F | W W F W W
WI|F | F W W F F
FIW|W W F F F
F|W|F F W W W
F|F | W W F W F
F|F|F W W F W

Nur in der dritten Zeile liefern alle drei Ausdriicke den Wert ,,wahr®; also lautet die
Losung: Anton und Chris kommen, Berta nicht.

c) Wir nehmen an, Berta kdme. Aufgrund der zweiten Tatsache kommt dann Chris
nicht und damit diirfte aufgrund der ersten Tatsache auch Berta nicht kommen — ein
Widerspruch zu unserer Annahme. Diese ist also falsch und in Wirklichkeit kommt
Berta nicht. Damit muss aber laut zweiter Tatsache Chris erscheinen und wegen der
dritten Tatsache kommt dann auch Anton. Nochmaliges Uberpriifen ergibt: Dann sind
alle drei Forderungen erfiillt.

Aufgabe 5 a) SN P
b) (S1US3) \ E

c) U]Oil S;

Cs(GUP) ist das Komplement von GU P bezogen auf S, also die Menge aller Karlsruher
Studierender, die weder Geodésie noch Physik studieren.

Aufgabe 6 a)

a) (i) ,bijektiv¢ bedeutet: ,injektiv¢ und ,surjektiv¢. Nach Voraussetzung sind also f
und ¢ injektiv und surjektiv.

Zuerst zeigen wir, dass h injektiv ist, dass also fiir alle x1, zo € X gilt: Aus x1 # x, folgt
h(z1) # h(zy). Seien x1, x5 € X mit x1 # x5 gegeben. Wegen der Injektivitdt von f ist
dann f(zq1) # f(x2). Wegen der Injektivitéit von g folgt daraus aber g(f(xl)) + g(f(:pg))
und nach Definition der Komposition bedeutet dies gerade h(zy) # h(xs).



Jetzt miissen wir nur noch die Surjektivitéit von h zeigen; diese folgt aus der Surjektivitat
von f und g. Zu zeigen ist R(h) = Z, also: Zu jedem z € Z existiert ein x € X mit
h(z) = z. Sei also z € Z beliebig. Da ¢ surjektiv ist, gibt es dazu ein y € Y mit
g(y) = z. Da f surjektiv ist, gibt es zu diesem y € Y ein x € X mit f(x) = y und es
folgt: h(z) = g(f(x)) = g(y) = =.

(ii) Sei y € Y beliebig. Wir miissen zeigen, dass es ein z € X gibt mit f(z) = v.
Wir definieren zunéchst z := ¢(y). Da h surjektiv ist, existiert zu diesem z € Z ein
r € X mit z = h(z) = g(f(x)) Damit wissen wir g(f(x)) = z = g(y) und wegen der
Injektivitat von g folgt f(x) =y.

b) Da indirekte Beweise gefordert sind, miissen wir z. B. bei (i) zeigen: Falls g nicht
surjektiv ist, ist auch h nicht surjektiv.

(i) Ist g nicht surjektiv, so bedeutet dies R(g) # Z, also: Es gibt ein z € Z, so dass
fiir alle y € Y gilt: ¢g(y) # 2. Insbesondere gilt dann aber h(z) = g(f(x)) = z fur alle
x € X, d.h. hist nicht surjektiv.

(ii) Ist f micht injektiv, so bedeutet dies: Es gibt 21,29 € X mit x1 # x5 und f(x;) =
f(x2). Dann folgt aber h(z1) = g(f(x1)) = g(f(x2)) = h(x2); also ist h nicht injektiv.

c) (i) Wir nehmen an, f wire injektiv. Da h nicht injektiv ist, gibt es 1,29 € X
mit z1 # x» und h(z;) = h(zs), d.h. g(f(z1)) = g(f(22)). Da f injektiv ist, gilt
y1 := f(z1) # f(xe) =: yo. Trotzdem haben wir g(y1) = g(y2) gezeigt, im Widerspruch
zur vorausgesetzten Injektivitéit von g.

(ii) Angenommen, g wire nicht injektiv. Dann gibt es also y1,y2 € Y mit y; # yo und
9(y1) = g(y2). Da f surjektiv ist, gibt es z1,2o € X mit f(z1) = y; und f(z2) = 7o.
Da f eine Funktion ist, folgt x1 # xo aus y; # yo. Wir erhalten h(z;) = g(f(a:l)) =
g(yn) = gly2) = g(f(xQ)) = h(xg). Somit ist h nicht injektiv, im Widerspruch zur
Voraussetzung.

d) Wir betrachten stets f(x) := z und g(z) := 2% und éndern nur die Definitionsbereiche
bzw. die Menge, in die abgebildet wird. Es ergibt sich h(x) = 2.

(i) Fir f: R, — Rund g: R — R, ist h: Ry — R, injektiv, g jedoch nicht.

(ii) Fiir f und g wie in (i) ist h surjektiv, f jedoch nicht.



