Aufgabe 1 a) Wegen y* —2? = (Jy| — |z|)(Jy| + |2]) ist |y| > || dquivalent zu y* > z2.
Folglich haben wir

22| > |6 — 27| <= (22)* > (6 — 22)* <= 42° > 36 — 24x + 42° < 24z > 36.
Die Ungleichung ist also genau fiir x > 36/24 = 3/2 erfiillt.

b) Wir quadrieren wieder beide Seiten der Gleichung, denn diese sind > 0.
x—2] e 42/ =2 < (t—-2)(z+2) =4 < (@ -4)? =4

Die letzte Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn 22 — 4 = 2 oder 2? — 4 = —2, d.h.
fiir 22 = 6 oder 2% = 2. Die gegebene Gleichung hat somit die vier Losungen z; = /6,
Tog = — 6,m3:\/§undx4:—\/§.

c) Fiir x < 0 ist die Ungleichung offenbar erfiillt, denn dann steht links eine negative,

rechts aber eine positive Zahl. Fiir x = 0 steht auf beiden Seiten 0, die Ungleichung ist
dann also nicht erfiillt. Untersuchen wir noch den Fall z > 0; dann gilt
3

T 4p? =

1+ |z 1+

= 3<(22+1)P -1 <= u+1)7°>4 <= 20+1|>2.

<dr < 3 < dx + 42°

Dies ist erfiillt fiir 2z +1 < —2 oder 2z +1 > 2, also 2 < —3 oder > 5. Im Fall 2 > 0
ist die Ungleichung also genau fiir z > % erfiillt.

Insgesamt: Die Ungleichung ist erfiillt fiir x < 0 oder x > %
d) Es gilt
7—|z—5||<3 <= —-3<T7—|r-5/<3 < 10> |z—5| >4
Im Falle x > 5 geht dies iiber in 10 > x — 5 > 4, also 15 > > 9 und im Falle z < 5

ergibt sich 10 > 5 —x > 4, also =5 <z < 1.
Insgesamt: Die Ungleichung ist erfiillt fir = € [—5,1] U [9, 15].

Aufgabe 2 a) Durch 1 < |z — i| wird das AuBere einer Kreisscheibe mit Radius 1
um den Punkt i in der komplexen Zahlenebene beschrieben; durch |z — i — 1| < 1 eine
Kreisscheibe mit Radius 1 um ¢ 4+ 1 (die Kreislinie gehort jeweils dazu). Die Menge A
ist daher der in der Skizze schraffierte Bereich; der Rand gehort dazu.



b) Durch 2 < |z| < 3 wird ein Kreisring um den Punkt 0 mit innerem Radius 2 und
auBerem Radius 3 beschrieben. Durch die Bedingung fiir arg z wird daraus ein Sektor
ausgeschnitten (siehe Skizze; ¢ = %7?); der Rand gehort diesmal nicht dazu.

Aufgabe 3 a) Es gilt 22 — 22+ 3 = (2 — 1)? + 2. Die Gleichung ist also genau dann
erfiillt, wenn (z — 1) = —2. Dies bedeutet z — 1 = iv/2 oder z — 1 = —iy/2, also hat
die Gleichung die zwei Losungen z; = 1 + iv2und 2o = 1 — V2.

b) Fiir jede Losung muss [z| = |23, also |z| = |z|> gelten. Folglich ist |2| = 0 oder
|z| = 1. Offenbar ist 0 eine Losung; es bleibt noch der Fall |z| = 1. Ein solches z konnen
wir darstellen als z = cos ¢ + isin ¢ (mit ¢ € [0,27)) und die Gleichung geht iiber in

cos ¢ — isin ¢ = (cos ¢ + isin ¢)>.

Wegen (cos ¢ + isin ¢)* = cos(3¢) + isin(3¢) (siehe Vorlesung) sowie — sin ¢ = sin(—¢)
und cos ¢ = cos(—¢) bedeutet dies

cos(—¢) + isin(—¢) = cos(3¢) + isin(3¢).

Dies gilt genau dann, wenn —¢ = 3¢ + 2k7 mit einem gewissen k € 7Z, also: ¢ = —%lmr.
Wegen ¢ € [0, 27) haben wir vier Losungen: ¢ € {0, 57, 7, 37}. Diese Argumente liefern
die komplexen Zahlen 1, i, —1 und —i. (Dies sind gerade die vierten Einheitswurzeln,
denn fiir |z| = 1 geht Z = 2 durch Multiplikation mit z iiber in 1 = 2*.)

Insgesamt: Die Losungsmenge der Gleichung ist somit {0, 1,4, —1, —i}.
¢) Laut Vorlesung hat die Gleichung z° = a (fiir a # 0) genau fiinf Lésungen:

arg a k
2— k=0,1,2,3,4.
5 + 57T7 7 Y Y 7

2k = v/|a| (cos ¢x, +isingyg), wobel ¢ =



Esist |1 —i| = /12 + (—1)®> = v2 und arg (1 — i) = Ix. Die fiinf Lésungen haben also
alle Betrag V2 und die Argumente

7 2
= — k.- k=0,1,2,3.4
¢/€ 2O7T+ 571', s Ly &y 9y

d.h. ¢g = %7?, o1 = %7? = %7‘(‘, Py = %w, P3 = g—[l)w und ¢4 = %ﬂ'. Damit haben wir alle
Losungen angegeben; es war nicht verlangt, Real- und Imaginérteil zu berechnen. (Bei
21 geht das recht einfach: z; = (=1 +14)/v/4.)

d) Zunichst formen wir die rechte Seite um:

6i—10 4—i (6i—10)(4—i) 24i—6i2—40+10i —34+ 34 54 9
. = = = = — 1
4+1 44— 16 — 2 17 17

Genau wie eben erhalten wir die drei Losungen

—2+2i k
2k = v/ |—2 4 21| (cos ¢y +isingy), mit ¢ = w + 2§7T, k=0,1,2.

Die Losungen haben also wegen |—2 4 2i| = /(—2)2 4+ 22 = /8 den Betrag v/8 = /2
und wegen arg(—2 + 2i) = %ﬂ' die Argumente

1 2
Qbk;zzﬂ'—i—k"gﬂ', ]{f:O,]_,Q,

also ¢g = iﬂ', ¢1 = %ﬂ', Oy = %7?. (Es ergibt sich also z; =1 +1.)

Aufgabe 4 Aufgrund des Hinweises machen wir den Ansatz z = z(1 +4) mit z € R.
Es ergibt sich

P1+i)? - B —i)2*(1+4)* —iz(14+4)+1+3i=0.
Wegen (1 +4)? = 2i und (1 +14)® = —2 + 2 fiihrt dies zu der Gleichung
(=2 +2i) + 2* (=2 —6i) +x(1—i) +1+3i =0
und die Aufspaltung in Real- und Imaginérteil liefert die zwei Gleichungen
—22% — 20 +x+1=0 und 22° — 62° — x4+ 3 = 0.

Addieren dieser Gleichungen liefert —822+4 = 0, also 2> = 1, d.h. ;5 = £2+/2. Durch
Einsetzen iiberzeugt man sich, dass dies tatsédchlich Losungen beider Gleichungen sind.
Damit haben wir zwei Losungen unserer urspriinglichen Gleichung gefunden:

2= 2(14+14) und 2 =-1v2(1+i).
Esgilt (2 —21)(z —22) = (2 —21)(z+ 21) = 22 — 2} = 22 — 4. Fiir 2 # 2, und 2z # 2
dividieren wir die Gleichng daher durch z? — i (Polynomdivision) und erhalten
22— (3—i)22—iz+1+3i

0=
22—

=z—(3—1).

Die dritte Losung ist somit z3 = 3 — 1.



Aufgabe 5 Aus der Vorlesung wissen wir, dass gilt:
lz+w? = (24 w)(z + w) = |2|> + 202w + |w|*.
Daraus ergibt sich sofort
|z —w|* = |2)* + 2Rz(—w) + |—w|® = |2]* — 2R2w + |w|?.

Addiert man diese Gleichungen, so folgt die Behauptung.

Geometrische Bedeutung: In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der
Diagonalenldngen gleich der Summe der Quadrate der Seitenldngen.

t Im

zZ4+w

Aufgabe 8 Etwa folgende Folgen erfiillen das verlangte:

2) a,=(-1)"
b) (by) =1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,6,1,...,
c) ¢, =(—1)"n,

d) d,=2007+ EL

e) e, =0 fiir gerade n, e, = n fiir ungerade n.
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