
Aufgabe 2 a) Offenbar gilt

a2n =
(

1 + (−1)2n
)2n

= (1 + 1)2n = 22n.

(an) ist also nicht nach oben beschränkt, d. h. ∞ ist ein Häufungspunkt. Weiter gilt

a2n−1 =
(

1 + (−1)2n−1
)2n−1

= (1 − 1)2n−1 = 0.

Damit ist auch 0 ein Häufungspunkt der Folge, denn in jeder Umgebung von 0 liegen
unendlich viele Folgenglieder. Weitere Häufunspunkte gibt es nicht, denn zu jedem
anderen Punkt kann man eine so kleine Umgebung wählen, dass nur endlich viele (an)
in ihr liegen. Somit ist lim inf(an) = 0 und lim sup(an) = ∞.

b) Wegen 1+1/2n → 1 und 2+(n+1)/n = 2+1+1/n → 3 für n → ∞ ergeben sich hier
die drei Häufungspunkte 1, 2 und 3. Damit gilt lim inf(an) = 1 und lim sup(an) = 3.

Aufgabe 3 Wir zeigen zunächst mit vollständiger Induktion, dass die Ungleichungs-
kette 0 < an < 1 für alle n ∈ N gilt.

Induktionsanfang: Nach Voraussetzung gilt die Behauptung für a1 = 1
2
a.

Induktionsschluss: Es sei 0 < an < 1 für ein gewisses n ∈ N. Offenbar ist an+1 > 0 (dazu
brauchen wir die Induktionsvoraussetzung gar nicht). Aus 0 < an < 1 folgt a2

n < 1 und
damit

an+1 = 1
2
(a + a2

n) < 1
2
(a + 1) < 1

2
(1 + 1) = 1.

Nun zeigen wir mittels vollständiger Induktion, dass an+1 − an ≥ 0 für alle n ∈ N gilt.

Induktionsanfang: Es ist a2 − a1 = 1
2
(a + a2

1) − 1
2
a = 1

2
a2

1 ≥ 0.

Induktionsschluss: Es sei bereits an+1 − an ≥ 0 bewiesen. Dann folgt

an+2 − an+1 = 1
2
(a + a2

n+1) − 1
2
(a + a2

n) = 1
2
(a2

n+1 − a2
n) = 1

2
(an+1 − an)(an+1 + an)

und nach Induktionsvoraussetzung und wegen an > 0 ist dies ≥ 0.

Da (an) monoton wächst und nach oben durch 1 beschränkt ist, konvergiert die Folge
gegen einen gewissen Grenzwert c ≤ 1. Diesen erhalten wir, indem wir in der Gleichung
an+1 = 1

2
(a + a2

n) den Grenzübergang n → ∞ machen. Dies liefert

c = 1
2
(a + c2), also c2 − 2c + a = 0, d. h. c1,2 = 1 ±

√
1 − a.

Da uns bereits c ≤ 1 bekannt ist, ergibt sich c = 1 −
√

1 − a.

Aufgabe 4 a) Diese Folge ist konvergent, denn es gilt

n2 + 3n − 4

1 + n2 + 4n3
=

1/n + 3/n2 − 4/n3

1/n3 + 1/n + 4

n→∞−−−→ 0 + 0 − 0

0 + 0 + 4
= 0.

b) Diese Folge ist divergent, denn sie besitzt die zwei Häufungspunkte 1 und −1.
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c) Wegen (u − v)(u + v) = u2 − v2, also u − v = (u2 − v2)/(u + v), ergibt sich

an =
√

9n2 + 2n + 1 − 3n =
9n2 + 2n + 1 − 9n2

√
9n2 + 2n + 1 + 3n

=
2n + 1√

9n2 + 2n + 1 + 3n

=
2 + 1/n

√

9 + 2/n + 1/n2 + 3

n→∞−−−→ 2√
9 + 3

=
1

3
.

d) Der binomische Satz liefert

(1 + n)42 =
42

∑

k=0

(

42

k

)

nk = α0 + α1n + · · · + α42n
42, wobei αk =

(

42

k

)

.

Wegen α42 =
(

42
42

)

= 1 ergibt sich (1 + n)42 − n42 = α0 + α1n + · · · + α41n
41. Folglich:

an =
α0 + α1n + · · · + α40n

40 + α41n
41

n41

=
α0

n41
+

α1

n40
+ · · · + α40

n
+ α41

n→∞−−−→ α41 =

(

42

41

)

=

(

42

1

)

= 42.

e) Die Folge konvergiert, denn

an =
10

√

1 + 3n2 + n9

n40
− 1

n4
=

10

√

1

n40
+

3

n38
+

1

n31
− 1

n4

n→∞−−−→ 10
√

0 − 0 = 0.

Eigentlich hätte die Aufgabenstellung aber anders lauten sollen, nämlich:

an = n4
(

10

√

1 + 3n−4 + n−9 − 1
)

.

Dabei gehen wir ähnlich wie in Teil c) vor. Wir verwenden

um − vm = (u − v)(um−1 + um−2v + · · · + uvm−2 + vm−1)

für m = 10. Setzen wir bn := 10
√

1 + 3n−4 + n−9, so ist

an = n4(bn − 1) = n4 · b10
n − 110

b9
n + b8

n + · · · + 1
=

n4(3n−4 + n−9)

b9
n + b8

n + · · · + 1
=

3 + n−5

b9
n + b8

n + · · · + 1

und wegen bn → 1 folgt an → 3
10

(n → ∞).

Aufgabe 5 Die Folge ist durch die Rekursionsvorschrift

a1 =
√

2, an+1 =
√

2 + an (n ∈ N)

gegeben. (Offenbar sind alle an ≥ 0; also kann man die Wurzel ziehen.)

Die Folge ist monoton wachsend, wie wir nun mit vollständiger Induktion zeigen:

Induktionsanfang: Es gilt a2 =
√

2 +
√

2 ≥
√

2 = a1.
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Induktionsschluss: Es sei bereits an ≥ an−1 für ein gewisses n ≥ 2 bewiesen. Dann folgt

an+1 =
√

2 + an ≥
√

2 + an−1 = an.

Als nächstes zeigen wir, dass die Folge nach oben durch 2 beschränkt ist:

Induktionsanfang: Es gilt a1 =
√

2 ≤ 2.

Induktionsschluss: Ist an ≤ 2 für ein gewisses n ∈ N bewiesen, so folgt

an+1 =
√

2 + an ≤
√

2 + 2 = 2.

Da (an) monoton wächst und nach oben beschränkt ist, konvergiert die Folge gegen einen
Grenzwert a ∈ R. Alle an sind ≥ 0, also gilt dies auch für a. Durch den Grenzübergang
n → ∞ in der Rekursionsformel ergibt sich für a die Gleichung a =

√
2 + a. Quadrieren

liefert a2 = 2 + a, also a2 − a − 2 = 0. Diese Gleichung hat die zwei Lösungen

a1,2 = 1
2
±

√

1
4

+ 2 = 1
2
±

√

9
4

= 1
2
± 3

2
.

Wegen a ≥ 0 folgt a = 1
2

+ 3
2

= 2.

Aufgabe 6 Wir wissen schon, dass an → e für n → ∞ gilt; wir müssen also nur
noch zeigen, dass ([an, bn]) eine Intervallschachtelung ist. Dies bedeutet: (an) wächst
monoton, (bn) fällt monoton, es gilt an ≤ bn für alle n ∈ N und bn − an → 0 für n → ∞.

(an) wächst monoton: Zu zeigen ist an ≤ an+1, also

(

1 +
1

n

)n

≤
(

1 +
1

n + 1

)n+1

⇐⇒
(

n + 1

n

)n

≤
(

n + 2

n + 1

)n+1

⇐⇒
(

(n + 1)2

n(n + 2)

)n

≤ n + 2

n + 1
⇐⇒

(

n(n + 2)

(n + 1)2

)n

≥ n + 1

n + 2
.

Die letzte Ungleichung gilt: Die Bernoullische Ungleichung liefert nämlich
(

n(n + 2)

(n + 1)2

)n

=

(

n2 + 2n + 1 − 1

(n + 1)2

)n

=

(

1 − 1

(n + 1)2

)n

≥ 1 − n

(n + 1)2
,

und wegen (n + 1)2 = n2 + 2n + 1 ≥ n2 + 2n = n(n + 2) folgt

≥ 1 − n

n(n + 2)
= 1 − 1

n + 2
=

n + 1

n + 2
.

(bn) fällt monoton: Wir formen die Aussage bn ≥ bn+1 äquivalent um:

(

1 +
1

n

)n+1

≥
(

1 +
1

n + 1

)n+2

⇐⇒
(

n + 1

n

)n+1

≥
(

n + 2

n + 1

)n+2

⇐⇒
(

(n + 1)2

n(n + 2)

)n+1

≥ n + 2

n + 1
⇐⇒

(

1 +
1

n(n + 2)

)n+1

≥ n + 2

n + 1
.
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Um die letzte Ungleichung zu zeigen, verwenden wir wieder die Bernoullische Unglei-
chung und (n + 1)2 ≥ n(n + 2):

(

1 +
1

n(n + 2)

)n+1

≥ 1 +
n + 1

n(n + 2)
≥ 1 +

n + 1

(n + 1)2
= 1 +

1

n + 1
=

n + 2

n + 1
.

Die Monotonieaussagen sind damit gezeigt. Weiter gilt

bn − an =

(

1 +
1

n

)n+1

−
(

1 +
1

n

)n

=

(

1 +
1

n

)n (

1 +
1

n
− 1

)

=
an

n
.

Wegen an ≥ 0 folgt hieraus bn − an ≥ 0, also an ≤ bn und wegen an → e für n → ∞
ergibt sich bn − an → 0 für n → ∞. Damit ist alles gezeigt.

Aufgabe 7 a) Wir haben die folgende Äquivalenzenkette:

an < an+1 ⇐⇒ (n!)1/n <
(

(n + 1)!
)1/(n+1) ⇐⇒ (n!)(n+1)/n < (n + 1)!

⇐⇒ n! · (n!)1/n < (n + 1)! ⇐⇒ (n!)1/n < n + 1.

Die letzte Ungleichung ergibt sich aber unter Verwendung der Ungleichung zwischen
geometrischem und arithmetischem Mittel (siehe Aufgabe 7, Übungsblatt 3):

(n!)1/n =
n

√
1 · 2 · · ·n ≤ 1 + 2 + · · · + n

n
=

1
2
n(n + 1)

n
= 1

2
(n + 1) < n + 1.

b) Für bn := n!/nn gilt

an

n
=

n

√
n!

n
= n

√

bn.

Um den gesuchten Grenzwert zu berechnen betrachten wir

bn+1

bn

=
(n + 1)!

(n + 1)n+1
· nn

n!
=

nn

(n + 1)n
=

(

n + 1

n

)

−n

=

((

1 +
1

n

)n )

−1
n→∞−−−→ e−1.

Nach Satz der Vorlesung gilt dann auch n

√
bn → e−1 für n → ∞, also

lim
n→∞

an

n
= lim

n→∞

n

√

bn = 1/e.

Aufgabe 8 Wegen i4 = (−1)2 = 1 gilt für alle m ∈ N

i4m−3 = i, i4m−2 = −1, i4m−1 = −i, i4m = 1.

Folglich erhalten wir für jedes n ∈ N

4n
∑

k=1

ik

k
=

n
∑

m=1

(

i4m−3

4m − 3
+

i4m−2

4m − 2
+

i4m−1

4m − 1
+

i4m

4m

)

= i
n

∑

m=1

(

1

4m − 3
− 1

4m − 1

)

+
n

∑

m=1

(

1

4m
− 1

4m − 2

)

= i
(

1
1
− 1

3
+ 1

5
− 1

7
+ − · · · + 1

4n−3
− 1

4n−1

)

+
(

1
4
− 1

2
+ 1

8
− 1

6
+ − · · · + 1

4n
− 1

4n−2

)

= i

2n
∑

ν=1

(−1)ν+1 1

2ν − 1
+

2n
∑

ν=1

(−1)ν 1

2ν
.
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Nach dem Leibnizkriterium konvergieren diese Summen für n → ∞. Damit wissen wir:
Wenn wir mit sN die N -te Partialsumme der zu untersuchenden Reihe bezeichnen, dann
gilt: s4n konvergiert für n → ∞. Für m ∈ {1, 2, 3} gilt

s4n+m = s4n +
4n+m
∑

k=4n+1

ik

k

n→∞−−−→ lim
n→∞

s4n

wegen |ik/k| = 1/k. Also folgt: sn konvergiert für n → ∞, d. h. die Reihe ist konvergent.
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