Aufgabe 2 a) Es bezeichne a,, den zu 2" gehorenden Koeffizienten. Dann gilt
lan|  3"n!(2n)! 44™(3n + 3)! _ 44(3n+3)(3n +2)(3n + 1)

ni1]  44713n)l 3v T (n+ DI2n+2)!  3(n+1)(2n+2)(2n+ 1)
_ M(B+3/n)B+2/n)(3+1/n) nooo 44:3:3-3  44-9

= =99.
3(1+1/n)(2+2/n)(2+1/n) 3-1-2-2 4
Der Konvergenzradius dieser Reihe ist also 99.
b) Wieder bezeichne a; den Koeffizienten von z*. Dann folgt
1 k—oo 1 1 k’ d
m o ]. o 24_1/k(6+1)3 24.73 T 54887 gera e,
- — - k—oo
2071/k(6 + (—1)F)3 24,1/;(6_1)3 S5 = o0,k ungerade.
Als Konvergenzradius ergibt sich also r = (lim sup /|ag| )~ 20100) 1 =2000.
Aufgabe 3 a) Fiir a,, := (2n+1)/(n — 1)? gilt
lan]  2n+1 n*>  2+41/n 1 e 2_1
lan|  (n—1)2 2n+3  (1—1/n)2 2+3/n 2
Die Reihe hat daher den Konvergenzradius 1. Wir miissen nun noch die Rénder des
Konvergenzintervalls, also z = —1 und x = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen
— 2n+1 — 2n+1
—(=1)" d —.
A Z(n—1)2
n=2 n=2

Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn

m+1  2n—1)+3 2 3 2 3 2m+3
(n—1)2 (n—1)2 n—1 (m—=1)2"n n? n?

= Ap41 -

Die zweite Reihe hingegen divergiert wegen a,, > 2n/n? = 2/n und des Minorantenkri-
teriums. Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fiir z € [—1,1).

b) Wegen {/|1/n"| = 1/n === 0 hat diese Reihe den Konvergenzradius oo, d.h. sie
konvergiert fiir alle z € C.

c) Fiir a, :=1+ 1+ -+ L gilt offenbar 1 < a, < n. Wegen {/n —— 1 folgt hieraus
Yla,| 5 1. Dle Potenzrelhe hat also den Konvergenzradius 17! = 1. Fiir |z] = 1

konvergiert die Reihe nicht, denn dann gilt |a,2"| = @, —— 0o, d. h. die Reihenglieder

konvergieren nicht gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fiir |z| < 1 vor.

d) Auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, denn

0, |z] <1,

k |2kzk2} 2|Z|k k—oo
00, |z| > 1.



Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z| = 1 gilt
|282+*| = 2%, Die Reihe konvergiert somit nur fiir |z| < 1

e) Wieder wenden wir direkt das Wurzelkriterium an: Es gilt
2 el lg2 — 222 gerade,

1+cos o
xrt——e
V‘en(l—&-( ncos - )xzn‘ — oo
elmcos g2 N0 pl-1p2 22, n ungerade.

Also: limsup {/|a,x?"| = e*z%. Die Reihe konvergiert fiir e?z? < 1 und divergiert fiir
> 1, d. h. der Konvergenzradius ist e7!. An den Randpunkten ergibt sich die Reihe

0o
—1)" _ 1_
E 6n(1+( 1)" cos o 2n __ E en( " cos - 1)'
1

Diese Reihe ist divergent, da die Reihenglieder nicht gegen 0 streben: Fiir gerades n gilt
nédmlich wegen der Reihendarstellung von cos x
rleos 2-1) _ n(= k(D)4 (LY —4) _ -4

en((fl)" cos %71) _

Aufgabe 5 a) Es gilt a,, < 2", wie man mit vollstandiger Induktion sieht

Induktionsanfang: Die Behauptung ist fiir n = 0 und n = 1 richtig
Induktionsschluss: Ist die Behauptung fiir n — 1 und n bewiesen (wobei n > 1), so folgt

Ung1 = Ay + Qpq < 2742771 < 2n 4 on = ol
Folglich ergibt sich limsup {/|a,| < 2 und damit gilt fiir den Konvergenzradius r der zu
betrachtenden Potenzreihe r = (limsup {/]a,| )™ > 1.
b) Fiir z € (—%,%) gilt

o0
E anx" —E a "t — E a,x" 2
n=0

an_2)x" = ag + (a1 — ap)x

f(@) —xf(x)
=1.

=ag+ (a1 —ag)r + Z(an — Up_1 —

n=2

c) Aus b) wissen wir
1

also f(x) = m .

+/1/4+1=1(-14£/5) und es gilt
non_ oV A

2+ao—1

(1—2—a%)f(z) =1,

Nun hat 22 + z — 1 die Nullstellen z; 2=

1 r—m—(r—1x)
rT—xy r—21 (v—m)(v—2) a2+ax—-1

Mit diesen Zahlen z; und x5 hat man also die behauptete Darstellung

1



d) Allgemein gilt

1 1 1 I (z\" = "
= - = — —_ — —Z P
T — T rg 1—x/xg To “— (930) — x

Aus c) ergibt sich somit

1 = " R =1 1 1 "
f(x)=ﬁ(zn—+1—ZW>:Z—5(ﬁ—@)x-

n:Oxl n=0 "2 n=0
Wegen
1 1 _2A1-Vh) 14V 1 146
1 H-1+5) 1-5 2 To 2

liefert dann der Identitatssatz fiir Potenzreihen
1 1 1 1 //1+VB\" /1—v5\""!
an = — _— = —_— —_ .
VB \aftt gt V5 2 2

Aufgabe 1 a) Fiir alle z € [0, 1] gilt

nx?

n3 + a3

nx? n n 1

nd+a3 T nd4ad T nd n?

Da die Reihe iiber 1/n? konvergiert, kénnen wir das Majorantenkriterium anwenden:
Die Funktionenreihe konvergiert gleichméBig (und damit auch punktweise) auf [0, 1].

b) Setzt man z = 0 ein, so hat die Reihe den Wert 0. Fiir x # 0 gilt

00 2 oo k 2
P 3 1 , 1 , l+a )
k=0 ChE ' k=0 <1+x2> ’ 1- 1+lx2 v L+a?—1 o

Die Funktionenreihe konvergiert somit punktweise gegen die Funktion f mit

x =0,

0,
J(@) = { 1+2%, x#0.

Da diese Funktion an der Stelle x = 0 unstetig ist, die durch die Partialsummen der Reihe
dargestellten Funktionen aber offensichtlich auf ganz R stetig sind, kann die Konvergenz
nicht gleichméBig sein. (Denn sonst wiirde sich die Stetigkeit {ibertragen.)

c) Wegen 14z + 2% = (z + %)2 + % gilt 1 +2+2? > % fiir alle x € R. Folglich ist

_ 2 _ 2 _
|6 n(l+z+z )| —e n(l4+z+z?) <e 3n/4'

Da die Reihe iiber e=3"/* konvergiert (geometrische Reihe), liefert das Majorantenkrite-
rium wieder gleichméflige und damit auch punktweise Konvergenz auf ganz R.



d) Setzt man = = 1 ein, so ergibt sich der Wert 0. Fiir x € (—1,1) gilt

gx”(l—x) 1—:172 (1—2)x Z z(1—x) 1ix:x.

n=0

Die Funktionenreihe konvergiert also punktweise gegen die Funktion f mit

0, z=1,
flo) = { z, z€(—1,1)

Da diese Funktion, im Gegensaz zu den Partialsummenfunktionen, in x = 1 nicht stetig
ist, liegt keine gleichméflige Konvergenz vor.

Zusétzliche Bemerkung: Auch auf (—1, 1) liegt keine gleichméBige Konvergenz vor, denn
es gilt

N-1 1 N
= ’(1—x)xnz:;x”—x = '(l—x)x = |z
und offenbar ist sup{ |[z¥ | :z € (-1,1)} = 1.
Aufgabe 4 Wir suchen Zahlen a,, mit
1 o0 [e.e]
— :Zan(x+1)", also 1= (22+2r—3 Zan (x+1)"
f(ﬂi‘) n=0 n=0
Nun gilt wegen 22 + 2z —3 = (z + 1) — 4
(22 + 22 -3 Zanx—i-l Zan:ﬁ+1”+2 4Zanx+1)
n=0 n=0 n=0

= —4ag —4a;(z + 1) + Z(an—Q — 4a,)(z +1)".

n=2

Diese Potenzreihe soll den Wert 1 haben; wegen des Identitétssatzes fiir Potenzreihen
liefert dies die Gleichungen

—dag=1, —day=0, a,—4a,=0 (n=>2).

Es folgt: ag = —}L, a; = 0und a, = ian_Q fiir n > 2. Vollstindige Induktion liefert:
aorp+1 = 0 und agy = —(}‘)”‘”rl fiir alle & € Nj.

Wegen %/[aqy,| = (3)H1/0/2 koo, (D)Y? =1 und **/]agks1| = 0 ist der Konver-
genzradius der Potenzreihe r = (limsup {/|a,| )™ = (3)7! = 2.
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