Aufgabe 1 a) Die Aussage ,Inz = o(z®) fiir z — o0 bedeutet definitionsgemisf,
dass (Inx)/z* — 0 fir x — oo gilt. Fir 2 > 1 ergibt sich

lnx_ Inzx Inz Inzx 2 oo

o ealnz l+alnz+ 5 (alnz)?+--- = H(alnz)? o2z

b) Die Aussage ist dquivalent dazu, dass zsin(x~!)/z fiir x — 0 beschrinkt ist. Dies
ist wegen [sin(z~')| < 1 offensichtlich richtig.

c) Diese Aussage bedeutet sinx — z = o(2?) fiir z — 0 und dies stimmt wegen

. 1 1,
sinx —x (x—gx?’—i-—”-)—x —gxs-i——--- 1 4 0
T T T 3!

d) Dies ist dquivalent zu V14 22 —x = O(1/x) fir © — oo, und dies trifft zu, denn

V1ita? -z :‘x( —1+x2_x>‘: z(1+ 2% — 2?) :’ x <)§‘:1‘
1/x Vi+at+x Vita?+z| lz

Aufgabe 2 Alle Funktionen f, sind stetig an der Stelle 0, denn fiir x # 0 gilt

|[fa(@)] = |a" sin(z™1)] < 2"

x—0

und damit folgt f,(x) — 0= f(0).
Die Funktion f, ist differenzierbar in 0, wenn
_ noain (1) _
lim fu(z) — £n(0) i sin(z=!) =0

= lim = lim 2"
x—0 xr — 0 x—0 X x—0

1

sin(z 1)

existiert. Fiir n > 2 existiert dieser Grenzwert (es handelt sich dann um lim,_.¢ f,,_1(x)),
fiir n = 1 jedoch nicht: Fiir die Folge x; = (5 + km)~! gilt ndmlich x;, — 0, aber

filer) — f1(0)

P = sin(z;; ') = sin(% + k) = (-1)*

konvergiert nicht.

Aufgabe 6 a) Fiir h > 0 gibt es nach dem Mittelwertsatz ein &, € [a — h,a + h],
so dass gilt

a+h
/ cosx? dr = ((a+h) — (a — h)) cos & = 2h cos&r.

—h

Damit ist + faaj: cosx® dr = 2cos&?. Fiir h — 0 konvergiert &, gegen a. Damit
konvergiert cos &7 gegen cosa®. Zusammen folgt

1 a+h
lim — cosz? dx = 2cosa’.
h—0+ a—h

b)  Fiir h > 0 gibt es nach dem Mittelwertsatz ein &, € [a+ h,a+ h+ 1], so dass gilt

a+h+1
/ cosz® dr = ((a+h+1) — (a+ h))cos&; = cos&;.
a+h



o 1 ra+h+1
Damit ist hfa+h

folglich gilt

cosz? do = 5 cos&;. Nun ist cos&f € [—1,1] fiir jeden Wert von &,
1 a+h+1
lim —/ cosx? dx = 0.

c) Fiir A > 0 gibt es nach dem Mittelwertsatz ein &, € [a + h, a + 2h], so dass gilt

a+2h
/ Inz dr = ((a+2h) — (a+ h))Ing, = hlng,.
a+h

a+2h

Damit ist % erp Mz dr =1Ing,. Mit h — 400 geht auch §, gegen +oo. Damit geht

In¢, gegen +o0o0. Damit konvergiert der Ausdruck nicht.

d) Fiir h > 0 gibt es nach dem Mittelwertsatz ein &, € [a + h, a + 2h], so dass gilt

a+2h
/ arctanz dr = ((a + 2h) — (a + h)) arctan &, = h arctan&j,.
a+h

a+2

Damit ist % a+hh arctan x dr = arctan &,. Mit h — +o0 geht auch &, gegen +o00. Damit

konvergiert arctan &, gegen /2. Zusammen folgt

1

a+2h
. T
lim — arctanz dz = —.
h—+o0 a+h 2

e) Wir zeigen dass der Grenzwert nicht existiert. Wir wihlen dafiir ganzzahlige Werte
von h, also h € N und zerlegen das Intervall [1,h] in die h — 1 Intervalle [n,n + 1] fiir
n=1,2,...,h—1. Jedes dieser Intervalle hat die Lénge 1.

Nach dem Mittelwertsatz fiir Integralrechnung existiert fiir jedes dieser Intervalle ein
&n € [nyn + 1], so dass f:ﬂ 1/x de =1/, > 1/n+ 1. Damit gilt

h]_ h—1 n+11 h—1 1 h 1
/Jdl’:;/n rALED Drew S Drt

n=2

Diese Summe divergiert gegen +oo fiir h — +o00. Damit divergiert auch das Integral.

f) Wir zeigen, dass der Grenzwert 0 ist. Sei dazu € > 0.

Wir miissen das Intervall in zwei Teile teilen, so dass wir bei beiden Teilen das Integral
durch €/2 abschétzen kénnen.

Das erste Intervall soll daher die Léange €/2 haben. Mit dem Mittelwertsatz gibt es ein
¢ €10,e/2], so dass

3
‘/ h* cos z dm‘:‘i‘ |n¢| |cos§|§§.
; 2 2

Fiir ¢ € [¢/2,1] gilt € > £/2. Sei nun h > 0 so klein, dass h*/? < ¢/2. Dann gilt nach
dem Mittelwertsatz fiir ein £ € [¢/2, 1]

1
’/ h* cos x dx‘ <1 |h¥| |cosé| < %
3

Zusammen konnen wir abschatzen

1 < 1 H 1
’/ hxcosxdx‘ = )/2 hxcosxd:c—l—/ h”cosxdx‘ < ‘/2 hxcosxdaz)+’/ hxcosxd:n‘ < e.
0 0 g 0 £
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