Aufgabe 2 a) Zunichst fithren wir eine Polynomdivision durch: Diese liefert

45t 42— 132 —t+9 t+1
f(t) = ol R B +

B+22—-t—2 B3+2022 —t—2°

Dann zerlegen wir den Nenner in Linearfaktoren:
P2 —t—2=(—-D)*+3t+2)=(t—1)(t+1)(t+2)

Folglich gilt

, t+1 . 1
A e (| TS 1) B A A Ty ronis

Fiir den verbleibenden Bruch machen wir nun den Ansatz

1 a b

(t—1)(t+2) t—1+t+2'

Multiplizieren wir diese Gleichung mit ¢ — 1 und setzen dann ¢t = 1 ein, so folgt % = a;

Multiplizieren mit ¢ + 2 und Einsetzen von t = —2 liefert —% =b. Also haben wir
1/3 1/3
H=t*+3t—-4+"L— - L=
f(#) + * t—1 t+4+2

und erhalten daraus

’ _1.3,32 1 1 _ 1,332 1 |2 — 1
/ f(t)dt = 32° + 507 — 4o+ gIn|r — 1| — 3 Infz + 2| = 32° + 52 —4x+§ln|x+2|.
b) Hier substituieren wir zundchst z = v/2¢ — 1 und erhalten

Y 1 Voy—1 1 V2y—1 33
/ dt:/ -3x5dx:/ T dx
V21— 2t -1 23 — 42 -1
Voy—1 1
:3/ (m2+$+1+—> dr = 2° + 32 + 3z + 31n|z — 1
z—1 o= 2y—1

=2y —1+33/2y —1+3y/2y—1+3In|y2y —1—1].

c¢) Die Substitution ¢t = e* (also s = Int, ds = t~! dt) fiihrt auf

/z 3% 4 2e* + 6e* — 10 / 3t° + 2t + 6t — 10 dt / 3t° + 2t 4 6t — 10
2e35 + 4e2s + 10es 213 + 42 + 10t t 212(12 + 2t + 5)

Wegen 2 + 2t +5 = (t + 1+ 2i)(t + 1 — 2i) gilt: Der Nenner dieses Bruchs hat 0 als
doppelte Nullstelle und —1 + 27 sowie —1 — 27 als einfache. Wir machen daher den

Ansatz
33 + 212 + 6t — 10 a b c d

PUrl—20(+1+2) 1 2 i1i-2 i+i+2




Fassen wir die beiden letzten Briiche zusammen, so bedeutet dies

33422 4+6t—10 a b  Ct+D

P2t +5) ¢ 2 Ei2+s

mit gewissen Konstanten C' und D. Multiplikation mit ¢?(¢* + 2t + 5) fiihrt auf
37+ 267 + 6t — 10 = at(t® + 2t +5) + b(t* + 2t + 5) + (Ct + D)¢?
Die rechte Seite dieser Gleichung ergibt
(a+ C)* + (2a + b+ D)t* + (5a + 2b)t + 5b
und Vergleich mit der linken liefert b = =2, a =2, C' =1, D = 0. Nun berechnen wir

1/6’“ 2 2+ t "
2 t 12 242t+5

T

1/6 2 2 242 1 "
2 t 2 2(2+2t+5) 2+2t+5

x

1 /e 1 g
t=e® 8 1 + (%)2
+1
5 .

Aufgabe 3 Die Substitution x = sinhy — 1, dxr = cosh y dy fiihrt wegen der Identitit
1 + sinh? y = cosh?y auf

= In[t| + ¢ + 1 In(t* + 2t + 5)

ex

=z +e "+ 1In(e* +2¢” +5) — 1 Arctan <

t 1 t 1 arsinh(t+1) cosh y
dr = dr = , dy
T+ Va2 +2x+2 r+/1+(x+1)2 sinhy — 1 + coshy
Betrachten wir den Nenner:

Y ey Y1 ey
sinhy—1+coshy:%—1+%:ey—1

Also haben wir

/t 1 g 1 /arsinh(t+1) e¥ 4+ e
T+ Va2 4 2x 42 2 eV —1

wir substituieren v = ¢¥ (y = Inu, dy = u™! du):

1 exp(arsinh(t+1)) w4 u—l 1 1 exp(arsinh(¢t+1)) U2 +1
2 u—1 wu 2 u?(u—1)
Fiir den Integranden gilt
w41 2uP41-u? 2 1-u)(I+u) 2 1 1
w(u—1) w2(u—1)  u—1 w(u—1)  wu—1 w® u’



Somit lautet das Endergebnis

! 1 1
/ dr =Inlu — 1| + — — 1 In|u|
T+ V12 + 21 + 2 2u

u=exp(arsinh(t+1))

=1Inle! — 1|+ 1e¥ — 1y

y=arsinh(t+1)

Samtliche Stammfunktionen erhilt man, indem man hierzu noch beliebige Konstanten
addiert.

Aufgabe 1

a) n/(z) =2 +c, also ist k = § und damit g(r) = ar + 4. Damit ist [ =b — %

b) (In(n(z)) )* = g((f)). Das ist bis auf den Faktor k die gesuchte Stammfunktion.
Also lautet die gesuchte Funktion kIn(n(z)) = § In(n(z)).

)
c) (z+p)?+m=a*+2pr+ p + m. Dies soll gleich n(x) = 2? 4+ cx + d sein. Dies

gilt natiirlich genau fiir p = ¢ und fiir m = d — P’ =d %
Setzen wir y = ”j/tp, SO erhalten wir
1 1 1 1

Die Substitution y(z) = f/@ ergibt & = % also dx = v/m dy. Wir erhalten:

/ﬁdx:/(ﬂpi“mdx:/y +1E\/_ Y
_ b TP
N

1
Arctany = — Arctan xﬁ
d) Die gesuchte Stammfunktion von f lautet damit

vm

/f(if) dx = %ln(n(x)) +1- / % dr = gln(n(x)) + ﬁ Arctanx—\/—i;_np
- In(n(z)) + b5 Arctan — 2 .
2 i-< i-<

Aufgabe 4 a) Wir nehmen an, es gelte y(z) = > 7 a,z™ fir alle z € R. Eine
Potenzreihe diirfen wir gliedweise differenzieren, es gilt also

Zn (n —1ayx 2:Z(n+2)(n+1)an+2x”.
n=2 n=0

Dies soll fiir alle 2 € R iibereinstimmen mit

o0

—w?y(z) = Z —wra,r" .

n=0



Nach dem Identitéitssatz fiir Potenzreihen ist die Gleichung y” = —w?y also genau dann
erfiillt, wenn
(n+2)(n+ 1)anse = —w?a, fiir alle n >0 (%)

gilt. Die Forderungen y(0) = 3o und ¢'(0) = 0 bedeuten ag = yo und a; = 0. Induktiv
folgt dann aus ()

(=D"
(2n)!

Diese Potenzreihe stellt die Funktion y(x) = yo cos(wzx) dar.

fir alle n € N.

aopr1 =0 firalleneN und Uon = Yo"

b) Es gilt (z") = na" !, damit (2™)" = n(n — 1)z""2, und so wieter bis (z")" =
nn—1)-...-1-2"™™ = n! 2° = n! und schlieBlich (z")™ = 0 fiir m > n. Folglich ist
die m-te Ableitung von (a,z™) im Punkt = 0 gleich 0, aufler fir m = n. Fiir m =n
erhalten wir (a,2")™ = a, n!. Somit gilt

o0

f(m)(O) = (Z(anx”)(m)> T =0 =a, nl.

n=0

Damit lautet die Taylorreihe von f in z¢o =0

Z7éhzzﬂ$m:2%%

m=0 m=0 m=0

Der Reihenwert ist damit gleich f(z).
c) Wir zeigen fiir beliebiges n € Ny, dass f™ von der Form ZM—E;; f(x) ist fir gewisse

Polyonme p,, und ¢,, mit Vollsténdiger Induktion. Der Induktionsnafnag stimmt fiirn =0
und p = ¢ = 1. Der Induktionsschritt: Sei f™ von entsprechender Form. Dann gilt

Fo) — (poy (pn(w)f@))' _ (pn(x))'f(x) L (@) (@)

Qn(x) qn(x) qn(m)
~ Pu(@)gn(®) — palz)q,(7) palz) 2 ..
= ) fz) + (o) D (z)
_ (Pu(@)an(@) = pu(@)gu(w) | 2pal)
- ( 2@) i) 1
_ P (n (@)@ (x) — pu(@)q,()) + 2P0 (2)4n(7) f)
23¢2(x) '

Sowohl Zaehler, als auch Nenner sind jeweils ein Polynom in x. Fehlt noch der Punkt
0. Es gilt

(n) _ f£(n)
£ () = i L = SO g eel®)
z—0 z—0 z—0 an<n)

(Da wir wissen, dass fiir jedes n € N gilt £ — oo fiir z — c0.)



Wire nun f darstellbar als Potenzreihe, so wiirde nach Teil b gelten, dass f(z) gleich
seiner Taylorreihe wére, also

Jedoch ist der rechte Ausdruck iiberall 0, da fiir alle m € N gilt f(™(0) = 0, ein
Widerspruch.



