Aufgabe 1 a) Trennung der Veréinderlichen liefert

/%dy—/sinxdx,

also In ¢ = cosz und damit eine Losung ¢q(z) := e~ %, Auch alle Vielfachen dieser
Funktion sind offensichtlich Losungen.

Dies sind aber auch schon alle Losungen: Ist ndmlich ¢ eine weitere Funktion, die der
Gleichung geniigt, so gilt
( ¢(x) >/ _ P@)eu(x) — d(2)d(2) _ P(x)sin(z)éi(z) — d(z)du(2)sin(z) _
1 () ¢1(x) ¢1(z) '

Der Quotient ¢/¢ ist also konstant, d.h. es gilt ¢ = C'¢; mit C € C. Durch

¢(x) = Ce™ “** (C € C beliebig)
sind damit alle Losungen gegeben.
b) Differenzieren wir die Funktionen auf beiden Seiten der Gleichung, so folgt
¢(x) =¢(x) (-1<z<l)

(Beachte: ¢ muss differenzierbar sein, weil die rechte Seite der Gleichung differenzierbar
ist.) Genau wie eben folgt aber hieraus ¢(z) = Ce” mit C' € C.

GeméB der urspriinglichen Gleichung muss C' = ¢(0) = foo ¢(z)dx = 0 gelten, d. h. nur
¢(z) =0 (x € [-1,1)) erfiillt die Gleichung.

Aufgabe 2 a) Fiir beliebiges R > 2 erhalten wir mittels der Substitution ¢t = Inz,

dt =z 'dx
/R 1 p /IHR 1 " 1 |InR 1 1
_— xr = —_ = — — = — = —
5 z(lnz)? na 2 tli=m2 In2 InR

Fiir R — oo strebt dies gegen (In2)~!; das uneigentliche Integral konvergiert also und
hat diesen Wert.

b) Dieses Integral ist divergent (am linken Rand), denn wegen
sinhy —y = (y+5y° +--) —y = 59° +oy’) = gy’ (L +0(1)), y—0,

gilt fiir hinreichend kleine y > 0 sicherlich [sinhy — y| < y*. Wihlt man zusétzlich y so
klein, dass |[Iny| > 1 gilt, so ist

ylny | yllny] [yl 1
sinhy —y y? vt 2

Mit dem Minorantenkriterium folgt die Divergenz, denn fol y~2 dy existiert nicht.



c) Mit Produktintegration erhalten wir

ST

R e
/ e*® cos(tx) de = — - cos(tx)
0

R R 5T
+/ — - tsin(tz) dx.
S 0 0

r= S

Erneute Produktintegration liefert fiir das letzte Integral

/R esT 'S (t ) q 5T rai (t )
— «tsm(tx ) dxr = — - tS1n(tx
0 S 52

R R 5T

- / — t? cos(tz) dx .
=0 o S
Insgesamt erhalten wir

R esT R
—-tsin(t
; + 2 sin(tx)

=0

xr=

t2 R est
14— 5% tr)de = — t
< + 52)/0 e*® cos(tr) dx . cos(tx)

sR 1 sR oo 1
cos(tR) — — + d
S

tsin(tR) — 0 —— ——.

S 52 S

(Man beachte s < 0.) Also ist das Integral konvergent, und es gilt

o0 1 2\ ! s
eFeos(tr)de = — |14+ — = ——
/0 (t2) s ( s2> 52 + 12

d) Mit Produktintegration ergibt sich

B lng B 1 R R 1
S L P N S Y . — 4
/1 20— 12" /1 Qe —12 T To0r ) n$|r=1+/1 20(2r —1)
— L R+/R L g
T 2eR-1) VT ), 2@ -1

Fiir den Integranden des letzten Integrals bestimmen wir eine Partialbruchzerlegung:

Aus
1 a b

e —1) = 2w—1
folgt a = —1 (Multiplizieren mit x und = = 0 einsetzen) und b = 2 (Multiplizieren mit

2¢ — 1 und z = 3 einsetzen). Damit gilt

/R ]_ d ]_ /R —]_ n 2 d 11 |R + 11 (2 1>‘R
—dr = = — r=—-Inz 2 In(2x —
L 2x(2z —1) 2 /i x  2u-—1 2 a=1 ' 2 a=1

2R —1 pooo
A2, L2

=—1lhR+i{ln@2R-1)=1ih

Dies ist dann auch der Wert des zu untersuchenden uneigentlichen Integrals, denn
R'InR — 0 fiir R — oco.

e) Aus der Ungleichung 1 + x < e” folgt In(1 +¢) < ¢ fiir alle ¢ > 0. Also:
le ' In(1+1)| <te’

Da das Integral fooo te”! existiert, konvergiert das zu untersuchende Integral nach dem
Majorantenkriterium.

f) Bekanntlich gilt % Inaz 229, 0 fiir jedes a > 0, insbesondere also z'/2(In x)* 229,00,
Fiir hinreichend kleine x besteht daher die Abschitzung

122 (lnz)* <1, also |(Inz)*| < 2712

Die Konvergenz folgt nun aus dem Majorantenkriterium.



Aufgabe 3 a) (i) Wir berechnen fiir ¢ > 0 das Integral f; In |z|dz = fel 1-Inxdr.
Partielle Integration mit u/(z) = 1 und v(z) = In |z| ergibt

1 1
/ln|x|dx—/ u'vdx

1
= [uw]} —/ wv' dx

1 1/
:[xlnx];—/ r— dx

X

=0—clne—[z]l = —elne -1 +e¢.

Die rechte Seite konvergiert (gegen 0 —1+0 = —1). Damit konvergiert das uneigentliche
Integral fol In|z|dz. Da In| — z| = In|z|, erhalten wir [~ In|z|dz = f; In |z|dz. Also
existiert auch das uneigentliche Integral f£)1 In |z|dz, und damit konvergiert auch das

Integral iiber [—1,1].

b) (i) Beide Summanden konvergieren, damit auch deren Summe. Es gilt offensichtlich,
dass dieser Grenzwert existieren muss, wenn das uneigentliche Integral existiert. Der
Grenzwert ist der Wert des Integrals.

11 11 1

Die rechte Seite konvergiert nicht (fiir ¢ — 0). Damit konvergiert das gefragt uneigent-
liche Integral nicht.

a) (ii) Fir e > 0 gilt

b) (ii) Die Beiden Integrale addieren sich zu 0 (da 1/(—z) = —1/z). Damit existiert
der Grenzwert, obwohl das uneigentliche Integral auf [—1, 1] nicht existiert.

(Man spricht hier vom Cauchyche Hauptwert des Integrals, das ist eine Verallgemeine-
rung des Konvergenzbegriffs fiir Integrale.)

Aufgabe 4 sin(x)/x ist beschriankt (fir z — 0 konvergiert es gegen 1). Damit ist

nur die obere Grenze des Integrationsgebiets problematisch. Wir substituieren u(z) = <

und v'(x) = sinz. Damit gilt :

tsinx 1 t tcosx cost " cosx
dr = |—(—cosx)| — ;- dr = —— —cos1— 5—dx.
1 x 1 1T t 1z
cost

>+ — cos 1 konvergiert fiir £ — oo.
Wir zeigen nun, dass das rechte Integral sogar absolut konverigert. Da [%*| < -5 und

1
b1 17t 1
[hw=[-1-lo
1 T zl1 t

. o0 . . . [e.e]
ist [ Zdz eine konvergente Majorante fiir [, [<25%|dx.

Damit konvergiert floo 5% dx sogar absolut, insbesondere konvergiert es und damit auch

[ #2224y, Schlieflich konvergiert
/ sin @ d.
0o T

1 T




Aufgabe 5 a) Ansatz fiir die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
vy, + o =0
ist fiir beliebiges d € R
op(X) = del 7@z — gel —vdr — jemrm — demT

Ansatz fiir eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ist (Varation der Konstante
d):
vs(z) = d(x)e .
Dies liefert
vi(x) = d'(x)e”™ +d(z)(e77") = d'(x)e ™" + (—yvs),
Also '
vl yvs =d'(z)e7 T = g.
Dies ist erfiillt fiir d'(z) = ge?*, also etwa fiir
g
d(z) = =e.
(z) 5

Die allgemeine Losung lautet
Va(x) = v5(X) 4+ v (X) = 9 gre + de ",
Y

Setzten wir noch die Anfangsbedingung ein, so erhalten wir vy = v(0) = % + d, also
d=1vy— %. Die gesucht Losung ist somit

v(x) = %e” + (vg — g)e_””.

b)p ist als konstant angenommen. G ist eine Konstante. Lediglich m hingt vom Radius
r ab. Die Masse ist gleich das Volumen mal der Massendichte p. Damit erhalten wir
m(r) = 3mr®p. Damit lautet die Differentialgleichung

4.3
ST 4
% = —ngpZT = —Kr
fiir die als konstant angenommene Grofle K = %WG p*. Die Losung davon sind alle
(Sitammfunktionen von p/, also p(r) = ¢ — £r%. Mit p(R) = 0 erhalten wir ¢ = £R? und
amit

p(r)=-G

K K K 2
p(?“) = ERQ_?T.Q: ?(R2_T2) _ g?TGpZ(R2—T2).

Aufgabe 6 f(z) = -

(Inzx)s
konvergiert die Reihe ) ° | f(n) genau dann, wenn das uneigentliche Integral

/loo fz)dw = /100 mix)s dx

konvergiert. Die Substitution y := Inz liefert dy = %dw und damit

t 1 et 1
——dx = —dy.
/1 () / e

Fir s < 1 divergiert die rechte Seite, fiir s > 1 konvergiert die rechte Seite (t — 00).
Also konvergiert die Reihe genau fiir s > 1.

ist monton fallend und positiv. Nach dem Integralsatz




