Aufgabe 1 a) Da in der Gleichung =% vorkommt, miissen wir x = 0 ausschlieflen.
Aus y = z/x folgt y/ = 2/ /x — z/2?. Damit ergibt sich

2 + P+ =0 <= 2(¢/r —2/2*) + (z/2)* +272=0
/ (Z — 1>2 1

<:>2.7:2’—2,2—1—,22—1—1:0<:>2xz’+(z—1)2:0<:>Z:_ 5 L
x

Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Offenbar ist z(x) = 1 eine
Losung (d.h. y(x) = 1/x ist eine Losung der urspriinglichen Gleichung); die anderen
Losungen erhalten wir aus

2 1 2
/ (2_1)2612’ /xdm, awo z—1 nz| +ec,

wobei ¢ € R beliebig. Die Gleichung fiir z hat also fiir z(z) # 1 die allgemeine Losung

2
Injz| + ¢

z2(r) =1+ (¢ € R beliebig),
und zwar auf jedem Intervall, das 0 und e~ nicht enthélt. Wegen y = z/x liefert dies
auf den gleichen Intervallen die folgenden Losungen der urspriinglichen Gleichung;:

1 2

_+—
r  zln|z|+cz

y(x) = (c € R beliebig)

b) Es gilt ¥ = (z — 2)’ = 1 — 2/, und somit folgt

Y=@—-yP’+1l = 1-2=224+1 = /' =-2".
Wieder handelt es sich um eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen, deren
Losungen wir aus

1 1
/——de:/ldx, also —=x+c (c e R)
z z

1

gewinnen konnen; die Losungen sind gegeben durch z(x) = (z + ¢)~', und zwar auf

jedem Intervall, das —c nicht enthélt. Hieraus ergibt sich

=T — =T — R beliebi
ylx)=x—z2(zx) ==z Py (c € R beliebig)

auf ebendiesen Intervallen.

Aufgabe 2 a) Division durch x liefert die Gleichung

sing—ycosg—l—y’cosg =0.
r x x
Dies ist eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass
es sich hier anbietet, die Substitution z = y/x durchzufithren. Diese liefert wegen
/

Yy = (z2) = z 4+ x2’ die Gleichung

sinz—zcosz+ (z+x2')cosz =0, also sinz+xz'cosz=0.



Nun substituieren wir u(x) := sin z(x). Wegen v’ = 2’ cos z geht die Gleichung iiber in
u+au =0, also u=——.

Diese Differentialgleichung hat die allgemeine Losung
1
u(z) = Cexp (/ - dt) = Cexp(—In|z|) = Clz|™* (C eR).

Alle Losungen z erhiilt man also aus sin z(x) = C|z|™*. Es folgt
z(z) = arcsing (C} /z) (keZ, C; eR)
und damit y(z) = x arcsing(Cy /x). Diese Funktionen sind jeweils definiert fiir |z| > |C].

b) Wir betrachten zunéchst fiir  # 0 die homogene Gleichung

2 3
23y + (2 - 32%)y =0, also Y+ (—3 . —> y=0.
o

Diese besitzt die Losungen

y(x) = Cexp <—/ (t% - %) dt) = Cexp(z % + 3In|z|) = C|z|?e"/*’ (C eR).

Also: y(z) = Chz*e'/*” (mit C; € R beliebig) ist die allgemeine Lésung der homogenen
Gleichung, und zwar auf jedem Intervall, das 0 nicht enthélt.

Fiir eine partikulidre Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz y,(x) =
C(z)yn(z), wobei yy(z) := x3e'/**. Dann ist

iy + (2 = 327y, = 2*(Clyn + Cypy) + (2 = 32°)Cy
= 2°C'yn + (2%y, + (2 — 32%)yn) C = 2°C'yy, .

(Beachte: y, 16st die homogene Gleichung.) Damit y, die inhomogene Gleichung l6st,
muss also 23C"y, = 22 sein, d. h. es muss

C'(w) = 1/ () = 2%V

gelten. Dies ist fiir C(z) = %e_l/ #* der Fall, und hiermit ergibt sich die partikulére
Losung y,(z) = 32°. Insgesamt: Auf jedem Intervall, das 0 nicht enthlt, ist die allge-
meine Losung

y(z) = $2° + Crlel/ (C eR).

Bemerkung: = — %@"3 ist sogar auf ganz R Losung der Differentialgleichung; andere

Losungen gibt es auf Intervallen, die 0 enthalten, aber nicht.



Aufgabe 3 a) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass man die allgemeine Losung dieser
linearen Differentialgleichung sofort in der Hand hat, wenn man die Nullstellen des
zugehorigen Polynoms A? — 2\ + 3 kennt; dies sind Ao = 1 £ V/2i. Folglich hat die
vorliegende Gleichung die allgemeine Losung

y(z) = Ce® sin(V2 x) + Coe® cos(V2 ) (C1,C5 € R).
Dann ist y(0) = C5 und wegen
Y (x) = Cre®sin(vV2z) + Cre®V2 cos(V2 ) + Cye” cos(V2z) — Che®V/2sin(vV2 1)
gilt 3/(0) = V2C, + C,. Die Bedingungen y(0) = 0 und 3'(0) = 2 implizieren daher
Cy=1und C) = %\/5 Die Losung lautet mithin

y(zr) = %\/iex sin(vV2z) + e® cos(vV2x) .

b) Das Polynom A* — 5\ + 4 hat die Nullstellen 1 und 4. Die allgemeine Losung der
homogenen Gleichung lautet folglich

y(r) = Cre® + Coe*.

Fiir eine Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz y,(z) = Ce**.
Dann ist g}, = 2Ce** und y)j = 4Ce**, also

yg — 5yl’D + 4y, = 4Ce*® —10Ce* + 4Ce*™ = —2Ce** .
Damit dies = €2* wird, muss C' = —1 gew#hlt werden. Es folgt y,(z) = —1¢**, und die

2
allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist somit
y(x) = —1e* + Cre” + Cre™”.

Aus y(0) =1 folgt —% + C1 + Co = 1 und aus ¢/(0) = —1 folgt —1 + C; + 4C, = —1.
Ziehen wir die zweite Gleichung von der ersten ab, folgt —3C5 = %, also Cy = —% und
damit C = 2. Die Losung lautet daher

y(z) = —3€* +2¢" — L'

Aufgabe 4 Diese Differentialgleichung vom Eulerschen Typ behandeln wir auf (0, 00),
indem wir die neue unabhéngige Variable ¢ = Inx einfithren. (Wir wéhlen (0, 0o), weil
y und ¢ an der Stelle 1 vorgegeben sind.) Die Gleichung wird dann wegen x = ¢’ zu

thy//(et) 4 ety<€t) o y(et) —t.
Setzen wir jetzt z(t) := y(e'), so haben wir 2(t) = e'y/(e) und 2(t) = e'y/(e!) + ey (e?).
Unsere Gleichung schreibt sich somit

Z(t)—z(t) =t.
Da A? — 1 die Nullstellen 1 und —1 hat, lautet die allgemeine Losung von ? — z = 0

Z(t) = C’let + Cgeit (Cl, C2 € R) .



Eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung gewinnen wir mit dem Ansatz

2p(t) = at +b. Dann ist Z, — 2z, = —z, = —at — b. Eine Losung ergibt sich also fiir
a=—1und b= 0; es ist z,(t) = —t. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
ist

Z(t) =—t+ Clet + Cge_t (Cl, 02 € ]R) .

Damit erhalten wir
y(z) = z(Inz) = —Inx + Cra + Cox™! (C1,Cy €R).

Es gilt i/ (z) = —x 7'+ C; — Cyx 2. Die Bedingungen y(1) = 2 und ¢/(1) = —1 bedeuten
Ci+Cy=2und -1+ C; — Cy = —1, also C; = Cy = 1. Die Losung der Aufgabe ist

y(r)=—lnax+z+ax".

Bemerkung: Man konnte auch mit dem Ansatz y(z) = 2" in die Differentialgleichung
eingehen, um die Losungen der homogenen Gleichung zu finden.

Aufgabe 5 a) Fiir yo = 0 ist y = 0 eine Losung. Ansonsten ist y(0) > 0 und damit
auch in einer Umgebung von 0. Die Substitution z(t) := /y(t) liefert

y(t) v

- 24/ y(t) B 22(t)’

also y' = 2z2'. Wenn y die DGL erfiillt, dann erfiillt z die Gleichung

2 (t)

, o)
22 = ——=z.
2

Solgange z > 0 ist, gilt 2’ = —§. Also z(t) = ¢ — §t fiir ein ¢ > 0. Damit gilt

y(t) = 2(t) = (e = )%

Die Anfangsbedingung liefert ¢ = ,/yo. Dies gilt, solange y > 0 ist. y = 0 tritt ein zum
Zeitpunkt ¢t = g\/%

b) Es bezeichne z(t) die Auslenkung der Masse (beziiglich der Ruhelage) zum Zeitpunkt
t. Die Riickstellkraft der Feder ist gegeben durch —Dz(t) mit einer positiven Konstante
D. Bei ungedédmpfter Schwingung wiirde also nach dem Newtonschen Kraftgesetz

mi(t) = —Dx(t)

gelten. Da jedoch eine Dampfungskraft —ri(t) (wobei r > 0) hinzukommt, miissen wir
die Differentialgleichung
mi(t) = —Dx(t) — ri(t)

betrachten. Setzen wir a :=r/2m und b := D/m, so haben wir die Gleichung

i(t) + 2ai(t) + bx(t) =0



vor uns. Aus der Vorlesung sind die Losungen bekannt:

1. Fall: a® > b, also r > 2vmD (starke Dimpfung). Die allgemeine Losung lautet dann
ZL’(t) — C’le(—a+\/a2—b)t + 026(—a—\/a2—b)t (017 Cy € R) :

d. h. sie hat die Gestalt z(t) = Cre %t + Cye™%2t mit positiven Konstanten §; und ds.
Offenbar gilt z(t) — 0 fiir t — oo, die Schwingung wird also immer schwécher. Weiter
haben wir: z(t) = 0 ist (wenn 0.B.d.A. O} # 0) gleichbedeutend mit e = —C, /C.
Dies kann wegen d; # 0 fiir hochstens ein ¢ erfiillt sein. Bei dieser tragen ,, Schwingung*
wird die Ruhelage also hochstens einmal durchquert.

2. Fall: a? = b, also r = 2/mD (ebenfalls starke Dimpfung). Dann ist die allgemeine
Losung gegeben durch

2(t) = Cre™™ + Oyte™™ = (C) + Cyt)e ™ (C1,Cy €R).

Auch hier zeigt sich das gleiche Verhalten wie im ersten Fall: z(t) ~—% 0 und z(¢) = 0
gilt fiir hochstens ein ¢ (ndmlich ¢t = —C4/Cy).

3. Fall: a® < b, also r < 2v/mD (schwache Dimpfung). Dann ist
z(t) = Cre” " cos(Vb — a2 t) + Cye”*sin(vb — a2 t) (C1,Cy € R).
Im nichttrivialen Fall (also A := (C? + C2)Y/2 # 0) schreiben wir dies noch um: Wegen

(C1/A)? + (Cy/A)? = 1 gibt es dann ein ¢ € [0,27) mit (Cy/A) +i(C1/A) = €. Das
bedeutet Cy/A = cos ¢ und Cy/A = sin ¢, also

x(t) = Ae” (% cos(Vb—a’t) + % sin(vb — a? t))
= Ae™ (sin ¢ cos(Vb — a?t) + cos ¢psin(vb — a? t)> = Ae " sin(¢ + Vb — a2t).

Hier haben wir nun eine wirkliche ,,Schwingung®; sie wird zwar auch immer schwécher,
die schwingende Masse durchquert dabei aber immer wieder die Ruhelage.

Die Konstanten kénnen jeweils noch benutzt werden, um die vorgegebene Anfangsaus-
lenkung und Geschwindigkeit zu beriicksichtigen.

Aufgabe 6

a) Seien ag,ay,...,a, reelle Zahlen, so dass fiir alle x € R gilt

n

d —
g a;x’ = 0.
j=0

Wir miissen zeigen, dass alle a; gleich Null sind. Nun steht auf jeder Seite der
Gleichung eine Potenzreihe (0 = >0 - 27). Nach dem Idenditéitssatz sind alle
Koeffizienten gleich, also gleich Null.



b)

Nach Teil a) ist {po, p1,p2,p3} als Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge
selber auch linear unabhéngig. Jedes Polynom p vom Grad< 3 ldt sich schreiben
als p(r) = ax® + ba? + cx + d, also gilt p = dpy + cpy + bps + aps. Folglich erzeugt
{pPo,p1,p2,p3} den ganzen P;.

Wir zeigen induktiv, dass fir N € {1,2,...,n} die Menge {eM® e*2® .. . e*v2}
linear unabhiingig ist. Der Induktionsanfang (N = 1) ist klar, da e nicht die
Nullfunktion ist. Im Induktionsschritt reicht es, zu zeigen, dass sich e*® nicht
linear kombinieren 1it durch eM®, e?2® . e*N-17 Annahme, dies ginge doch, so
gibe es a; € C mit

fiir jedes x € R. Diese Gleichung konnen wir auf beiden Seiten ableiten, oder auch
auf beiden Seiten mit A\, mulitplizieren. Wir erhalten die bedien Gleichungen

N-1 N-1
E \ja;eNT = \,eM E Ana;eM® = \etn®.
j=1 j=1

Ziehen wir die erste von der zweiten Gleichung ab, so erhalten wir

=

-1
()\n - )\j)ajew =0.

1

J

Da A, # M1, zeigt dies, dass {eM®, e*2® . eM-17} linear abhingig ist, ein Wi-
derspruch zur Induktionsvoraussetzung.

Aufgabe 7 7 und ¥y spannen einen zweidimensionalen Raum auf, da sie lin. un-
abhéngig sind. Die lineare Hiille von @ und von ¢ hat maximal dimension 2. Da
7,y € Lin(u, v), wissen wir

Lin(#, ¢) C Lin(Lin(«, ¥)) = Lin(4, 0).

Wenn ein zweidimensionaler Raum Teilraum eines maximal zweidimensionalen Raums
ist, so miissen beide Rédume gleich sein. Also gilt:

i, 7 € Lin(@, ) = Lin(&, 7).

Das bedeuted, dass sich # und ¢ linear durch Z und ¢ aufspannen lassen.

Alternative (rechnerische) Losung:

Nach Voraussetzung existieren xi, xo, y1,y2 € R mit

T=mxU+ 220 und ¢y =y U+ yoU.

Wir zeigen hier, dass sich @ als Linearkombination von ¥ und ¢ darstellen lédsst; vollig
analog kann man zeigen, dass dies auch fiir v gilt.



Ist o = 0, so gilt ¥ = x1u. Da 7,y linear unabhéngig sind, kann Z nicht der Nullvektor
sein. Folglich ist 27 # 0 und somit @ = x—llf ein Darstellung von # als Linearkombination
von 7 und ¢/.

Ist o # 0, so multiplizieren wir die obigen Darstellungen von 7 und ¢ mit y, bzw. xs:
Yo = T1YoU + ToypU und X9y = Xay1U + T2YaU.
Dann ziehen wir diese Gleichungen voneinander ab:
Yo' — T2y = (T1Y2 — T2y )U.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von ',/ und wegen x5 # 0 steht hier links nicht der
Nullvektor, also muss x1y, — z2y; # 0 gelten, und die Division durch diese Zahl liefert
die gewiinschte Darstellung von .

Aufgabe 8 a) Die Aussage ist richtig: Da die Gleichung fiir alle y € V' gilt, also
insbesondere fiir y = x, haben wir (x,z) = 0. Nach Definition des Skalarprodukts kann
dies aber nur fiir x = 0 der Fall sein.

b) Die Aussage ist falsch: Wir betrachten den Vektorraum V := C?. Dort sind # := ¢;
und ¢ := €5 linear unabhéngig, und genauso 7 und 2" := é5. Die Vektoren ¢ und 2 sind
jedoch nicht linear unabhéngig, denn v — 2" = 0.

c) Die Aussage ist wahr: Wére ndmlich L(zy,...,z,) =V, so hitten wir (y,z) = 0 fir
alle x € V. Aus a) folgte dann unmittelbar y = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung.

d) Die Aussage ist falsch: Man betrachte V := C! mit z := 0, y := 0 und 2z := 1.

Aufgabe 9 a) 0= _, dnm mit dy=1, d,, =0 sonst.

b) Die rechte Seite ist sicherlich eine Teilmenge der linken. Es reicht zu zeigen, dass a;
in der rechten Menge liegt, da damit auch gilt

Lin(ag, as, ..., a,) = Lin(Lin(as, as, . .., ay)) 2 Lin(ay, as, as, ..., ap).

Nach Voraussetzung gilt > 7", Aja; = —Aa; und A, # 0, folglich

c) Es reicht zu zeigen, dass wir jedes der drei Basiselemente €; durch die b; kombinieren
konnen. Dies ist nicht schwer: €] = by — by, €3 = b3 — by, é5 =0y —é1 = by — (bg — by) =
by — bs + bs.
d) Wir kénnen einfach einsetzen

_|_

@ = 46, + 663 + 3¢5 = 4(by — by) + 6(by — by + bs) 4 3(bs — by ) = 3by + 2bs + 1b3.

~—

Wir konnen auch schreiben d =

— N W



Aufgabe 10 a) aa™' =eaa™ = (aa™)taa  aa™! = (aa™) taca™! = (aa7!) taa™t =

e.
b) Mit Aufgabenteil a) erhalten wir ae = aa™'a = ea = a.

c) Es gelte ba = e und ca = e, d.h. b und ¢ sind inverse von a. Dann gilt nach Teil a)
auch ac = e, folglich erhalten wir mit Aufgabenteil b): b = be = bac = ec = ¢.



