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1. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Zeigen Sie mittels Wahrheitstafeln, dass fiir beliebige Aussagen A, B und C gilt:
a) “(AVvB) & (FA)A(=B) und —(AAB) & (-A)V (-B);

b) AAN(BVC) & (AAB)V(AAC) und AV (BAC) & (AVB)A(AVO);
c) [AeB] & [(AAB)V((-mA)A(=B))].

Machen Sie sich bei a) und b) klar, was Sie gezeigt haben, indem Sie fiir A, B und C
konkrete Aussagen einsetzen.

Aufgabe 2
Negieren Sie folgende Aussagen:

a) Alle Karlsruher fahren mit dem Fahrrad und der Strafienbahn.
b) Ich gehe immer ins Kino, wenn “Herr der Ringe” oder “James Bond” laufen.
c) Wenn morgen schones Wetter ist, gehen alle Studierenden in den Schlossgarten.

d) Es gibt einen Menschen, dem Mathematik keinen Spaff macht.

Aufgabe 3
Betrachten Sie die beiden Aussagen K: ,Peter hat kein Kind“ und 7" ,Peter hat keine
Tochter“. Was ldsst sich iiber die Aussagen K = T bzw. T' = K sagen?
Aufgabe 4
Fiir jedes 5 € N sei die Menge
S; :={x : x studiert in Karlsruhe und ist im j-ten Hochschulsemester }

gegeben. Weiter seien F, P bzw. G die Mengen der Elektroingenieurwesen-, Physik- bzw.
Geodésie-Studierenden in Karlsruhe. Driicken Sie folgende Mengen mittels S;, £/, P und G
aus:

a) Die Menge all derer, die in Karlsruhe im ersten Hochschulsemester sind und Physik
studieren.

b) Die Menge aller Karlsruher Studierenden, die im ersten oder dritten Hochschulsemester
sind, aber nicht Elektroingenieurwesen studieren.

c) Die Menge aller Studierenden in Karlsruhe.

— bitte wenden —
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Aufgabe 5

Seien My, My und M3 Teilmengen einer Menge M. Zeigen Sie:
a) My CM, & M\ My,CM\ M.

b) M; C My und My C M3 = M; C M.

c) die Aquivalenz folgender Aussagen:
i) M, C My; ii) My N My = My, iii) My U My = M.

Aufgabe 6

a) Gegeben seien die Mengen M; = {2,4, 7} und My = {2,4,8,9}. Geben Sie jeweils eine
injektive, eine nicht injektive, eine surjektive und eine nicht surjektive Abbildung von
M nach M, bzw. von M, nach M; an. Existieren auch bijektive Abbildungen?

b) Esseien X, Y und Z Mengen sowie f : X — Y und ¢ : Y — Z Funktionen. Weiter sei
h = go f die Komposition von f und g¢. Zeigen Sie
i) Sind f und g bijektiv, so ist auch h bijektiv.
ii) Ist h surjektiv und g injektiv, so ist f surjektiv.

Aufgabe 7 (P)

Sei M eine Menge. Fiir My, My C M definiere die symmetrische Differenz von M; und M,
durch
Ml A M2 = (Ml \ Mg) U (M2 \ Ml) = (Ml U Mz) \ (Ml N Mg)

Zeigen Sie:

a) M; A M; =0 fiir alle M; C M.

b) M; A () = M, fiir alle M; C M.

c) M; A (My A Ms)= (M A My) A M fir alle My, My, M3 C M.

Hinweis: Machen Sie sich anhand einer Skizze klar, was die Operation A bewirkt.

Aufgabe 8 (P)

Es seien A(x) und B(z) Aussagen, die von der Variablen z abhéngen. In der Aussagenlogik
werden die Quantoren V, 3 ohne Bezug auf Mengen eingefiihrt: Va : A(z) bzw. 3z : B(x).
Der Ubergang zur Schreibweise mit einer Menge M erfolgt durch die Definitionen

Ve e M : A(x) = Ve:x e M = A(x),
dx € M : B(x) = dx:x € M A B(x).
Zeigen Sie:
a) ~(VzeM:A(x) & JveM:-Ax);
b) —(3z €M :B(z)) & VoeM:-B(z).

Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 4,5 a),6 und 7 a), b). Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Lésungsvorschlige zum 1. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a) Um den ersten Teil einzusehen, betrachten wir eine Wahrheitstafel:

A|B|AVB|-(AVB)|-A|-B | (-A) A (-B)
W w W f f f f
w | f w f f w f
f|w w f w f f
f|f f w w w A4

Die vierte und die siebte Spalte sind gleich; die entsprechenden Aussagen haben also un-
abhingig von den Wahrheitswerten von A und B stets den gleichen Wahrheitswert, und
damit ist 7(AV B) < (=A) A (—B) bewiesen.

Nun zum zweiten Teil: Dabei benutzen wir, dass D < ——D fiir jede Aussage D gilt (siehe
Abschnitt 1.3 der Vorlesung). Wir erhalten

-AV-B & —=(-AV-B).

(Um Klammern zu sparen, schreiben wir hier =A V =B statt (—A) V (-B); auch im folgenden
lassen wir solche Klammern im Zusammenhang mit — weg.) Aufgrund des schon bewiesenen
Teils konnen wir ein — ,,in die Klammer hineinziehen“:

—~~(~AV -B) & =(-~AA-—-B) & —(AAB).

Damit ist auch der zweite Teil der Behauptung gezeigt.

Es sei A die Aussage ,,Ich bin dick“ und B die Aussage ,,Ich bin gliicklich®. Dann haben wir
gezeigt, dass die Negation der Aussage ,Ich bin dick oder gliicklich® lautet: ,Ich bin diinn
und ungliicklich“. Und wir haben gezeigt, dass die Negation der Aussage ,,Ich bin dick und
gliicklich* lautet: , Ich bin diinn oder ungliicklich“.

b) Den ersten Teil der Behauptung liefert die folgende Wahrheitstafel:

A|B|C|BVC|AANBVC)| ANB|ANC | (ANB)V(AANQC)
w|lw|w w w w w w
w|w| f w w w f w
w| f|w w w f w w
w| f|f f f f f f
flw|w w f f f f
f|w|f w f f f f
f|f|w w f f f f
f|f|f f f f f f
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c)

Den zweiten Teil zeigen wir mit der gleichen Methode wie eben: Wir verwenden D = ——=D
und das in a) und b) schon Bewiesene.

AV (BAC) & —=(AV(BAQ)) 2 —(=AAN=(BAC)) 2l —(=AA (-BV-C))
B (FAN-B)V(mAA-0) B (AN -B) A (A A -C)
2 (AvBIA(AVO)
Damit ist gezeigt: ,,Das Wetter ist schon und ich bin dick oder gliicklich® ist genau dann
wahr, wenn ,,Das Wetter ist schén und ich bin dick®“ oder ,,Das Wetter ist schon und ich bin
gliicklich® wahr ist. Und: ,Das Wetter ist schon oder ich bin dick und gliicklich“ ist genau

dann wahr, wenn ,,Das Wetter ist schon oder ich bin dick® und ,, Das Wetter ist schén oder
ich bin gliicklich® wahr ist.

Wir stellen eine Wahrheitstafel auf (die Tafel fiir < ist aus der Vorlesung bekannt):

A|B|AsB|AAB|-A| =B | (mA)A(=B) | (AAB)V ((-A) A (=B))

w| W W w f f f w

w | f f f f w f f

f|w f f w f f f

f|f w f w w w w
Aufgabe 2

a)

b)

Die Aussage ,,Alle Karlsruher fahren mit dem Fahrrad und der Straflenbahn“ entsteht aus
den beiden Teilaussagen

A :  Alle Karlsruher fahren mit dem Fahrrad.“
B : ,Alle Karlsruher fahren mit der Straflenbahn.*

mittels der logischen Verkniipfung A (und). Negation ergibt
~(AAB) & (=4)V(=B),
also lautet die Negation obiger Aussage

,Es gibt einen Karlsruher, der nicht mit dem Fahrrad fahrt,
oder es gibt einen Karlsruher, der nicht mit der Stralenbahn fahrt“

bzw. kurz

»Es gibt einen Karlsruher, der nicht mit dem Fahrrad oder nicht mit der Straflenbahn fahrt.

Betrachten wir die drei Aussagen

A : ,Im Kino lduft Herr der Ringe*,
B : ,Im Kino lduft James Bond“,
C : ,Ich gehe ins Kino“,

dann entspricht die Aussage ,,Ich gehe immer ins Kino, wenn Herr der Ringe oder James Bond
laufen“: (AV B) = C. Wegen (E = C) & (—EVC) ist

-((AvB)=0C) & =(=(AvB)VvC) < ((AvB)A-C).
=F =F

In Worten: ,,Im Kino lief ein Herr der Ringe- oder ein James Bond-Film, und ich bin (dennoch)
nicht ins Kino gegangen®.



Es sei A die Aussage ,,Morgen ist schones Wetter“ und B die Aussage , Alle Studierenden
gehen in den Schlossgarten®, dann miissen wir A = B verneinen. Es gilt:

~(A= B) & =((=A)VB) & (=(=A)A(-B)) < AA(-B).

Somit lautet die Negation des Satzes: ,Morgen ist schones Wetter, und es gibt einen Studie-
renden, der nicht in den Schlossgarten geht“.

d) Wir wollen 3z mit A(z): B(z) negieren, wobei die Aussageformen A(x) und B(z) durch
A(z) : ,x ist ein Mensch.“
B(x) : ,Mathematik macht = keinen Spaf.“
gegeben sind. Wegen —(3z mit A(z): B(z)) < (Vo mit A(z): =B(z)) ist die Negation der
urspriinglichen Aussage: ,,Allen Menschen macht Mathematik Spaf3“.
Aufgabe 3

Offenbar gilt: Wenn wir wissen, dass Peter kein Kind hat, wissen wir insbesondere, dass er keine
Tochter hat. Also ist die Aussage K = T stets wahr.

Betrachten wir nun 7' = K. Nach Definition von = ist diese Aussage wahr, falls T falsch oder K
wahr ist. Falschheit von T bedeutet ,,Peter hat eine Tochter“. Die Aussage T' = K ist also wahr,
falls Peter eine Tochter oder aber gar keine Kinder hat; sonst ist sie falsch.

Aufgabe 4

a)

b)

c)

Die Menge all derer, die in Karlsruhe im ersten Hochschulsemester sind und Physik studieren,
lasst sich ausdriicken durch

{x:xESl/\xeP}zslﬂP.

Die Menge aller Karlsruher Studierenden, die im ersten oder dritten Hochschulsemester sind,
aber nicht Elektroingenieurwesen studieren, ist gleich

{z:(@eSiveeSs)Ae¢E}={z:xeSUSsnz¢ E}=(S5US3)\E.
Die Menge aller Studierenden in Karlsruhe entspricht

{x:xESlv:UESQVxESg\/$€S4\/...}:{x:E!jEN:J:ESj}:USj.
jeN

Aufgabe 5

Gegeben seien eine Menge M sowie Teilmengen My, Ma, M3 von M.

a)

Um die Aquivalenz My C My < M\ My C M\ M; zu zeigen, weisen wir die Giiltigkeit der
Implikationen My C My = M\ My C M\ My und My C My < M\ My C M \ M nach.

,="“ Es gelte My C Moy, sei also jedes Element von M; auch in My enthalten. Wir miissen
nun zeigen: M \ My C M \ M; (bzw. in Worten: Jedes Element von M, das nicht in My liegt,
liegt auch nicht in M;.)

Jedes Element der Menge M \ Mj ist nicht in My und damit erst recht nicht in Mj; folglich
liegt es in M \ My. Also gilt M\ My C M \ M.

<= Es gelte M \ My C M \ M. Zu zeigen ist My C My.

Nach der Voraussetzung M \ My C M \ M; liegt jedes Element von M, das nicht in My liegt,
auch nicht in M;. Dann ist notwendigerweise jedes Element von M; auch in Ms, da es ja
sonst nicht in M liegen wiirde. Also ist My C Ms.



b)

Es gelte My C My und My C M3. Um M; C M3 zu zeigen, miissen wir begriinden, warum
jedes Element aus Mj auch in Ms liegt. Sei hierzu x € M; beliebig. Wegen M; C M> liegt x
auch in My und aufgrund von My C M3 ist x auch in M3 enthalten.

Da = € M beliebig war, haben wir eingesehen, dass jedes Element aus M; ebenfalls in M3
liegt, d.h. M7 C Ms.

Die Aquivalenz der drei Aussagen i), ii), iii) erhalten wir am geschicktesten aus der Implika-
tionskette ,,i) = ii) = iii) = 1)“.

»1) = 1i)“: Es gelte M7 C Ms. Um nun die Gleichheit der beiden Mengen M; N My und M;
zu zeigen, brauchen wir nur die eine Inklusion M; C M; N My einzusehen (die umgekehrte
Inklusion gilt ohnehin). Sei dazu x € M;. Wegen My C Ms ist auch x € Ms. Dann ist aber x
sowohl in M; als auch in M, also in My N M.

,i1) = iii)“: Hier miissen wir unter der Voraussetzung M; N My = M; nur die Inklusion
M1 U My C My nachweisen. Sei also x € My U Ms. Ist © € Mo, so ist nichts zu zeigen. Ist
x € My = My N Mo, soist x € My, was zu zeigen war.

,iii) = 1)“: Sei hierzu x € M;. Dann ist jedenfalls z € My U My = M.

Aufgabe 6

a)

b)

Fine injektive Abbildung ist beispielsweise gegeben durch f; : My — My, 2 — 2,4 +— 4,7 — 8.
Nicht injektiv ist z.B. fo : My — Moy, 2 — 2,4 — 2,7 — 8. Beide Abbildungen sind nicht
surjektiv. Surjektive Abbildungen und damit auch bijektive Abbildungen von M; nach My
gibt es nicht, weil M> mehr Elemente als M; enthélt.

Aus dem gleichen Grund existiert keine injektive Abbildung My — M. Ist etwa g1 : My — Mj,
22,4+ 28— 2und 9 — 7, so ist g; nicht surjektiv. Definiert man z.B. go : Ms — M,
2+—2,4— 2 8+—4und 9 — 7, dann ist go surjektiv.

i) Die Funktionen f: X — Y und ¢g: Y — Z seien bijektiv, d.h. injektiv und surjektiv.
Um die Bijektivitdt von h := g o f zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass h sowohl
injektiv als auch surjektiv ist.

Zuerst zeigen wir, dass h injektiv ist, dass also fiir alle x1,xo € X gilt:

Aus x1 # x4 folgt h(x1) # h(x2).

Seien 1, z9 € X mit x1 # xo beliebig. Zu zeigen ist h(xz1) # h(x2).
Wegen der Injektivitit von f gilt dann f(z1) # f(z2). Wegen der Injektivitéit von g folgt
daraus aber g( f (ml)) + g( f (:Uz)), und nach Definition der Komposition bedeutet dies
gerade h(z1) # h(z2).
Jetzt miissen wir noch die Surjektivitéit von h zeigen; diese folgt aus der Surjektivitét
von f und g. Zu zeigen ist h(X) = Z, also:

Zu jedem z € Z existiert ein x € X mit h(x) = 2.

Sei dazu z € Z beliebig. Wir suchen nun ein z € X mit h(z) = z.
Da g surjektiv ist, existiert zu z ein y € Y mit g(y) = z. Da f surjektiv ist, gibt es zu
diesem y € Y ein € X mit f(z) = y. Es folgt:

h(z) = g(f(x)) = g(y) = 2.

ii) Es seien h = go f surjektiv und g injektiv. Wir wollen zeigen, dass dann f surjektiv ist.
Sei dazu y € Y beliebig. Nun miissen wir begriinden, warum es x € X mit f(x) = y gibt.

Wir betrachten ¢g(y) € Z. Da h : X — Z surjektiv ist, existiert zu g(y) € Z ein x € X
mit

9(y) = h(z) = g(f(2))-
Wegen der Injektivitit von g folgt hieraus y = f(x) und damit die Surjektivitéit von f.



Aufgabe 7 (P)

Sind M7 und My Teilmengen vom M, so entspricht M7 A Ms der dunkel markierten Menge im
nachstehenden Diagramm:

b)

M Mo

Fiir jedes M7 C M gilt gem&fl Definition von A

M1AMl:(Ml\Ml)U(Ml\Ml):Q)U@:@

Fiir eine beliebige Teilmenge M; von M ist

My AQ=(MN\D)U@D\M)=DMUD= M.

In dieser Aufgabe sollen wir die Assoziativitdt der Abbildung A : Pot(M) x Pot(M) —
Pot(M), (My, M3) — M; A Ms zeigen, also

My A (M2 A Mg) = (Ml A MQ) A My  fiir alle My, My, M3 € POt(M)

Es seien M1, My, M3 C M. Wie wir uns graphisch iiberlegen kénnen, entspricht sowohl
My A (My A Ms) als auch (M; A My) A Ms der im nachstehenden Diagramm dunkel
markierten Flache:

M, My

My

Demzufolge sind die Mengen M7 A (Ma A M3) und (M; A M) A Ms gleich; es gilt

M; A (M A Ms)
= (Ml \ (M2 U Mg)) U (M2 \ (Ml U Mg)) U (Mg \ (M1 U Mg)) U (Ml N MsN Mg)
= (M1 A M) A Ms.

Ein Element z € M; U My U M3 gehort also genau dann zu M; A (My A Ms)
= (M7 A M) A Ms, wenn x nicht in genau zwei der drei Mengen M;, Ms, Ms liegt.

Auf dieses Ergebnis kénnen wir auch ohne graphische Uberlegungen kommen, indem wir die
folgenden acht Féille unterscheiden:

Fall 1: x € M7 N My N Ms.
Dann ist x € M} und x ¢ Ms A M3 und damit = € My A (My A Ms).
Ferner ist © € M3 und = ¢ M; A My, woraus x € (M7 A Ms) A Ms folgt.



Fall 2: x € My \ (MaU Ms), also x € My und = ¢ My U Ms.

Da z nicht in MyUM3 liegt, gehort = auch nicht zu My A Ms. Somit ist x € M\ (My A Ms) C
My A (M A Ms).

Wegen x € M; \ My ergibt sich x € M; A Ms. Aufgrund von = ¢ Ms erhalten wir hieraus
S (M1 A Mz) A Ms.

Fall 3: x € Msy \ (Ml U Mg)

Da z in M5 enthalten ist, aber weder in M; noch in Mj liegt, folgen x € My A My und
x € My A Ms. Daraus schlieen wir, dass x € (M7 A M) A M3 bzw. My A (My A Ms) gilt,
weil x zu (M A My) \ M3 bzw. zu (M2 A Ms) \ M; gehort.

Fall 4: x € M3 \ (Ml @] Mg).

Dieser Fall entspricht dem zweiten mit vertauschten Rollen fiir A7 und Ms.

Fall 5: x € (M1 N M) \ Ms, also x € M1 N My und = ¢ Ms.

Wegen © € My N My ist x ¢ My A Ms. Nun liegt x auch nicht in Mj3, folglich erhalten wir
T ¢ (M1 A Mz) A M3.

Wegen = € M; und x € My A Ms, liegt « nicht in My A (My A Ms).

Fall 6: x € (Ml N Mg) \ M.

Dieser Fall entspricht dem fiinften mit vertauschten Rollen fiir Ms und Ms.

Fall 7: x € (MQ N Mg) \ M.

Dieser Fall entspricht dem fiinften mit vertauschten Rollen fiir M7 und Mj.

Fall 8: x € M\ (Ml U My U Mg)

Hier ist sofort klar, dass « weder in (M7 A M) A Mz noch in My A (Ms A Ms) liegt.

Aufgabe 8 (P)

a) Mit Hilfe von =(Vz : A(z)) < 3z :-A(z) und den Regeln aus Abschnitt 1.3 der Vorlesung
erhalten wir:

r Def.

(Vo e M : A(x)) ™ (Vo2 € M = A(z))
Jz:—(z e M = Ax))
3z = (=(z € M)V Az))
Az ——(x € M) A—-A(z)
Jr:xe MA-A(x)

dr e M : -A(x).

s ¢ ¢ T Og

o]
@
=

b) Wir schreiben die rechte Seite unter Verwendung der Regeln aus Abschnitt 1.3 um und be-
nutzen den a)-Teil:

Ve € M :—B(z) & —(=(Vz € M : —B(z)))
4 ~(3z € M : =(-B(x)))
& —|(E|at eM: B(a?))

Alternativ hétten wir analog wie im a)-Teil argumentieren kénnen.
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2. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Fiir ¢ € {1, 2,3} seien die Abbildungen f; : D; — R definiert durch
1 r+1
fl(x)zx—l’ fz(x):x_l, f3x) =2 +z+1

a) Bestimmen Sie fiir jede Abbildung f; den maximalen Definitionsbereich D; C R sowie
den Bildbereich f;(D;).

b) Welche Abbildungen sind injektiv? Geben Sie zu den injektiven Abbildungen jeweils
die Umkehrabbildung an.

c) Welche Kompositionen f; o f; sind erlaubt? Ist f5 o (f; o f3) erlaubt?
d) Geben Sie die Abbildung f; o fo explizit an.

Aufgabe 2
Bestimmen Sie alle x € R mit
a) |r—4|=|z+1f; b) [2z]| > |5 — 2x|;
c) |2—-12—z|| <1 d) |z+1]+|z—1]>2;
3T 1
< dz?; f) 224+ -—>1.
) Ty <4 I
Aufgabe 3
Beweisen Sie, dass fiir alle z,y € R gilt:
S O - I
Ltle+yl ~ 14fz[+ly] ~ 14+]z] 14|y
Tipp: Verwenden Sie - = ¢==4 =1 — - fiir a # —1.
b) max{x,y}:x—i_y—;'x_y’ und min{x,y}:$+y_2|$_y|.

Aufgabe 4

Entscheiden Sie jeweils, ob die Mengen Supremum, Infimum, Maximum bzw. Minimum be-
sitzen. Bestimmen Sie gegebenenfalls diese Werte.

a) {#?—z+2:z€eR} b) {(-1)"+1:neN}

1 2
! crcn) o {2 een)
c) {x—|—$ <z ) T2 T €

— bitte wenden —


mailto:peer.kunstmann@math.uni-karlsruhe.de
mailto:matthias.uhl@math.uni-karlsruhe.de

Aufgabe 5

Die Mengen A und B seien beschrankte, nichtleere Teilmengen von R. Zeigen Sie, dass dann
auch A+ B:={a+b:a€ Aundb € B} ={x : Ja € Ab€ B:x = a+b} eine
beschréankte Menge ist und

sup(A+ B) =supA+supB  sowie inf(A+ B) =inf A +inf B
gelten.

Aufgabe 6
a) Bestimmen und skizzieren Sie die folgende Teilmenge von R?%:
3 4
U [2j,2j+1) < (2(j—1),2j—1 .
j=0 j=1
b) Fiir jedes j € N sei das Intervall M; := [—%7 %] C R gegeben. Zeigen Sie:
() M; ={0}.
jeN
Aufgabe 7 (P)

Fiir Elemente (21, z2) und (y;,y2) der Zahlenebene R? sei die Verkniipfung * : R? x R? — R?
definiert durch:

(1, 22) * (Y1, y2) == (T1y1 — T2y, T1Y2 + Tat).-
a) Uberpriifen Sie, ob * dem Assoziativ- bzw. dem Kommutativgesetz geniigt.

b) Bestimmen Sie das neutrale Element beziiglich der Verkniipfung %, d.h. das Element
(e1,e9) € R?, fiir das (z1,12) * (€1, e2) = (x1,12) fiir jedes (71, z5) € R? erfiillt ist.

c) Berechnen Sie fiir alle Elemente (z1,15) € R?, fiir die dies méglich ist, das zugehorige
inverse Element (x1,22)”" beziiglich der Verkniipfung x, d.h. das Element, fiir das
(w1, 22) * (21, 79) 7L = (€1, e9) erfiillt ist.

Aufgabe 8 (P)

Es seien X, eine n-elementige Menge (n € N) sowie S, := {f : X, — X,, : f bijektiv}.
GeméB Vorlesung bildet S,, beziiglich der Hintereinanderausfithrung ,,o* eine Gruppe (.S, o),
die sog. symmetrische Gruppe. Zeigen Sie:

a) (5,0) ist abelsch. b) (Sy,o) ist nicht abelsch fiir alle n > 3.

Wichtige Termine im Wintersemester 2008 /2009

Ubungsklausur zu HM I:  Samstag, 31.01.2009, 08:00 - 10:00 Uhr
Klausur zu HM I: Montag, 16.03.2009, 08:00 - 10:00 Uhr

Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 1, 3, 5 und 7 a). Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Lésungsvorschlige zum 2. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a) Der Ausdruck fi(z) = —L; ist iiberall da definiert, wo der Nenner nicht verschwindet, also
Dy =R\ {1}.
Der maximale Definitionsbereich von fo(z) = L2 ist ebenfalls Dy = R\ {1}.

Polynome wie f3(z) = 22 + x + 1 sind auf ganz R definiert, also D3 = R.

Zur Bestimmung der Bildmenge f1(D1) von f; setzen wir die Abbildung f; aus zwei Abbil-
dungen zusammen. Seien

s R\ {0} — R\ {0}, xH% and £ R\ {1} >R\ {0}, 2 L.
Dann sind sowohl s als auch t_; bijektiv [s injektiv: Vzi, 20 € R\ {0} : 1 # @0 = 1/x1 #
1/x9 = s(x1) # s(x2); s surjektiv: Sei y € R\{0}. Fiir z := 1/y € R\ {0} gilt s(x) = s(1/y) =
y. t—q injektiv: Vo, xe € R\ {1} : 21 # 29 = 21 — 1 # 20 — 1 = t_1(x1) # t_1(x2); t_1
surjektiv: Sei y € R\ {0}. Fiir z :=y+1 e R\ {1} gilt t_1(z) =t_1(y+1) = (y+1)—1=1y]
Nach Aufgabe 6 b) i) vom 1. Ubungsblatt ist sot_1 : R\ {1} — R\ {0} bijektiv. (sot_ ist
erlaubt, weil ¢_;(R\ {1}) = R\ {0} und s hierauf definiert ist!) Da fiir alle z € R\ {1}

1

sot_1(z) =s(t-1(z)) = s(z — 1) = — = ful2)

gilt, folgt
SiRA\A{1}) = (sot_1)(R\{1})) = R\ {0}.

Fir fo(z) = ﬁ—ﬂ ist folgende Umformung sehr hilfreich

z+1 r—1+42 2
foz) = = =

r—1  z-1
Wegen

ye h(R\{1}) & TweR\{1}: y=fh@) 2 1+2 fi(2)

B e R\ {1} : y2;1:f1(x)

Lol e AR\ (1) =R\ {0}
< yeR\{1}

3

Bei f3(x) = 2% + x + 1 ist eine quadratische Ergiinzung giinstig:
1 1 1\2 3
x2+x+1:x2+x+1—1+1: <x+§> + 1
Der Graph der Funktion R — R, z ~— (z + 3)? ist eine nach oben gedffnete Parabel, ihr
Bildbereich ist also die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen {y € R : y > 0} = [0, 00).
Fiir die Bildmenge von f3 erhalten wir

f3(D3) = {yeR:y> z}: E,oo).
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b)

d)

Im a)-Teil haben wir bereits gesehen, dass fi injektiv ist. Alternativ: fy ist injektiv, denn fiir
alle z,y € D) mit x # y gilt

r#y & r—1#y—1 s xil#yil & filz) # fa(y).

Die Abbildung fy ist ebenfalls injektiv. Dies folgt aus der Injektivitdt von f; und (1), denn
fir alle z,y € R\ {1} gilt

r#y & fil@)# Al) & 1+2-fl@)#1+2-fily) & f(2) # f(y)
Wegen f3(—1) =1 = f3(0) ist f3 nicht injektiv.

Nun zu den Umkehrabbildungen: Eine injektive Abbildung f : X — Y besitzt keine Umkehr-
abbildung, wenn die Zielmenge Y echt grofler als die Bildmenge f(X) ist. Wir betrachten
daher die Abbildung f : X — f(X) (diese ist automatisch surjektiv!); dies ist eine bijektive
Abbildung, welche wir umkehren kénnen. Im folgenden seien also f; : D; — fi(D;).

Die Umkehrabbildung von f; =sot_;: R\ {1} — R\ {0} ist nach Satz 3.6 gegeben durch
(f1) ' =(s0t-1) P =(t-1)Tos L.
Definieren wir
t1 : R\ {0} = R\ {1}, z—ax+1,
so sind die Abbildungen ¢_; und t; einander invers, denn es gilt
tiot_1(z)=t1(t—1(z)) =ti(z—1)=(x—-1)+ 1=z fir alle z € R\ {1},
togoti(z)=t_1(t1(z)) =t1(z+1)=(x4+1)—1==x fiir alle z € R\ {0}.
Die Abbildung s ist wegen s o s(z) = s(s(z)) = 7 = z fiir alle x € R\ {0} zu sich selbst

invers, d.h. s7! = s. Hiermit erhalten wir

(fi) ' =(t—1)tos Tt =ti0s,

also
() fi(D1) = D,y (0 8)(y) = ta(s(y)) = t1<;> - ; t1= “;y

Zur Bestimmung von (f2) ™! losen wir die Gleichung f1(z) = y nach z auf (hier sind x € Dy =

R\ {1},y € fa(D2) = R\ {1}):

1
$+1:y & rz+l=yl-1) < zl-y)=-y-—-1
Tz —
—y—1 y+1
- = .
e | = f2(y)

Also ist fo ihre eigene Umkehrabbildung: (f2)~! = fa.
Erlaubt sind genau die Kompositionen f; o f; mit f;(D;) C D;. Hier sind dies:

fzofi, fsofa fzofs, feofa, fiofo

Alle anderen sind nicht erlaubt.

Wegen 2 € f(Ds3) und f1(2) =1, aber 1 ¢ D ist fa o (f1 o f3) nicht erlaubt.

Es ist

frofe: BA(} =B, o k) = f(507) = g = mray =



Aufgabe 2
a) Es gilt

lt—4l=|z+1 & @—-42=@+1)? o 22-8r+16=a>+22+1

DO o

& 10x=15 < =

Alternativ fithren auch geometrische Uberlegungen zum Ziel: Gesucht sind diejenigen z € R,
die denselben Abstand zu 4 wie zu —1 haben, d.h. x liegt genau in der Mitte: x = w = %

Eine weitere Alternative besteht darin, die Fallunterscheidung = € (—oo,—1], z € (—1,4],
x € (4,00) durchzufithren, um die Betrige aufzulosen. . .

b) |2z| > |5 — 2z| besagt, dass notwendig x # 0 sein muss. Fiir x € R\ {0} gilt aber

5—2 5—2 5
22| > |b — 22| < el & —1< Tl & 0<2<2
2z 2z 2z
~—
-5 _7
2x
= 2 >1 = >
5 2 4
c) Esist
2—-2-2z||<1 & —-1<2—-2—-2z|<1 & -=-3<-]2—z/<-1
& 1<]2-2/<3 & 1<2—-2<3 oder —3<2—2< -1
< —1<—2<1 oder —5<—2<-3 & —-1<z<1 oder 3<z<5b

& ze[-1,1U[3,5].
d) Wir unterscheiden drei Fille:
1. Fall: x € (—o0,—1). Mit |z + 1| = —(x + 1) und |z — 1| = —(z — 1) ergibt sich
|z + 1|+ |z — 1] = —2=.

Deshalb gilt
le+1+z—-1>2 & —-2r>2 & z<-1

2. Fall: z € [-1,1). Hier ist [t + 1| =2+ 1 und |z — 1| = —(x — 1), also
|z + 1|+ |z — 1] =2.

Demzufolge lautet in diesem Fall die Ungleichung: 2 > 2. Diese ist unlosbar.

3. Fall: x € [1,00). Wegen |z + 1| =z + 1 und |z — 1| =z — 1 folgt
e+ 1]+ |z — 1| =2z

und damit
le+1l+]z—-1>2 & 2r>2 < zx>1.

Zusammenfassend haben wir:

lt+1|+]z—1>2 & x<-loderz>1 <& z€(—o00,—1)U(1,00).



e)

f)

Wir fithren eine Fallunterscheidung durch.

1. Fall: x < 0. Dann ist |z| = —z, und es gilt
3z 2 2 3 2
—— <4dz® & J<d(l-z) & 0<—42°+42° -3z
1+ |z
3 1\2 1
el erd) o <ol
& 0<—dzx(x :B+4 & 0< 4z 5 —1—2
—_—
>3>0

& 0< -4 & z<0.

2. Fall: x > 0. Dann ist |z| = z, und es gilt

3T

1+|‘<4x2 & 3r<4r®(l+z) & 0<42’ +42° -3z
x

9 3 1\2
o 0<4x(:L' +:c—1> PN O<4:v[(x+§) —1}
1\ 2
o 4z>0 und <x+§> 10
1
< >0 und ‘x+f‘>1
2
1 1
< >0 und <x+§>1 oder 5L‘+§<—1)
1 3
< >0 und <x>§ oder ZL‘<—§)
1

< T> .
2

Demzufolge gilt

1+|z‘ < 4z genaufuerRm1t:c<Oodera:>2

Auf keinen Fall kommt z = 1 in Frage, denn die Division durch 0 ist nicht definiert. Ansonsten
multiplizieren wir die Ungleichung mit 1 — z. Dabei miissen wir zwei Fille unterscheiden:
1. Fall: Sei zundchst 1 — x > 0, also x < 1. Multiplikation mit 1 — = liefert
1
2wt ——>1 2e(l—xz)+1>21-2 & 20—-22°+1>1-x
& 3r-22>0 & x2(3-2z2)>0.
Die letzte Ungleichung gilt genau dann, wenn x > 0 und 3 — 2x > 0 oder aber wenn z < 0
und 3 — 2z < 0.

x> 0und 3 — 2z > 0 bedeutet > 0 und = < 3/2, also 0 < = < 3/2. Da wir im 1. Fall nur
x < 1 betrachten, ergibt sich also 0 < x < 1.

< 0 und 3 — 2z < 0 bedeutet x < 0 und x > 3/2, was nicht gleichzeitig moglich ist.

2. Fall: Jetzt sei 1 — x < 0, also £ > 1. Dann dreht sich bei Multiplikation mit 1 — z das >
um, und wir erhalten

2x +

WV

] 1 & 2z(l-2)+1<1-2 & z2(3—22)<0.
-z

Diese Ungleichung gilt genau dann, wenn « > 0 und 3 — 2z < 0 oder aber wenn x < 0 und
3—2x > 0.

x > 0 und 3 — 2z < 0 bedeutet z > 0 und = > 3/2, also = > 3/2.

x <0 und 3 — 2z > 0 bedeutet x < 0 und z < 3/2, also < 0. Da wir im 2. Fall nur « > 1
betrachten, ist dies hier nicht mdglich.

Insgesamt: Die Ungleichung ist genau dann erfiillt, wenn 0 < x < 1 oder z > 3/2.



Aufgabe 3
a) Esseien z,y € R beliebig. Wegen 0 < |z + y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung!) erhalten wir
0<1<I+ x4y <1+ |z+yl

woraus
1 1 1 1
> & - < -
I+ |z+yl ~ 14|z + |y 1+ |+ 1+ |z| + |y

folgt. Mit zweimaliger Verwendung des Tipps kommen wir auf

z+yl 1 @ 1 [+ 1yl
1+ [z 4y L+le4yl = 1+ja[+yl  1+]z|+ ]yl

Damit ist die erste behauptete Ungleichung bewiesen. Nun zur zweiten: Es gilt

x| + [yl = || > 0
= 14+ |z|+y=1+z[>1>0

1 _ 1
L+ |zl + ]y = 1+ |z
2|20 |z| |z

< .
T+ |zl + |y ~ 1+ |z

Ebenso (vertausche z und y) bekommen wir

yl 1yl
Ltz + [yl =~ 1+]yl

Damit ergibt sich

x|+ x x
eyl del Wl el ol
Ltz + 1yl 1+ zl+ 1yl T+ z|+ ]yl " 1+[z]  1+]y|

b) Wiederum seien z,y € R beliebig. Wir betrachten die beiden Félle x —y > 0 und z —y < 0.
1. Fall: x > y. Dann ist |x —y| = 2 — y, und es gilt

r+y+lr—yl x4+y+r—-y 2z
= = — =z = max{z,y},
2 2 2
cty—le—yl zty—(e—-y 29 _ .
5 = 5 = =y = min{z, y}.

2. Fall: x < y. Dann ist |z —y| = —(x — y) = —z + y, und es gilt
r4+y+lr—yl rH+y—xz+y 2y

9 9 ? :y:max{x,y},
t+y—lz—yl _z+yt+tz—y 22 .
5 = 5 =5 =z = min{z, y}.

Aufgabe 4

a) Mit quadratischer Ergéinzung erkennen wir

SN

11 1\2 7
2 2
—z4+2=2"— +f—7+2—_( —7> +-2
X X X X X 9

Wegen ()2 -3 +2=7¢c {22 —2+2:2 € R} folgt

7

1

Da {22 — x + 2 : x € R} nach oben unbeschriinkt ist, existieren Maximum und Supremum
von {x? — z + 2 : x € R} nicht.

min{z? —z+2:2 € R} =inf{a® —2+2:2 c R} =



b)

d)

Wir erkennen sofort, dass B := {(—1)" + 1 : n € N} nach oben beschréinkt ist. Zur Bestim-
mung des Supremums, also der kleinsten oberen Schranke, bemerken wir, dass der Ausdruck
(=1)" + L fiir ungerade natiirliche Zahlen < 0 ist. Da (—1)" = 1 fiir gerade n € N gilt und
n — 1 fallend ist, folgern wir aus (—1)" 4+ 1 < (=1)?+J = 3: sup B =max B = 3.

Nun zur unteren Schranke. Wir behaupten: inf B = —1 ¢ B, d.h. das Minimum von B
existiert nicht.

Wir miissen uns zunéichst davon iiberzeugen, dass —1 iiberhaupt eine untere Schranke von B
ist. Fiir alle n € N gilt in der Tat

1
(1" 42> (-1 > -1
n
Nun zeigen wir, dass —1 auch die grofite untere Schranke ist. Dazu nehmen wir an, dass es
eine groflere untere Schranke K gibt, etwa K = —1 + £ mit einem ¢ > 0, und fithren dies zu

einem Widerspruch. Es soll also gelten
K< (-1)"+ % fiir alle n € N.
Da dies insbesondere fiir ungerade n gilt, folgt fiir alle ungeraden n € N
—1—1—8<—1—i—l & 5<l & n<g -,
n n €

Dies kann jedoch nicht sein, weil die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen nicht nach
oben beschrénkt ist. Also ist die Annahme falsch, und es gilt —1 = inf B.

Die Menge C := {z + % : 0 < x < 42} ist nicht nach oben beschrénkt. Ware ndmlich I eine
obere Schranke von C', so miisste

1
Ve (0,42]: z+—-<T
T

gelten. Insbesondere kénnten wir dann x = % € (0,42] einsetzen und erhielten: % +n < T fir
alle n € N. Erst recht hitten wir dann n < I fiir alle n € N, im Widerspruch dazu, dass N
nicht nach oben beschrénkt ist. Somit existieren weder Supremum noch Maximum von C.

Die Menge C' ist aber nach unten durch 2 beschriankt, denn fiir x > 0 erhalten wir durch
Multiplikation mit x

1
r+-2>2 & 2*+122r & 2-22+120 & (z—-1220
X

und letzteres ist offensichtlich wahr. Zudem gilt 2 € A (man setze = 1). Damit wissen wir:
Keine Zahl > 2 kann untere Schranke von C sein. Also ist inf C' = 2 und wegen 2 € C folgt
auch minC' = 2.

Wir setzen D := {% : x € R}. Offenbar gilt 22(1 + 22)~! > 0 fiir alle € R. AuBerdem ist
0 € D (man setze z = 0). Damit folgt: Infimum und Minimum von D existieren, und es ist
inf D =minD = 0.

Die Menge D ist nach oben durch 1 beschrinkt, denn wegen 1 + 22 > 0 gilt

2

Lgl o 2<1+2%
1+ 22

Die letzte Ungleichung ist natiirlich fiir alle x € R erfillt. Wir zeigen nun, dass 1 sogar die
kleinste obere Schranke ist. Sei I' < 1 beliebig; wir wollen zeigen, dass I' keine obere Schranke

von D ist. Wir miissen also ein x € R finden mit
22
——>T
1+ 22
Dies ist dquivalent zu
T
2 >T(1+2?%), also (1-T)2>>T, dh 2°> T-T

und die letzte Ungleichung ist fiir hinreichend grofie = offenbar erfiillt.



Aufgabe 5

Zunichst zum Supremum: Da A und B beschrankt, also insbesondere nach oben beschrinkt sind,
existieren « := sup A und [ := sup B. Wir miissen nun zeigen, dass A + B nach oben beschriankt
ist und sup(A + B) = a + (3 gilt. Dazu miissen wir zwei Dinge beweisen: Zum einen, dass « + (3
eine obere Schranke von A + B ist; zum anderen, dass dies auch die kleinste obere Schranke ist.
Wihlen wir ein beliebiges x € A+ B, so gibt esa € A und b € B mit £ = a+b. Da o bzw. § obere
Schranken fiir A bzw. B sind, gilt ¢ < o und b < (. Addieren dieser beiden Gleichungen liefert

r=a+b<a+p.

Damit wissen wir, dass sup(A + B) < a + (3 ist, d.h. A+ B ist nach oben beschrinkt und o + (3
ist eine obere Schranke.

Aber ist dies auch die kleinste obere Schranke? Dies kénnen wir garantieren, wenn wir zeigen: Keine
Zahl < a4+ 3 ist obere Schranke, d. h. zu jeder Zahl I' < a4+ 3 existiert ein x € A+ B mit z > I'.
Sei also I' < a + 3 beliebig. Dann ist I' — a < § und, da ( die kleinste obere Schranke von B ist,
muss ein b € B existieren mit b > I' — .. Es gilt also @ > I' —b. Daher existiert wiederum ein a € A
mita >T —b,d. h. esist a+b>1T, und wegen a + b € A+ B kann damit I" keine obere Schranke
von A + B sein.

Nun zum Infimum: Da A und B nach unten beschrinkt sind, folgt genau wie oben, dass auch A+ B
nach unten beschriinkt ist. Aus der Vorlesung kennen wir das folgende Resultat: Sei ) # M C R,
M sei beschrénkt. Setze —M := {—x : x € M}. Dann ist v genau dann eine untere Schranke von
M, wenn —~ obere Schranke von —M ist. Hieraus folgt inf(M) = — sup(—M). Damit erhalten wir

inf(A+ B) = —sup(—(A+ B)) = —sup((—A4) + (—B)) = —(sup(—A) + sup(—B))
= —(—inf A+ (—inf B)) = inf A + inf B.

Aufgabe 6

a) Die Menge
4

A= O [2j,2j+1> < U (2(;’—1),2;’—1]

J=0 J=1
ist durch die Vereinigung von halboffenen Intervallen und einem kartesischen Produkt gege-
ben:

A=([0,1)U[2,3)U4,5)U[6,7)) x ((0,1] U (2,3] U (4,5] U (6,7])
={(z,y):2€[0,1)U[2,3)U[4,5)U[6,7) A y€ (0,1]]U(2,3]U(4,5]U (6,7}
=1[0,1) x (0,1]U[0,1) x (2,3]U[0,1) x (4,5]U[0,1) x (6,7]

UI[2,3) x (0,1]U[2,3) x (2,3]U[2,3) x (4,5] U[2,3) x (6,7]
U4,5) x (0,1]U[4,5) x (2,3] U [4,5) x (4,5] U [4,5) x (6,7]
ul6,7) x (0,1]U[6,7) x (2,3]U[6,7) x (4,5] U[6,7) x (6,7]

V. V. v
%z 0V 2
%z 0V 2
BB,

1 2 5 &

[ A = RSN o B o B |



b)

Offenbar gilt {0} C M; fiir alle j € N und damit auch {0} C (o M.

Ist andererseits = € [ jen Mj, so bedeutet dies

VieN: —-

1
- <z <
J

1
G

Angenommen, es wire < 0. Aus —1/5 < z folgt dann durch Multiplikation mit j/z (dies
ist eine negative Zahl): —1/x > j fiir alle j € N, im Widerspruch dazu, dass N nach oben
unbeschrankt ist.

Wire x > 0, so folgte aus x < 1/j durch Multiplikation mit j/x, dass j < 1/x fiir alle j € N.
Erneut ein Widerspruch dazu, dass N nach oben nicht beschrinkt ist.

Also muss z = 0 gelten und wir haben auch [ jen M C {0} gezeigt.

Aufgabe 7 (P)

a)

b)

Kommutativgesetz: Zeige: (x1,22) * (y1,y2) = (y1,¥2) * (21, z2) fiir alle (z1,22), (y1,%2) € R%.
Fiir alle (21, 22), (y1,92) € R? haben wir

(x1,22) * (Y1,y2) = (T1y1 — T2Y2, T1Y2 + T2y1) = (Y121 — Y22, Y122 + Yo1)
= (y17y2) * (xluxQ))

also geniigt * : R x R? — R? dem Kommutativgesetz.

Assoziativgesetz: Zu zeigen ist: (x1, z2) * [(yl,yg) * (21, zg)] = [(a:l,mg) * (yl,y2)] * (21, z9) fiir
alle (z1,22), (y1,92), (21, 22) € R%

Wir formen zunichst die linke Seite um: Fiir (x1,z2), (y1,y2), (21, 22) € R? gilt

(z1,m2) * [(y1,y2) * (21, 22)] = (21, 22) * [(121 — Y222, Y122 + Y221)]
= (z1(121 — y222) — 22(y122 + Y221), 21 (Y122 + Y221) + T2(Y121 — Y222))
= (fﬂlylzl — XT1Y222 — T2Y122 — T2Y221, T1Y122 + T1Y221 + T2Y121 — $2y222)-

Und nun zur rechten Seite

[(21,22) * (y1,y2)]*(21, 22) = [(2191 — T2y2, T1Y2 + T2t1)] * (21, 22)
= ((ﬂflyl — T2y2)21 — (T1Y2 + T2y1) 22, (T1y1 — T2y2)22 + (T1Y2 + a:2y1)z1)
= (561@/121 — T2Y221 — T1Y222 — T2Y122, T1Y122 — T2Y222 + T1Y221 + $2y121)-

Ein Vergleich von rechter und linker Seite unter Berticksichtigung des Kommutativgesetzes
von + zeigt, dass beide Seiten gleich sind. Also geniigt * : R? x R? — R? dem Assoziativgesetz.

Gesucht ist (e1,e2) € R? so, dass (21, 72) * (e1,e2) = (21, 12) fiir alle (71, 22) € R? erfiillt ist:
(r1e1 — woez, x1€0 + X201) = (71, T2),
d.h. es soll fiir alle z1,22 € R

Tri€y — T2 = I

T1es + Troep = T2

gelten. Koeffizientenvergleich liefert e; = 1 und ey = 0, also ist (e, e2) = (1,0) das neutrale
Element bzgl. *.



c) Gesucht ist fiir jedes (z1,72) € R?, fiir die das moglich ist, das zugehérige inverse Element
(w1, 22) 7! bzgl. der Verkniipfung *, d.h. (z1,z2) * (1, 22) "' = (1,0) = (e1, e2). Wir schreiben
(y1,y2) = (x1,22) 7"

(w1, 22) * (y1,92) = (1,0) & (z191 — T2y2, T1y2 + 22y1) = (1,0)

gilt genau dann der Fall, wenn

T1y1 — x2y2 =1 (3)
T1Y2 + x2y1 = 0 (4)

gelten. Um y1, y2 zu bestimmen, betrachten wir zunéchst z; # 0 und x5 # 0. Dann kénnen wir
die Gleichung (3) mit z; bzw. (4) mit xo multiplizieren und die resultierenden Gleichungen

addieren:
X1

2 2 2 2
Tyt =1 & ()= & oy = 5 5~
r] + x5

Setzen wir dies in (4) ein, so erhalten wir

+ i 0 < 2
x Ty —5—g = =——.
1Y2 2 .’E% + xg Y2 ﬂj% T CC%
Sind z1 = 0 und x2 # 0, dann lauten (3) und (4)
1 T2
— = 1 Rt = = ——7,
L2Y2 Y2 o x% n 33%
I
=0 < =0= 55——=.
2yl n .ZE% T LE%
Sind z1 # 0 und x2 = 0, dann lauten (3) und (4)
1 X1

y s gk
€2

1y =0 < y=0=—-——7—"=.

s

Das Element (x1,x2) = (0,0) besitzt kein Inverses, weil (3) nie erfiillt werden kann.

Folglich ist fiir alle (z1,22) € R?\ {(0,0)} das jeweils zugehorige inverse Element bzgl. der
Verkniipfung * gegeben durch

(331,332)71=< 1 T2 )

2 20 2 2
] + x5 Ty + x5

Bemerkung: In dieser Aufgabe haben wir gezeigt, dass (R?\ {(0,0)}, %) eine abelsche Gruppe
ist (vgl. Multiplikation in C).

Aufgabe 8 (P)
Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass X,, = {1,2,...,n} gilt (n € N).

a) S, besteht aus genau zwei Abbildungen, némlich

id: Xo— Xo, 1—1,2+— 2,
T:Xo—> X9, 122 1.

Offenbar gilt ido 7 =7 = 7 04d. Also ist o kommutativ und damit (S, 0) abelsch.



b) Wir betrachten zunéchst den Fall n = 3. Es gibt genau 6 = 3! bijektive Abbildungen von X3
nach Xs:

id: X3 — X3, 1—1,2—2, 33,
Tio: X3 — X3, 1—2 2—1, 3 3,
Tog: X3 — X3, 1—1, 2—3, 3+ 2,
Tig: X3 — X3, 1—3, 2—2, 31,
Tiog : X3 — X3, 1—2,2—3, 3—1,
Tize: X3 — X3, 1—3, 2—1, 3+— 2.

Fiir T12 © 723 X3 — X3 gilt

T12 0 723(1) = T12(m23(1)) = T12(1) = 2,

T2 0 T93(2) = T12(723(2)) = 712(3) = 3,

T12 0 T23(3) = T12(723(3)) = 112(2) =1
Fiir 103 o 10 : X3 — X3 gilt

T3 0 T12(1) = T23(T12(1)) = ™3(2) = 3,

T3 0 T12(2) = T23(712(2)) = ™23(1) = 1,

T23 © T12<3) = T23(7'12(3)) = 7'23(3) =2.

Demzufolge ist 712 0 Ta3 # T23 © T12 und damit ist (53, 0) nicht abelsch.

Im Fall n > 4 kénnen wir mit einer leichten Modifikation des Gegenbeispiels fiir n = 3
argumentieren: Wir setzen dazu f : X,, — X,,, f(1):=2, f(2):=1, f(3):=3und f(j) :=J
fiir jedes j € {4,5,...,n} sowie g : X;, — X, ¢(1):=1, ¢(2) :=3, ¢g(3):=2und g(j) :=j
fiir jedes j € {4,5,...,n}. Dann gilt auch hier fog # go f, d.h. (S,,0) ist fiir n > 4 nicht
abelsch.
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3. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt:

a) Zk— nnt ), b) S(k-1)=

n 1\ k 1)+l
c) H(l T E) = % d) 6" —5n+4ist durch 5 teilbar.

Aufgabe 2

a) Beweisen Sie die geometrische Summenformel: Fiir alle n € N und g € C\ {1} gilt:
n—1
1—
k _
ZC] 1=
k=0

b) Folgern Sie hieraus, dass fiir alle w,z € C und n € N gilt:

n—l—kwk"

Aufgabe 3
Sei n € N. Zeigen Sie, dass fiir alle 2,y € [0, 00) gilt:

n

r<y < 2"<y".

Aufgabe 4
Bestimmen Sie alle z € R, die x < 4 + +/x — 2 erfiillen.

Aufgabe 5
Gegeben seien die zwei komplexen Zahlen z = 3 — ¢ und w = —1 + 2¢. Bestimmen Sie den
Real- und Imaginérteil sowie den Betrag von

a) 2% b) 1/z;

c) z-w; d) z*+1/w?

— bitte wenden —
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Aufgabe 6

Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene:
a) A={zeC:|lz+1+i]=]z—-3-3i]};

b) B={ze€C:|lz—i|>1und|z—1-2i <3};

c) C={zeC:Re(z*) <1}

Aufgabe 7

Bestimmen Sie jeweils alle z € C, die Losungen der Gleichung sind:
a) 22-22+43=0; b) 2% =z|%

Aufgabe 8

Es seien w, 2 € C. Beweisen Sie: |z + w|? + |z — w|? = 2|z|* + 2|w]|?.
Was bedeutet dies geometrisch?

Aufgabe 9 (P)

a) Esseien x,y,z € R sowie € > 0. Zeigen Sie:

1
222 2,
i) 2wy <ee’+ 5y
1
i) (z+y)? <A+ + <1 + g)yQ;
iii) 22 +y*+22+ay+az+yz =0

b) Nun seien z,y € (0,00). Beweisen Sie:

) Vity<vVr+y<—
i) [Vr—yl < Vir—yl

it

Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 2, 3, 4 und 7. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Lésungsvorschlige zum 3. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a) Induktionsanfang (IA): Fiir n = 1 stimmt die Behauptung, denn beide Seiten der Gleichung
ergeben dann 1: Zilg:1 k=1= w

Induktionsschluss (IS): Es sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte >, k = n(";l) (Indukt;i-
onsvoraussetzung, kurz: IV). Dann folgt

n(n+1)
2

n+1L)(n+2) (nm+1)((n+1)+1)
2 N 2 '

kt+(n+1) Y +(n+1) = (n+1)(3n+1) =

7
1
N

b) Fir jedes n € N gilt:

22/@71 —QZk 21—2 n+1)fn:n2+nfn:n2.
k=1

k=1

¢) IA:Fiirn=1ist [[i,(1+4H)F=(1+1) =2=2% = (0

IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte [[f_;(1 + +)F = (n(jfb_lk):; (IV). Dann gilt:

n+1 n
1\ 1\k 1\t (n+1)" m41 1 \nt+l
teg) (0 g) ) (i) i )
k[[l< e (g % ) +n+1 (n+1)! n+1+n—|—1

C(n+ )" (4 2)"T (n42)"T n 42 (n42)7t?
T+ (n+ DT (n+1)! n+2  (n+2)!
(n+1) 4 1)ntD+1
(n+1)+ 1)

d) IA: Fiir n = 1 stimmt die behauptete Aussage, denn 6' —5-1+4 = 5 ist durch 5 teilbar.

IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte die Behauptung, sei also 6 — 5n + 4 durch 5 teilbar,
etwa 6" —5n +4 =5l fir ein [ € Z. (IV)

Zu zeigen ist, dass dann auch 6"*! — 5(n + 1) + 4 durch 5 teilbar ist. Es gilt:
6" —5(n+1)+4=6-6"—5n—5+4=6(6"—5n+4) +25n — 25
Y6.504+25n—25=(6-1+5n—5) 5.
N———

€L

Aufgabe 2
a) Wir beweisen die behauptete Identitéit durch vollsténdige Induktion nach n € N.
TA: Furn—lgﬂtZ:lC 0 d" —q—l— furallqu(C\{l}
IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte ZZ o ¢" =12 fiir alle g € C\ {1}. (IV)
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Fiir jedes ¢ € C\ {1} ergibt sich damit

(n+1)-1 n n—1 n n n n n+1
ko ko Kk, nlvl—g nl=qg 1-¢"+¢"—¢"-q 1—¢

b) Sein € N. Sind w # z und z # 0, so setzen wir ¢ := . Dann ist ¢ € C\ {1} und laut a) gilt

SO e (CHEO)

z

n-1

A !

=& z(l — E) P Zz_kwk =2z"—w"
k=0

n—1
& (z —w) Z IRk =
k=0

Im Fall w = z lautet die behauptete Gleichung 0 = 0, diese ist offensichtlich wahr.
Wegen

n—1 n—2
Zon—l—kz k_ Z On—l—k wk + On—l—(n—l)wn—l _ OOwn—l = !
k=0 =0, da n—1—k>1

ist die Gleichung im Fall z =0
(0 —w) Z 0" Rk = —w ™ = —w™ =0 — w"

ebenfalls fiir jedes w € C erfiillt.

c) Fiir jedes n € N folgt mit der geometrischen Summenformel

n . n—1 - . o\ i
S ) ) T

_ 7 _ n+1 )
(i/2)" - 1/22/4 (i/2)* = 2 (LG i - )

i(1+i/2) + —(i/2)" — (i/2)" :fi—1+gi —1—1i/2)(i/2)"
5 55

o1 2, 1y "

:5@‘5+(—5”5)27'

Nun seien m € Ny und r € {0,1,2,3} mit n = 4m + r. Dann gilt

l\')Cﬂ\L\') DN .

i = ,L-4m+r _ Z~4m (- (14)m LT

1m a7 -7

und damit
n e

ik 21 2. 1\i
;(2) =zi-z+(its)e
Fiir » = 0 (also, falls n durch 4 teilbar ist) gilt

“ink 201 2 1y 1 1 1 /2 1
>(3) =55t (5itg)a =5 tsm (5 5am)

Fiir » = 1 (also, falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist) gilt

i(@‘)k_%_u(_%ﬂ)i__u1“(% )
2/ 5 5 5 5/2n 5 5.on-l 5 5.2n)°




Fiir » = 2 (also, falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist) gilt

i(if_?i_u(_?ig)—l__l_ T
2/ 5 5 5 5/9n 5 5.2n 5 5.2n—1)°

Fiir » = 3 (also, falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist) gilt

i(i)k_%_1+(_2.+1>—i__1_1+Z-<2_ )
2) 7575 5' 7 5)on T 5 p.on-d 5 5.on)

Wir lesen ab:

. —% + 5% , falls n durch 4 teilbar ist
Re (Z(l)k> _ —%1—1— 52T falls n durch 4 m}t Rest 1 te}lbar }st
P 2 —F—5m > falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist
—% — sgnTs falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist

. % — 5.2}171, falls n durch 4 teilbar ist
T <Z ( . )k> _ % + 5,%71, , falls n durch 4 mit Rest 1 teilbar ist
P 2 % + st falls n durch 4 mit Rest 2 teilbar ist
% — 5% , falls n durch 4 mit Rest 3 teilbar ist

Aufgabe 3

Es seien n € N sowie x,y € [0,00). Fiir x = 0 ist die behauptete Aussage klar. Fiir > 0 ergibt
sich

2b
r<y & x—y<0 gg (m—y)Zmn_l_kyk<0 <:>) -y <0 & "<y

Zur Aquivalenz in (x): Wegen z > 0 und y > 0 ist ZZ;(l) gkl > gn=l 5,

Aufgabe 4
Wir bemerken zunéchst, dass die Ungleichung z < 4 + v/ — 2 nur fiir x > 2 sinnvoll ist. Es gilt

r<4d+vVr—2 & x—4<Vr—2.
Im Fall x > 4 ist dies nach Aufgabe 3 dquivalent zu (man beachte x — 4 > 0)

(r—-4)P2<z-2 & 2°-8r+16<z—-2 & 22-92+18<0 < (z-3)(z—6)<0
s ($—3<Oundx—620)oder(x—320undx—6<0)
&z e [3,6]

Da wir nur = > 4 betrachtet haben, gilt x < 4+ /2 — 2 in diesem Fall genau fiir = € [4, 6].
Fiir jedes x € [2,4) gilt  — 4 < 0 und, da die Wurzel nach Definition nichtnegativ ist, geniigt jedes
x € [2,4) der Ungleichung z — 4 < 0 < vz — 2 und somit auch z < 4 + vz — 2.
Insgesamt haben wir
r<4d+Vr—2 &  x€[2,6].



Aufgabe 5

a)

b)

Bs gilt: 23 = (3—14)3 = (3 —14)(9 — 6i + i) = (3 —)(8 — 6i) = 24 — 18 — 8 + 6i> = 18 — 26i.
Folglich hat 2% den Realteil 18 und den Imaginérteil —26. Ferner ist |23| = /182 + (—26)2 =
v1000 = 10v10 Alternativ kann man |z3| auch berechnen, ohne z3 bestimmt zu haben:

123 = |2 = 32+ (1)’ = v10° = 10v/10.

Wir erweitern den Bruch geeignet (Standardtrick: zZ ist reell, daher ergibt 1/z =1/2z-2/z =
Z/(zZ) einen reellen Nenner):

1 1 1 3+ 3+ 3+1 3 1.
- ; ; ; : + 1.
z 3—1¢ 3—% 34+ 3242 10 10 10

Also hat 1/z den Realteil 2 und den Imaginéirteil =. Der Betrag von 1/z ist [1/z| =
\/ 105 + 155 = V/1/10 = V/10/10, alternativ: |1/z| = 1/],2\ =1/v/10 = v/10/10.

Es ergibt sich z-w = (3 —4)(—=1+42i) = =3 4+ 6i +i — 2i> = —1 + 7i. Also hat z - w Realteil
—1 und Imaginirteil 7. AuBerdem gilt |z - w| = /1 + 49 = V50 = 5v/2 = || - |w].

d) Esistz2= (3—1)° = (3+)% = 9+6i+i% = 8+6i und wegen w? = (—142i)% = 1 —4i+4i2 =
—3 — 41 ergibt sich
1 1 3440  —34+4i —3+4i 34,
[ . — = = —_— —1.
w2 —3—4i —3+4i 9—16:2 25 25 ' 25
Z2+1/w? = (846i)+(— 5 + 5:1) hat somit Realteil 8— 3= = L7 und Imaginéirteil 6455 = 122
Der Betrag von z2 4 1/w? lautet |22 + 1/w?| = v/1972 4 1542 /25 = /2501/5.
Aufgabe 6

a)

b)

Hier handelt es sich um die Menge aller z € C, die vom Punkt —1 — ¢ den gleichen Abstand
haben wie vom Punkt 3 + 3i. Das ist die Mittelsenkrechte der Verbindungsstrecke dieser
beiden Punkte, also die Gerade Imz = —Re z + 2.

Dies ist der Schnitt zwischen dem AuBeren des Kreises um 4 mit Radius 1 (einschlieflich der
Kreislinie) und dem Inneren des Kreises um 1+ 2i mit Radius 3 (ohne Rand). Die Menge ist
in der Skizze schraffiert.

Die komplexe Zahl z = = + iy (mit =,y € R) liegt genau dann in dieser Menge, wenn
1 > Re(2?) = Re((z +iy)?) = Re(z? + 2izy — y*) = 2° — *

gilt, d.h. fiir 22 < 1+ 9?2, also |z| < /1 + 92 bzw. —/1 +y? <2 < /1 + 2. Die Menge ist

in der Skizze schraffiert; man beachte, dass es sich um eine unbeschrinkte Menge handelt.

a) b) Im 4

Im 4

/
79 é 7
/

—1—1




)

N
=

Aufgabe 7

a) Esgilt 22 — 22 +3 = (2 — 1)? + 2. Die Gleichung 22 — 2z + 3 = 0 ist also genau dann erfiillt,
wenn (z — 1)2 = —2. Dies bedeutet z — 1 = i/2 oder z — 1 = —i/2, also hat die Gleichung
die zwei Losungen z; = 1 + iv2 und zo = 1 — iv/2.

b) Mit dem Ansatz z = a + ib (a,b € R) erhalten wir

2= o a®+2ab+ ()’ =d>+0* & a4 2aib—b0*=a>+1?

(x)

& a?—bv=da?>+b% und 2ab =0
& —2b* =0 und (azOodersz)
& szund(azOoderb:O)
& b=0.

[In (%) verwenden wir, dass zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn sie den selben
Real- und Imaginirteil besitzen.]
Also ist 22 = |z|? genau dann erfiillt, wenn Im(z) = 0 bzw. 2 € R ist.

Aufgabe 8
Mit Hilfe von Re(X) = (A + A) (fiir A € C) erhalten wir

z+wP=GE+w(z4+w)=(z+w)(Z+T) =2Z2+ 2w+ +w = |22 + 2Re(zw) + |w|>.

w3
~—~—~

=wz=zw

Daraus ergibt sich sofort
|z —w* = |2]* + 2Re(2(—w)) + |—w|* = [2|* = 2Re(2w) + |w|*.

Addiert man diese Gleichungen, so folgt |z 4+ w|? + |z — w|? = 2|2|> + 2|w/|?.
Geometrische Bedeutung: In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der Diagona-
lenldngen gleich der Summe der Quadrate der Seitenldngen.
4 Im
zZ4+w
|w]




Aufgabe 9 (P)
a) Gegeben seien x,y, z € R sowie € > 0.
i) Es gilt:
0< (ex—y/e)’ & 0<e? - 2emyle+y’/e? & 2zy<a® 447/

ii) Unter Verwendung von i) erhalten wir
i) 1
(x+y)? =24+ 2oy +1° <a?+22® + 2/ + P = (14 D)2 + (1 + E—2)y2.
iii) Esist

1

Py + ey taz+yz >0 & (2x2+2y2+222+2xy+2a:z+2yz) >0

2
1
& §(952Jrzacyﬂﬂﬂc?+29cz+z2+y2+2yz+z2) >0
1
& 5((x+y)2+(x+z)2+(y+z)2) > 0.

Hiermit ist die behauptete Ungleichung bewiesen, weil die Aussage der letzten Zeile
offenbar wahr ist und nur Aquivalenzumformungen getétigt wurden.

b) Nun seien z,y € (0, 00).

i) Es gilt:

Aufgabe 3
Vity<vVo+yy T8 r4y<z+2v/ryt+y o 0< 20z

Die letzte Ungleichung ist offenkundig wahr.

Nun zur zweiten Ungleichung:

ﬁ+\/§<\jg+\z//5 N RN R N RN
& 0<avr —ay+yy—yJz
& 0<(z—y) (Vo — ).

Die letzte Aussage ist wahr, denn:
1. Fall:  =y.0< 0/
2. Fall: x <y. Wegen z <y & x <./yist 0 < (z —y)(vz — /y) wahr.
3. Fall: v > y. Wegen >y < /x> ,/y folgt auch hier 0 < (z —y)(vVz — /).
ii) Es gilt
Va—vil < Vie—yl M8 (Va-vn) < (Vie—ul)’ e e-2vayity < oyl

Im Fall x < y ist dies dquivalent zu

r-2Vzy+ty<y—z & 22-2Jz/y<0 & Vz(JVzr—y) <0

Letzteres ist wahr wegen z <y = /x < /Y.
Fir x > y (dies konnte man auch direkt aus obigem Fall folgern, weil der Ausdruck

lVr — /Y| < /|r — y| symmetrisch bzgl. Tausch 2 « y ist) ergibt sich:
r—-2Vzy+ty<z—y & 2y-2Vz,/y<0 & Jy(Vy—+z)<0.

Letzteres ist wahr wegen = >y = /x > /Y.
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4. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a) Finden Sie Beispiele fiir Folgen mit den folgenden Eigenschaften:

i) (an)nen hat genau die Zahlen 1 und —1 als Haufungswerte.
ii) (bn)nen hat jede natiirliche Zahl als Haufungswert.

iii)  (¢p)nen hat keinen Haufungswert und ist weder nach oben noch nach unten be-
schrankt.

iv)  (d,)nen konvergiert gegen 2008, aber nicht monoton.

v) (en)nen hat 0 als einzigen Haufungswert, jedoch konvergiert (e, )nen nicht.

b) Entscheiden Sie jeweils durch Beweis oder Gegenbeispiel, ob die Folge (a,),en konver-
giert, falls es zu jedem € > 0 ein ny € N gibt so, dass fiir alle n > nq gilt:

1) ‘an - anJrl‘ <g 11) ’an’ < 252; 111) ’an + an+1| < g iV) ’anan+1’ < g

V) |anan,| < e firalle m € N.

Aufgabe 2

Bestimmen Sie alle Hiufungswerte von (ay,)nen und geben Sie lim inf(a,,) und lim sup(a,,) an.
14+1/2", n =3k firein k e N

a) an:(l—l—(—l)")n b) a,=1<{ 2, n=3k—1firein keN

2+ (n+1)/n, n=3k—2fireinkeN

Aufgabe 3

Zeigen Sie, dass die Folge (a,)nen gegen einen Wert a konvergiert, und geben Sie zu e = 10710
ein ng = no(e) € N an so, dass fiir alle n > ng stets |a, — a| < e gilt:

2n 1
a) a,= ; b) a, = ———.
n+1 Vn+1+1

Aufgabe 4

Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen (a,),en auf Konvergenz und bestimmen Sie ge-
gebenenfalls den Grenzwert.

b) a,=(-1)"+1/n

— bitte wenden —
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1 42 _ 42
c) a,=4/I?>+2n+1-3n d) an:( —|—n)41 n
n

e) ay=n'( /1430400~ 1) £) an= VT3

Aufgabe 5

a) Es seien (a,)nen eine beschrankte und (by,),en eine konvergente Folge. Konvergiert die
Folge (¢y)neny mit ¢, := a,, - b,? Begriinden Sie Ihre Antwort.

b) Nun seien (a,)nen eine beschriankte und (b,),en eine Nullfolge. Konvergiert die Folge
(€n)neny mit ¢, == a, - b,? Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 6

a) Es sei (a,)nen eine konvergente Folge. Zeigen Sie, dass dann jede Teilfolge von (ay,)nen
konvergiert und zwar gegen den selben Grenzwert.

b) Beweisen Sie: Besitzt eine Folge (ay,)nen eine divergente Teilfolge, so divergiert (ay)nen-

c) Die Folge (a,)nen besitze die konvergenten Teilfolgen (asgn)neny und (agn+1)nen. Folgt
hieraus die Konvergenz von (a,),en? Begriinden Sie Thre Antwort.

d) Zeigen Sie, dass eine Folge (a,)neny genau dann konvergiert, wenn die drei Teilfolgen
(a2 )nen, (a2nt1)nen und (as,)nen konvergieren.

Aufgabe 7
Die Folge (a,)nen sei rekursiv definiert durch

a; = \/5, apr1 ' =V2+a, firneN.

Konvergiert die Folge? Bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

Aufgabe 8 (P)

Sei by, ==Y ,_, 7 fiir jedes n € N. Zeigen Sie: lim b, = e.

n—oo

Hinweise: Fiir alle n € N mit n > 2 gilt (1 + %)” < b,.

Setzt man firn > 75 > 2 = =0 (Z)n*k, so gilt (1 + %)” > Y fir n > j und
lim ) = b;.

Aufgabe 9 (P)
a) Zeigen Sie, dass jede Cauchy-Folge beschrinkt ist.

b) Gegeben seien 0 < ¢ < 1 und eine Folge (ap)neny mit |a, — api1] < ¢ fur jedes n € N.
Zeigen Sie, dass dann (a,),en eine Cauchy-Folge ist.

Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 3, 6, 7 und 8. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Lésungsvorschlige zum 4. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a) Etwa folgende Folgen erfiillen das Verlangte:

(an)neny mit a, = (—1)" fiir alle n € N

(bn) =(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,6,1,...)
iii) (¢p)nen mit ¢, = (—1)"n fir allen € N

(dn)nen mit dy, = 2008 + &2 fiir alle n € N

(

en)neny mit e, = 0 fir gerade n und e, = n fiir ungerade n.

Jn
b) i) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass v/n+1 — y/n — 0 fiir n — oo gilt. Die Folge
( n) = (v/n) erfiillt also die Voraussetzung. Allerdings ist (ay) divergent.
Die harmonische Reihe wire ein weiteres Gegenbeispiel.

ii) Seie > 0. Dann gilt € = 24 fiir § := \/¢/2 > 0. Nach Voraussetzung existiert ein ng so,
dass fiir n > ng stets |a,| < 262 = ¢ ist. Die Folge konvergiert also gegen Null.

iii) Etwa (a,) = ((—1)") erfiillt |a, + ant+1| = 0 < € sogar fiir alle n € N. Die Folge (ay,) ist
jedoch divergent.

1 falls n gerade

0 falls n ungerade erfiillt sicher |a, - ap11| = 0 < g, ist

iv) Die Folge (a,) mit a, = {
aber divergent.

v) In diesem Fall ist (a,) konvergent mit Grenzwert Null. Wére (a,) keine Nullfolge, so
giibe es zu vorgegebenem ¢ eine Teilfolge (ay(n))nen, fiir welche stets |ay | = /& wire.

2
Dann wire aber stets ]ak(n)\ > /" = ¢ im Widerspruch zur Voraussetzung!

Aufgabe 2
a) Offenbar gilt

=(1+ (—1)2”)2n =(1+1)* =22 fiir alle n € N.

Also ist (ay,) nicht nach oben beschrénkt, daher ergibt sich lim sup(a,) = oo. Weiter gilt

n—oo
agnir = (L4 (D))" @ )2+ =0 firallen € N.

Damit ist 0 ein Hiufungswert der Folge. Weitere Haufungswerte gibt es nicht, denn zu jedem
anderen Punkt kann man eine so kleine Umgebung wéhlen, dass nur endlich viele Folgenglieder
ap in ihr liegen. Somit ist liminf(a,) = 0.

n—oo

b) Wegen1+1/2" - 1und 2+ (n+1)/n=2+ 1+ 1/n — 3 fiir n — oo ergeben sich hier die
drei Haufungswerte 1, 2 und 3. Damit gilt hm 1nf (an) =1 und limsup(a,) = 3.

n—oo
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Aufgabe 3

a) Wegen a, = f—fl = 1fi konvergiert (a,) fiir n — oo gegen 2.
Fiir jedes n € N ist
2n —2(n+1) 2
— 2 g frg .
lan =2 nt1 ' nt1
Daher ergibt sich
2

2
<e & n>--—1.

-2l < =
]an |<e n+1 €

Sei € > 0 beliebig. Wahle ng € N mit ng > % — 1. Wie eben gesehen, gilt dann |a, — 2| < ¢
fiir alle n > ng. Also konvergiert (a,) gegen 2.

Ist ¢ = 10719, so kann man beispielsweise ng = 2 - 10 > 2.10'° — 1 nehmen. Damit gilt
lan, — 2| < 10710 fiir alle n € N mit n > 21010,

b) Die Folge (ay,) ist eine Nullfolge: Es gilt |a,| < 1 fiir alle n € N. Fiir € € (0,1) ist

1 1 1 1 2
|an|:<5<:>\/\/n+1+1><:>\/n+1>21<:>n><21> 1.
Vn+l+1 £ £ £

Hieraus folgt: W&hlt man zu einem vorgegebenen ¢ > 0 ein ng € N mit ng > (8% —1)2 -1,
dann gilt |a, — 0| = |a,| < € fiir alle n > ng, d.h. (a,) konvergiert gegen 0.

Etwa fiir ng = 1049 ist |a,, — 0] < 1071 fiir alle n > 100 erfiillt.

Aufgabe 4

a) Diese Folge ist konvergent, denn es gilt

n*4+3n—-4  1/n+3/n?>—4/n® 1o 0+0-0
1+n2+4n3  1/n3+1/n+4 0+0+4

b) Wegen ag, =1+ ﬁ — 1 (n— o0) und agy+1 = —1+ 2n1+1 — —1 (n — o0) besitzt die Folge

(ay) die zwei Haufungswerte 1 und —1. Daher ist (a,) divergent.

c) Wegen (u—v)(u+v)=u?—v2 alsou—v = (u?—v?)/(u+v) fiir u+ v # 0, ergibt sich

In? +2n + 1 — 9n? 2n +1
n =1/9M24+2n+1—-3n = =
VInZ+2n+14+3n VIn24+2n+1+3n
B 24 1/n nece 21
VI+2/n+1/n? 43 V9+3 3

d) Der binomische Satz 4.11 (2) liefert fiir jedes n € N

42
42 42
(1—|—n)42_z<k>nk—ao—|—a1n+...+a4gn42, wobel  «y, = <k>
k=0

Wegen ays = (g) =1 ergibt sich (1 4+ n)*? —n*? = ag + a1n + ... + ayn*!. Folglich ist

a0+a1n+...+a40n40+a41n41
an = x|
n
(&7)] aq Q40 n—oo 42 42



Wir verwenden die geometrische Summenformel 4.11 (1)

m—1
u™ — 0™ = (u—v) um T EOE = (= o) (T e o w2 0™ (%)
k=0

fir m = 10. Setzen wir by, := V1 +3n4+n=9, so gilt fir allen € N

() 4 b0 — 110 nt(3n~* +n79) 3+n°

4
an =n"(b,—1) = n™ = = .
" (ba=1) WO 4+b8+...+by+1 b+ +.. b, +1 b+ ... +b,+ 1

Wegen b, — 1 folgt an, — 35 (n — o0).

f) Fiir jedes n € N gilt
3=3"<a, < VB +37=Y2.3"=3. {2,
Wegen /2 — 1 (n — oo) folgt mit 6.3 (4): lim a, = 3.
Aufgabe 5

a)

Es seien (apn)neny = ((—1)")nen und (by)nen = (1)nen.

Dann ist (ay) beschrankt und (by,) konvergent. Jedoch konvergiert die Folge (c¢p)nen mit
Cp = Qp - by = (—1)™ nicht.

b) Nun seien (a,)pen eine beschrinkte und (b,)nen eine Nullfolge. Behauptet wird, dass die
Folge (¢n)nen mit ¢, := ay, - by, gegen 0 konvergiert.
Da (ay,) beschrinkt ist, existiert eine Konstante K > 0 so, dass |a,| < K fiir alle n € N gilt.
Deshalb ergibt sich fiir jedes n € N

len| = lag - ba| = [an| - |bn] < K|bpl.

Wegen b, — 0 konvergiert nach 6.3 (2) |b,,| — 0 und nach 6.3 (5) auch K|b,| — 0 fiir n — oo.
Mit 6.3 (1) folgt ¢, — 0 fiir n — oo.

Aufgabe 6

a)

b)

Es sei (an)nen eine konvergente Folge mit lim,, oo an =: a und (aj(,))nen eine Teilfolge von
(an). Wir zeigen, dass (ay(,)) konvergiert und lim a,) = a gilt.
n—oo

Sei e > 0.

Wegen a,, — a fiir n — oo existiert ein ng € N so, dass fiir alle n > ng gilt: |a, —a| < e.
Wegen k(n) < k(n + 1) fiir alle n € N existiert ein N € N mit k(N) > ng. Fiir alle n € N
mit n > N ist dann k(n) > k(N) > ng. Demzufolge gilt |ay,) — a| < ¢ fiir alle n > N, d.h.
(ap(n)) konvergiert gegen a.

Die Folge (an)nen besitze eine divergente Teilfolge (ay(n))nen. Zu zeigen ist, dass dann auch
(an) divergent ist.

Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch. Annahme: (a,) konvergiert.

Dann konvergiert laut a) jede Teilfolge von (ay). Dies ist jedoch nicht moglich, weil voraus-
gesetzt wurde, dass (a,,) eine divergente Teilfolge besitzt. Also ist die Annahme falsch, d.h.
die Folge (a,) divergiert.

Sei (an)nen eine Folge. Im allgemeinen folgt aus der Konvergenz von (ag,) und (ag,+1) nicht
die Konveregnz von (a,).

Ist etwa die Folge (ay)nen gegeben durch a,, = (—1)"™. Dann konvergieren die beiden Teilfolgen
(agn) und (agp+1) fiir n — oco. Jedoch ist (a,) divergent.



d) Sei (ay) eine Folge. Behauptung:
(an) konvergiert <= (a2n), (a2p+1) und (as,) konvergieren.
“=": Die Folge (an)nen konvergiere. Gemifl a) konvergiert dann auch jede Teilfolge von (ay,).
Insbesondere sind die drei Teilfolgen (asgy,), (a2n+1) und (asy,) konvergent.

“<”: Nun ist die Konvergenz der drei Teilfolgen (a2p)nen, (@2n+1)neny und (as,)nen voraus-
gesetzt. Zu zeigen: (a,)nen konvergiert.

Wir setzen lim ag, =: a, lim ag,4+1 =: b, lim as, =: ¢ und wollen zuerst a = b = ¢ zeigen.

n—oo n—00 n—oo

Da (ag,) Teilfolge von (agy,) ist und (ag,) konvergiert, konvergiert (ag,) gegen lim ag, = a.
n—oo

Da (ag,) Teilfolge von (asy,) ist und (as,) konvergiert, konvergiert (ag,) gegen lim as, = c.
n—oo

Hieraus folgt aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwerts a = c.

Durch Betrachtung von (ag,+3) ergibt sich analog b = c.

Wir wollen nun zeigen, dass (a,) gegen a konvergiert. Sei dazu € > 0. Wegen ag, — a fiir
n — oo gibt es ein ng € N mit

lag, —al < e fiir alle n > ny,

woraus
lam —a| <e  fiir alle geraden m > 2ng

folgt. Wegen agy, 11 — b = a gibt es ein n; € N mit
laon+1 —a| <e fiir alle n > nq,

woraus
lam —al < e fiir alle ungeraden m > 2nq + 1

folgt. Demnach gilt fiir alle m € N mit m > max{2ng,2n; + 1}
lam —a| < e,

d.h. (a,) konvergiert und zwar gegen a.

Aufgabe 7

Die Folge (ay,) sei durch die Rekursionsvorschrift
alz\@, n+1 = V2+a, firneN

gegeben. (Offenbar sind alle a,, > 0; also kann man die Wurzel ziehen.)

1. Beh.: Die Folge (a;) ist monoton wachsend, d.h. fiir alle n € N mit n > 2 gilt a,, > ap—1.
Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt ao = /2 + V2 >1V2=a.

Induktionsschluss: Es sei n € N mit n > 2. Fiir dieses n gelte a,, > a,—1 (IV). Dann folgt

v
an+1 = \/2 +an 2 \/2 + ap—1 = an.
2. Beh.: Die Folge (a,,) ist nach oben durch 2 beschrinkt, d.h. fiir alle n € N gilt a,, < 2.
Induktionsanfang: Es gilt a1 = V2 <2.
Induktionsschluss: Sei n € N. Fiir dieses n gelte a,, < 2 (IV). Dann folgt
v
ant1 =V2+a, < V2+2=2.
Da (ay) monoton wachsend und nach oben beschrénkt ist, konvergiert (a,) gegen einen Grenzwert
a € R. Da die Folge (an+1) eine Teilfolge von (ay,) ist, gilt nach Teil a): lim;,, o0 ap+1 = a. Durch
den Grenziibergang n — oo in der Rekursionsformel ergibt sich fiir a die Gleichung

a= lim apy; = lim v2+4a, = ,/2+ lim a, = V2 +a.
n—oo n—oo n—oo

Quadrieren liefert a? = 2 +a bzw. 0 = a?> —a —2 = (a — 2)(a + 1), also a = 2 oder a = —1. Wegen
an = 0 fiir alle n € N folgt a > 0 (vgl. 6.3 (3)). Daher ist a = 2 der Grenzwert von (ay,).



Aufgabe 8 (P)
Sei by, :==> "1, % fiir jedes n € N. Zu zeigen ist

lim b,, = e,
n—oo
wobei die Eulersche Zahl e durch e := limy,—.oo(1 + 1)" definiert ist.
1. Schritt: (by)nen konvergiert.
Um dies nachzuweisen, verwenden wir das Monotonie-Kriterium (vgl. Satz in 6.4):
(by,) ist monoton wachsend, denn fiir jedes n € N gilt

e A 1 "1
bnt1 :ZH:ZE—F n+ D) >ZH=bn.
k=0 k=0 k=0
Auflerdem ist (b,) beschrankt, denn fiir jedes n € N gilt
11 1 SN
by = 1+ 1 + - 4+ - <1 <,)
n FLt g tagtetag o SIS
-1 N = S——r—r k=0
20 1 P
ol 22 on—1
1\n
4 —(3 1
1:(1) 14 (21) <1+ . _3
T2 T2
Das Monotonie-Kriterium liefert, dass (b,) konvergiert.
2. Schritt: lim b, > e.
n—oo
Sein € Nmitn > 2. Fir k € Nmit n > k > 0 gilt
n\ 1 n! 1 1 n n-1 n—k:—|—1<1
E)nk  El(n—Fk)! nk K _n n n k!
e e N——
=1 <1 <1
Damit ergibt sich aus der binomischen Formel
IVt = fn) 1 1
(1) :Z<k>nk<2k!:b"’
k=0 k=0
woraus e = lim (14 )" < lim b, mit 6.3 (3) folgt.
n—oo n—oo
8. Schritt: lim b, < e.
n—oo
Es sei j € N mit j > 2 fest. Fiir alle n € N mit n > j gilt
1\n "L /n\ 1 7/ 1 ;
L - I ()
() =2 (e X (=
k=0 k=0
Nach 6.3 (3) erhalten wir fiir n — oo
1\n
e= lim (1—1—7) > lim 07(1])
n—oo n n—oo
Wegen
J J
G) _ ny 1 1 n n-1 n—k+1
n _Z<k>nk 1+1+Zk‘ n n n
k=0 k=2
_11]1111 1k—1n_>oo]1_b
S () ()
k=2 k=0
folgt mit 6.3 (3) fiir j — oo
e > lim b;.
j—o0



Aufgabe 9 (P)

a)

b)

Es sei (ay) eine Cauchy-Folge, d.h.
Ve>0 dng e N Vn,m>=ng: |a, —ap| <e.

Beh.: (a,) ist beschrankt, d.h. es gibt eine Konstante K > 0 mit |a,| < K fiir alle n € N.

Da (ay) eine Cauchy-Folge ist, existiert insbesondere zu ¢ = 1 ein ng = no(1) mit
Vn,m>=mng:  |ap —am| < 1.

Folglich gilt
Vn=ng:  an —ap,| <1

und fiir alle n > ng erhalten wir
lan| = |an — ang + ang| < |an — ang| + |ang| < 1+ |an,|.
Fiir 1 < n < ng gilt offensichtlich
|lan| < max{|a1],laz], ..., |an,—1]}.
Insgesamt ergibt sich fiir ein beliebiges n € N
lan| < max{|a1|, laal, ..., |ang—1], 1+ |an0|} = K.
Gegeben seien 0 < g < 1 und eine Folge (ap)neny mit |a, — apy1| < ¢" fiir jedes n € N.
Beh.: (an)nen ist eine Cauchy-Folge.

Wir zeigen zunéchst: Ve >0 dng e N Ve N Vn>ng: |aptr —an| <e.
Fiir beliebige k,n € N gilt

k—2 k—2
Ap+k — Qn = An+k + (Z an+j+1> - (Z an+l+1) — an

j=0 =0
k—2 k—1
Ji=l+1
= Qn+k + § An+j+1 | — Z Qnitj | — An
=0 j=1
k—1 k—1 k—1
= <§ an+j+1> - < E an+j> = Z(an+j+1 — anﬂ-).
J=0 J=0 J=0

Hieraus ergibt sich unter Verwendung der Dreiecksungleichung und der geometrischen Sum-
menformel

k—1 k—1 k—1
Qp4k — an| < Z ‘an+j+1 - an+j| < qnﬂ = qn q]
j: ]:O ]:O
" 1— qk qn
1—q 1—gq

Sei nun € > 0 beliebig. Wegen 0 < g < 1 konvergiert die Folge (%)nGN gegen 0, daher finden

wir ein ng € N mit % < €. Demzufolge ist

|antk — an] < e fiir alle n > ng und k € N. (1)

Hieraus folgt
|am —an| < e fiir alle m,n € N mit m,n > nyg.

[Denn: Seien m,n € N mit m,n > ng beliebig. Ohne Einschrinkung sei m > n. Dann ist
k:=m —n € N und nach (1) ergibt sich |ay, — an| = |apntk — an| < &.]
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5. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und berechnen Sie gegebenenfalls ihren
Wert.

I LR 1[0 M e

n=0 k=0

Aufgabe 2

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

n+4 /1 1\n

b) an ;_n+1 ©) 2<§+E>
> (n!)? = (=) > n
d) Z(<2n))' °) an(+8—1)n £) Zﬁ

n=0 ’ n=0
Aufgabe 3
1 (=1 1+ 3(-1)")"
FurneNseienan::——i—( ) und bn'—( 5(-1)") .

vn n o n?

a) Beweisen Sie: Es gilt a,, > 0 fiir alle n € N und lim a,, = 0.

n—oo

b) Zeigen Sie, dass die Reihe Z(—l)”an divergent ist.

n=1

c) Warum ist das Leibnizkriterium hier nicht anwendbar?

oo
d) Was kann man mit dem Quotientenkriterium iiber die Konvergenz der Reihe an
sagen? Und was liefert das Wurzelkriterium? n=1

Aufgabe 4

a) Esseip € N fest sowie (a,)nen, €ine konvergente Folge mit Grenzwert a. Zeigen Sie,
dass >~ (@, — anyp) konvergiert und bestimmen Sie den Wert der Reihe.

b) Zeigen Sie, dass folgende Reihen konvergieren und bestimmen Sie ihre Reihenwerte.

N ) R )
i) Z 7”&2——192 fiir p € N fest ii) ZW firz e R\ {-1,1}
n=p+1 n=0
Hinweis: Es ist 712;_1)2 = %p(n%p - n+rp) fiir n > p und 1—yy2 = 11y lyl # 1.

— bitte wenden —
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Aufgabe 5

—1)" °
Fir n € Ny definiere a,, := (=) . Zeigen Sie, dass die Reihe Z a,, konvergiert, dass aber

vn—+1

das Cauchyprodukt der Reihe mit sich selbst divergiert.

n=0

Bemerkung: Dies ist ein Beispiel dafiir, dass das Cauchyprodukt zweier konvergenter Reihen
nicht konvergieren muss, wenn beide Reihen nicht absolut konvergieren.

Aufgabe 6

Berechnen Sie fiir ¢ € (0,1) den Wert der Reihe

oo

> (n+1)(n+2)q"

n=0
Hinweis: Betrachten Sie zunéchst das Cauchyprodukt von >~ ¢™ mit sich selbst. Bilden
Sie dann das Cauchyprodukt dieser Reihe mit Y > , ¢".
Aufgabe 7 (P)
Zeigen Sie, dass die Reihe
1 1 1 1 1

_E_Fﬁ—ﬁ—i—%—%—l-—...

konvergiert, die daraus durch Umordnung entstehende Reihe

1

111 11
-—t—=+—=-— — - —t+-

1 1 1
SV R - Y v RV IV YR

jedoch divergiert.

Aufgabe 8 (P)

Die Folge (bn)nen, sei rekursiv definiert durch

b, + by
boi=0, b =1, bwy:—jé—i (neN).
Beweisen Sie mit Hilfe des Cauchyschen Konvergenzkriteriums, dass (b,) konvergiert.

Hinweis: Zeigen Sie zunédchst b, 11 — b, = (—1)"27" fiir alle n € N.

Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 3, 4, 5 und 7. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.
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Lésungsvorschlige zum 5. Ubungsblatt

Aufgabe 1

_9\3n—1
a) Fiurn € N setze a,, == (:322)”7“ Wegen

(=2t 1
= Tgmil T T 3 T 6 (32)m 6

gilt
Tanl —oo 8
n ’ n \/7 n—oo © < 1
Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe anl Gy, Thr Wert ist

S o= S = Ay e A ]

b) Nach dem binomischen Satz gilt fiir jedes n € Ny
n n+k n n k n n n
1 1 1 1 1
> (G =G)XM6G) =6) ) =0)
k) \2 2 k) \2 2 2 4
k=0 k=0
Wir haben also eine geometrische Reihe vor uns; wegen \%] < 1 ist sie konvergent und hat

den Wert -
3\" 1
(1) -5+
n=0 4

c) Fir jedes N € N gilt

i n _ZN:n+1—1_ZN: 11 11 N
(n+1)! ~ (n+1)!  “—\nl (+D1!) 0 (N+1) '

Folglich konvergiert die Reihe > > 0 Tt +1), und hat den Wert 1.

Aufgabe 2

a) Die Bernoullische Ungleichung liefert 2" = (1 4+ 1)" > 1+ n > n fir alle n € N, d.h. es ist
stets {/n < 2. Somit ergibt sich fiir alle n € N

nn
Vn <

n!

Bekanntlich konvergiert > >° n, (mit Reihenwert e), also ist auch > >° ;| b, konvergent, und

die absolute Konvergenz der Reihe >~ >° | nn—‘/,ﬁ folgt mit dem Majorantenkriterium.
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b)

d)

f)

Fiir n > 3 ist der Nenner positiv und es gilt

ntd k0 1
—3n+1 n2+0 n

Aus der Divergenz der harmonischen Reihe ) 7 folgt mit dem Minorantenkriterium die

n+4
Divergenz von ¢ | "

Firn > 3gilt 1+1 < 341 = 2 und daher (3+2)" < (3)". Die geometrische Reihe Y0 ((2)"
ist also eine konvergente Majorante von Y o° | (3 + 2)". Nach dem Majorantenkriterium ist
S0 (3 4+ 1)™ absolut konvergent.
Ist a, = EZB; gesetzt, so gilt fiir alle n € N
ant1| _ [((n+1)H* (2n)!] _ (n+1)? _ (1+1/n)?
an 2n+1) )2 @2En+2)2n+1) (2+2/n)(2+1/n)
Also ist limsup,, o |“2| = limy,—o0 |25 = (2J(rl(;)r(()2)i0) = 1 < 1. Das Quotientenkriterium
liefert, dass ) -~ , an absolut konvergiert.
Fir n € N schreiben wir a, := % = (=1)"b, mit b, := m Die Folge (by)
konvergiert gegen 0. Ferner ist (b,) monoton fallend, denn fiir alle n > 1 gilt
b 3 1)+ (-1
nosq e SMEDFED™ 4 L as G (c) e 33 2(-1)n
bn+1 3TL + (*1)"
Nach dem Leibnizkriterium konvergiert Y 7 | ay.
Wegen
(] 1 S 1 1
Qa = = = —
" +(=1)" " 3n+n 4n
1

und der Divergenz von ) o | L ist Zn 1 5 €ine divergente Minorante fiir ) >° , |a,|. Deshalb
ist > >° | an nicht absolut konvergent.

Wegen i = (—1)2 = 1 gilt fiir alle m € N
R A e =i, i

Folglich erhalten wir fiir jedes N € N

4dm—3 ‘4m7 4m71 4m >

=2 (dmstaa e
N
1 1 1 1
<4m—3_4m—1>+z<4m_4m—2>
m=1
(1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
:1(1—*+5—7+—'~+m—m)+<z—§+§—6+—'~+m—m)
1 1
_ 1)kt 1)k
St S,

Nach dem Leibnizkriterium konvergieren diese Summen fiir N — oo. Damit wissen wir: Wenn
wir mit sy die N-te Partialsumme der zu untersuchenden Reihe bezeichnen, dann konvergiert
sqn fir N — oo. Fiir m € {1, 2,3} gilt

4N+m in
N—oo .
S4N+tm = S4N + E i — A}lm S4N
—00
n= 4N+1

o0

wegen |i"/n| = 1/n. Folglich konvergiert sy fiir N — oo, d.h. die Reihe ) >, &
giert. Sie ist aber nicht absolut konvergent, weil die harmonische Reihe Y > | |’n =3, %
divergiert.

" konver-



Aufgabe 3

a) Offenbar ist a; =2 > 0. Fiir n > 1 gilt wegen n > /n
1 (=1t 11 1
> >

1
“m=mT T T Vn onon o

Die Konvergenz von (ay,,) gegen 0 ist klar wegen 1/v/n > 0 und 1/n - 0.

=0.

b) Fiir jedes N € N gilt

e

n=1 n=1

Die erste Summe ist die N-te Partialsumme der Reihe ) > \f) , die nach dem Leibnizkri-

N (1))
n=1"/n /NeN

oben beschriankt, d. h. es gibt eine Konstante C' mit 27]1\;1 (:/1%” < C fiir alle N € N. Es folgt

terium konvergiert; insbesondere ist die Folge ihrer Partialsummen (Z nach

N
1
.sNgcuZH fiir jedes N € N.

Aufgrund von Zf:[:l% — oo fir N — oo folgt hieraus sy Nooo, —00, d.h. die gegebene
Reihe Y 7 | (—1)"ay, ist tatséchlich divergent.

c) Das Leibnizkriterium ist nicht anwendbar, weil die Folge (a,) nicht monoton ist.

d) Zunichst zum Quotientenkriterium: Fiir ungerades n € N gilt

b1 _ (1+3)"* oo _ n® (3)m*t _ 1 3l
bn (n+1)2 1-3Hr m+1)2 (G (@1+1)2 2
Fiir gerades n € N dagegen ergibt sich
boyr (1) N (™1 R T
bn (n+1)2 (1+Hr (+1)2 G 1+l 2.30 '

Es gilt also lim sup(by,+1/by) = 00 > 1 und liminf (b, 1 /b,) = 0 < 1. Das Quotientenkriterium
liefert somit keine Entscheidung.

Das Wurzelkriterium kann dennoch eine Entscheidung bringen, und so ist es in diesem Falle
tatséchlich. Fiir gerades n € N gilt ndmlich

1 3
Y EEh S M.
NS T Y

d.h. es gilt limsup {/|b,| > % > 1, und dies impliziert die Divergenz der Reihe.

Aufgabe 4

a) Esseip e N fest sowie (ap)nen, eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Um die Konvergenz
von » > (an — antp) zu beweisen, betrachten wir die Folge der N-ten Partialsummen (sy)
und zeigen, dass diese fiir N — oo konvergiert. Fiir jedes N € N mit N > p gilt

N N—p N
sy =D_(an—ansy) Zan Zan+p—2an+ Zan =D np = DL Gnip
n=0 n=0 n=N-—p+1
H,_/
N—p
= > argp
k=0
p—1 N
= E an — E An+4p-
n=0 n=N-—p+1



Zu n € Ny definiere a,, :=

Wegen limy o an4+1 = a,limy_c ani2 = a,...,limy_o an4p = a folgt

N

N—oo
E Qn+p = AN+1 FAN4+2 + ...+t aN4p —— a+a+ ... +a=pa.
N—
n=N-p+1 p Summanden

Demnach konvergiert > > (@, — anyp) und es gilt

e’} p—1
Z(an — Qptp) = ]\}im SN = Zan —pa.
n=0 e n=0
b) i) Seip € N fest. Fiir jedes n € Nmit n > p+ 1 gilt
1 _ 1 1 ( 1 1 >
n?—p?  (n—p)n+p) 2p\n—p n+p/
Damit ergibt sich
i 1 _1°°(1_1)kn(p+1)1i( 1 B 1 )
n:p+1n2—p2 2pn:p+1 n—p n+p 2p = \k+p+1—p k+p+l+p
SN | 1 1 —
= — = — ap — a mit ag ;= ——.
2pk0(k:+1 k+2p+1> kazo(’“ k+2p) S
Da die Folge (ak)ren, gegen a = 0 konvergiert, liefert der a)-Teil, dass die Reihe
D mepi1 —1 _z konvergiert und
00 00 2p 1 2p 1 2p
1 1 1 1
Z 2_2:72(% @+2p) Zak—pO— Z L’
nort1 n®—p 2p — k: +1 2p =n
ii) Seiz € R\ {—1,1}. Mit Hilfe von # = ﬁ - ﬁ (fiir y = 22") erhalten wir
o0 on o0 o0
T 1 1 . 1
D= Z( — o 2n+1> = (an—anp1)  mit ay = s
o 11—z o 1—-2z 1—x o 11—z
Die Folge (ay) ist konvergent mit Grenzwert 1, falls |x| < 1, und Grenzwert 0, falls
|z| > 1. GemiB a) konvergiert die Reihe > 2 ((an — ap+1) und ihr Wert lautet
oo on o0 1 .
x —— —1 fir|z] <1
- = — — —1- N — 1-z
nz:;] 1— g2t ;(an ant1) = do e 4 { ﬁ fiir |z| > 1
Aufgabe 5

C" sowie by, 1=
Vn+1 e F

Yo o(=1)"b,, konvergiert nach dem

Leibnizkriterium, weil (b)) eine monoton fallende Nullfolge ist.
Fiir das Cauchyprodukt Y > ¢, der Reihe > >° ; a, mit sich selbst gilt

Mit

folgt

S =3 o Ly
T L Ok \/n k+1 VE+1 “Vn—k+1-vVk+1

0<(Va-Vb)2=a-2v/avb+b < avb<i(a+b)  (fiira,b>0)

i 1 1 2
Ccn|l = _
0 kgo\/n—k-i-l'\/k-l-l Zl(n—k—i—l—i—k—i—l Zn+2

k=0 2
2 zn:l_Q(n+1)_2+2/n

_n+2k n+2  1+2/n

—2 (n— ).

Demnach ist (¢,,) keine Nullfolge und damit ) > ; ¢, divergent (Kontraposition von Satz 7.2 (4)).

4



Aufgabe 6

Sei g € (0.1). Die geometrische Reihe Y~ >7  ¢" ist absolut konvergent und es gilt nach einem Beispiel
in Abschnitt 7.10 der Vorlesung

(' (Er) oo

Diese Reihe ist als Cauchyprodukt absolut konvergenter Reihen ebenfalls absolut konvergent. Indem
man das Cauchyprodukt dieser Reihe mit ) 2/ ¢™ bildet, ergibt sich

()5 G ) ) Sl

n=0 =0 “k=0
Aufg.1a), Ub.3 > n
DM (D SERT) R W
k=0 n=0

Fiir die gegebene Reihe erhalten wir daher

> 1 \? 1 2
Z(n+1)(n+2)q”=2<1_q>.1 =T

n=0

Aufgabe 7 (P)

Die Reihe
n+1 o (_1)71

n

konvergiert nach dem Leibnizkriterium, weil (1/4/n) eine monoton fallende Nullfolge ist. Es gilt

1 1 1 1 1 >
R AV i B SRR I

n=1 n=1

PRSP S TS SUNS SN SN SN SO _§< . 1)M
V3 V2 VB VT VA V9 VIT VB E\WVAn-3 Vin -1 Van)
Fiir jedes n € N ist
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
=+ =t — ==t == (1- )
\/4n - Vin—1 2n VAn  VAn  V2n  Vno V2n V2/ /n
Da > >, f dlverglert ist (1 — %) > \lf eine divergente Minorante fiir die Reihe in (x).

Aufgabe 8 (P)

Wir zeigen zunéchst durch Induktion: b,4+1 — b, = (—1)"27" fiir alle n € Ny.
IA: Fiir n =0 gilt b —bg =1 —0 = (—1)27° d.h. die Behauptung ist fiir n = 0 richtig.
IS: Sei n € Ny. Fiir dieses n gelte by, — by, = ( 1)"27" (IV). Dann folgt

bn+1 + bn
2
Nun seien m,n € N mit m > n. Dann ergibt sich

— bn-f—l — _bn—i-l — by I;/ _ (_1) 2 _ (_1)n+12—(n+1) ]

bpy2 — bpy1 = 5 5

m—1 m—1 m—1 k e s} k
b — bn| = Z(bk—i-l_bk) < Z!bk+1—bk! ZI 1)F27F = Z(;) < Z(;)
k=n k=n k=n k=n

_i<1>n+j_<1>ni<1)jgeom._Reihe<1>n 1 _<1>”—1
_ (1 1 ] 1 (5
= 2 2 = 2 2 1—5 2

Wegen (3)"~! — 0 (n — o) existiert zu jedem & > 0 ein ng € N mit (3)"~! < ¢ fiir alle n > n.
Mit der eben gemachten Abschétzung folgt

1 n—1
|bm, — bn| < (2) <e fiir alle m > n > ng.

Die Folge (b,,) ist also eine Cauchyfolge; das Cauchykriterium (Satz E5.6) liefert ihre Konvergenz.
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6. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass fiir alle £ € Ny und fiir alle z € C mit |z] < 1
i (n + /{:) o 1
2\ n (1— z)k1

gilt und dass diese Potenzreihe den Konvergenzradius R = 1 besitzt. Berechnen Sie nun fiir
|z| < 1 die Werte der Reihen

io: n?z" und i(Zn +1)2%",
n=1 n=1

Hinweis: Firn e Ngilt n? = (n+2)(n+1)—3(n+1)+1und 2n+1=2(n+1) — 1.

Aufgabe 2
Welche Funktionen C — C werden durch die folgenden Potenzreihen dargestellt?

n—1

. n . (_1)n 2n+2
a) ;mz b) ;m(zﬂ)

Aufgabe 3

Fiir welche x € R bzw. z € C konvergieren die folgenden Potenzreihen?

[e.9]

1

on+1 . n

a) me b) > —(e—2)

n=2 n=1

= n(1+(-1)"™) ,.2n - 1 1 n
c) Ze x d) Z 1+§+...+5 z

n=1 n=1

= ) (24 30)"
e) » 2 £) >

k=0 n=1

Aufgabe 4
Die Funktion f: R — R erfiille f(z +y) = f(z) + f(y) fiir alle z,y € R. Zeigen Sie:
a) Esgilt f(rx) =rf(x) fir jedes x € R und r € Q.

b) Ist f stetig in 0, so ist f stetig auf R.

c) Ist f stetig auf R, so gilt f(z) = zf(1) fiir jedes = € R.

— bitte wenden —
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Aufgabe 5
Die Funktion f : R — R ist gegeben durch

202 +ax +b, v <1,
-1
c—x, x> 1.

Bestimmen Sie a, b, ¢ € R so, dass f stetig ist und zudem f(0) = f(2) = 0 gilt.

Aufgabe 6

a) Beweisen Sie den Cauchyschen Verdichtungssatz:

Sei (a,)nen eine monoton fallende, reelle Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt:

o o
Z a, konvergiert = Z 2%aor  konvergiert.
n=1 k=0

Folgt dies auch, wenn man statt der Monotonie nur a,, > 0 fiir alle n € N voraussetzt?

b) Esseia= § € Q, wobei p € Z und g € N. Setze fiir x > 0: 2% := /aP. Zeigen Sie mit

Hilfe von Teil a), dass die Rethe >~ 7, n% genau dann konvergiert, wenn v > 1 ist.

Aufgabe 7 (P)

a) Beweisen Sie:
e —1>xze®?  fiiralle z € [0,00).

b) Zeigen Sie, dass fiir alle x € R gilt:

Z cos:!m)

n=0

= sin(sin(z)) e“®.

sin(nx)
!

— cos(sin(z)) e und Z
n=0

n
Hinweis: Betrachten Sie den Real- und Imaginérteil von e .

Aufgabe 8 (P)

Untersuchen Sie die nachstehenden Funktionenfolgen in den angegebenen Intervallen auf
punktweise und gleichméfige Konvergenz.

x +nz? +nx
a) fulz)= i

b) fulz)=(1—2)" auf [, =[0,1] bzw. auf I, = [3,1]

auf I; = [0,00) bzw. auf Iy = [a,00) mit einem a > 0

c) fulz)=nz(l—2)" aufl=1]0,1]

Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 1, 2, 6 und 7. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Losungsvorschlige zum 6. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Sei z € C mit |z| < 1. Wir zeigen mit vollstédndiger Induktion:

(o)
Fiir alle k € Ny ist Z (":k) 2" absolut konvergent, mit dem Wert

vt (1 _ Z)k+1'

Induktionsanfang: Fiir & = 0 haben wir wegen (":k) = () = 1 die geometrische Reihe Y >° 2"

vor uns. Diese ist bekanntlich absolut konvergent und hat den Wert 1—;

n+k

” )z" absolut, mit dem

Induktionsschluss: Sei k € Ny beliebig. Fiir dieses k konvergiere > o (

Wert m (IV). Wir bilden das Cauchyprodukt der zwei Reihen
i ("Hh)=" = 1 1 T und i 2=
n=0 ( N Z) n=0

Nach Induktionsvoraussetzung ist die Reihe Y > ("Zk) z™ absolut konvergent und, da auch die
geometrische Reihe )7 ;2™ absolut konvergiert, ist das Cauchyprodukt der Reihen nach Satz 7.10
absolut konvergent und hat als Wert das Produkt der beiden Reihenwerte:

[e.9] o0 [e.9] n

o = e s = (S 059) (B) = 2 (X )
—Z(Z () )z |

Die Induktionsbehauptung ist also gezeigt, wenn wir noch >, (m:]—k:) = (”t’f“) fiir alle n € Ny
beweisen. Dazu verwenden wir vollsténdige Induktion nach n € Ngy:

Induktionsanfang: Fiir n = 0 steht links (k) = 1 und rechts (kgl) 1.
Induktionsschluss: Sei n € Ny. Fiir dieses n gelte " (m+k) (”+k+1) (IV). Dann folgt

m
n+1 n
v 4.10
Do) =30 (R () = (D () S () = (.
m=0 m=0

Da die Potenzreihe ) (”:k) 2" fiir alle z € C mit |z| < 1 absolut konvergent ist, ergibt sich
fiir ihren Konvergenzradius R > 1. Zudem ist (n:k) > 1, also limsup,,_, o (":k) 1/n > 1 und damit
R < 1. Folglich gilt R = 1.

Wegen (":1) =n+ 1 und (”:2) = 1(n+2)(n+1) fiir alle n € Ny wissen wir nun

> 1 > 2
;(nﬂ) =T und ngo(n+2)(n+1) =

Daraus folgt dann wegen n? = (n +2)(n + 1) — 3(n + 1) + 1 fiir jedes z € C mit |z| < 1

in Zn Zn+2)n+1 32714—12 —1—22
n=1 n=0

2 3 1 2—3(1—z)+(1—z)2 224z

1-2)3 (1-22 1-2z (1—2)3 C(1-2)3
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und wegen 2n+1=2(n+1) —1

o0 o0 o0
> (@2n+1)z ——20+Z(2n+1)(22)”:—1+22 (n+1)(2)" =D (z*)"
n=1 n=0 n=0
— 14 2 1 _—(1—z)+2—(1—z2)_3z — 24
B (1—22)2 1-22 (1—22)2 C(1—22)27
Aufgabe 2
a) Die Reihe lésst sich als Differenz zweier Potenzreihen darstellen:
e e} [e.e] o0 o)
n—1 n+l-2 1, 2 "
— 2" = — 2" = — 2" — — 2"
2 it T T = T 2 )
= (n+1)! = (n+1)! il = (n+1)!

Die erste Reihe ergibt E(z), die zweite liefert fiir z = 0 den Wert 2 und fiir z # 0 gilt

o e}

2 n_2 1 _
2T T i i Zm—; 2 -1).

Insgesamt folgt: Die von Y >2 ), z" dargestellte Funktion f : C — C ist gegeben durch

n=0 n+1
FO) =EQ) —2= 1, f()=mB(-EEZ2_EZAE@T2 )

z z

b) Hier ergibt sich geméf der Reihendarstellung der Sinus-Funktion fiir jedes z € C

iﬂ(z—i—l)%ﬂ (z+1)§:ﬂ(z+1)2n+l (z+ 1)sin(z +1).

|
o (2n + 1)! o (2n +1)!
Aufgabe 3
a) Fiir a, := (2n+1)/(n —1)? gilt
lant1] (m—1)2% 2n+3  (1-1/n)2 2+43/n 2
Die Reihe hat daher den Konvergenzradius 1. Wir miissen nun noch die Rénder des Konver-
genzintervalls, also x = —1 und = = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen
o0 o0
2n+1 2n+1
AL e S 2L
— 1y 1y
n=2 (n 1) n=2 (n 1)

Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn

2n+1  2(n—1)+3 2 3 2 3 2n+3
i (n—1)2 (n—1)2 n—1 + (n—1)2 " n + n? n? nt1

Die zweite Reihe hingegen divergiert wegen a,, > 2n/n? = 2/n und des Minorantenkriteriums.
Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fiir x € [—1,1).

b) Wegen {/|1/n"| = 1/n =2 0 hat diese Reihe den Konvergenzradius oo, d. h. sie konvergiert
fiir alle z € C.

c) Die Reihe hat die Form 21?;2 apz® mit ag, = en(+(=D") ynd asn+1 = 0 fiir alle n € N. Somit

ist
n(1+(-1)") { e/ =e, n gerade,
e =

V/2n =1, p ungerade,

2



und wegen *"{/|agn+1| = 0 fiir alle n € N folgt lim sup,_, . {/|ax| = e, d.h. die Potenzreihe
hat den Konvergenzradius e~!. Fiir 2 = ¢! ergibt sich die Reihe

Oo 1
Z en(l—i—(—l)”)e—2n )
n=1

Diese Reihe ist divergent, da fiir gerades n gilt: e?(+(=D")¢
Die Potenzreihe konvergiert daher nur fiir x € (—e™1,e71).

=2 =1 0 (n — 00).

Bemerkung: Man kann auch y := 22 setzen und Y 00, e"I+(=D")y" hetrachten. Diese Reihe
hat Konvergenzradius e~2, d.h. sie ist konvergent fiir |y| < e~ und divergent fiir |y| > e =2
Hieraus folgt dann Konvergenz fiir |z| < e~! und Divergenz fiir |x| > ™!

d) Fira, =1+ l + . l gilt offenbar 1 < a, < n. Wegen ¥/n 27 folgt hieraus
V)an] 2 1. D1e Potenzrelhe 3¢ | anz™ hat also den Konvergenzradius R = 17! = 1.
Fiir |z| = 1 konvergiert die Reihe nicht, denn dann gilt |a,2"| = a, ———> oo, d.h. die

Reihenglieder konvergieren nicht gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fiir |z| < 1 vor.

e) Auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, denn

E 20202 | = Vb 4|2k = 2)z|F A2 { 0, lzf <1,

oo, |z >1.

Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z| = 1 gilt
|2k 24| = 2% - 0 (k — o0). Die Reihe Yoo 92k 2 konvergiert somit nur fiir |z| < 1.

f) Fiir den Konvergenzradius R von » 7 th;l) => 7 ap(z+ 30)" mit a, := # ergibt sich
wegen

1
lim su a hm SUp ——— =
msup Vlan] = limsup e

R =171 = 1. Die Potenzreihe > °° % konvergiert also fiir z € C mit |z 4+ 3i| < 1 und
divergiert fiir z € C mit |z 4 3i| > 1. Fiir z € C mit |z + 3i| = 1 gilt

z+3)" z+ 31" 1 )
‘( ng) :’ 2 =— fiir jedes n € N.
Wegen der Konvergenz von Y o | - ist die Reihe Y07, (ZJ;?;Z fiir |z 4+ 3i] = 1 nach dem

Majorantenkriterium konvergent. Also konvergiert die Reihe genau fiir z € C mit |z + 3i| < 1.

Aufgabe 4
Sei f: R — Rmit f(z+y)= f(zx)+ f(y) fir alle z,y € R.

a) Wegen f(0) = f(04+0) = f(0)+ f(0) ist f(0) = 0. Fiir jedes z € R folgt aus 0 = f(z+(—x)) =
f(@) + f(=x)

f(=z) = =f(2). (1)
Fiir jedes p € N und = € R gilt nach (p — 1)-maliger Verwendung der Voraussetzung

f(pz) =pf(z).
Hieraus folgt mit (1)

flpx) =pf(x) fiir alle p € Z und = € R. (2)
Fiir alle ¢ € N und « € R ergibt sich damit
f@) = fate) = qfta) = f(o)=1 (). 3)

Sei nun r = % € Q mit p € Z und g € N. Fiir jedes x € R erhalten wir

fra) = £(22) 2 pra) Q 2f(a) = rf(a).



b) Sei f stetig in 0, d.h. fiir alle reellen Folgen (z,) mit x,, — 0 (n — o0) gilt f(z,) — f(0)

Beh.: f ist stetig auf R, d.h. f ist stetig in y fiir alle y € R.

Sei y € R beliebig und (x,) sei eine reelle Folge mit =, — y (n — o0). Zu zeigen ist
f(an) = f(y) (n — oo). Es gilt
F@n) = F@) L F@a) + F(—y) = Fan + (—9) = Flon —y) "= £(0) Lo,

denn z,, —y — 0 (n — o0) und f ist im Nullpunkt stetig nach Voraussetzung. Also folgt

flan) === f(y),
d.h. f ist stetig in y.

c) Essei z € R. Dann existiert eine Folge (r,,) rationaler Zahlen mit r,, — x fiir n — oo (vgl.
Beispiel (5) in Abschnitt 6.2). Aufgrund der Stetigkeit von f ergibt sich

flrn) — f(x) fiir n — oo.

Andererseits ist
flrn) = f(ra-1) 2 rnf(1) — xf(1) fiir n — oo.
Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt f(x) = xf(1).

Aufgabe 5
Es gilt f(0) =bund f(2) = c— 2. Aus f(0) = f(2) = 0 folgt daher b = 0 und ¢ = 2. Auf (—o0,1)
und auf (1,00) ist f nach Satz 8.3 stetig. GeméiB Satz 8.9 ist f stetig in 1 genau dann, wenn

lim f(z) = f(1) = lim_f(a)

r—1— r—14

gilt. Nun haben wir

lim f(z) =2+4+a= f(1) und lim f(z)=2-1=1;

r—1— r—14+

also ist f genau fiir a = —1 stetig.

Aufgabe 6

a) Sei (ap)nen eine reelle Folge mit a1 < ay, und a, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt:

[ee) (o.¢]
Zan konvergiert = ZQkan konvergiert.
n=1 k=0

Beweis:

(e 9]

. 00 k
oo 1 Gn. Um die Konvergenz von )~ 2%ayx

“=7":Sei > ° | an konvergent. Wir setzen b := )
zu zeigen, miissen wir begriinden, dass die Folge (sx)ken = (Z?:o 2801 ) en fiir K — oo
konvergiert. Da (a,) monoton fallend ist, gilt fiir jedes K € N

1
b > ai+az+(az+as)+(as+. . .+ag)+. . .+ (agx-1,+. . .Fasx) > §a1+a2—|—2a4—|—. 2B

Also ist s = a1 +2ag+4ag +. .. +2Faysx < 2b fiir jedes K € N, d.h. (sx)gen ist beschrinkt.
Wegen a,, > 0 fiir alle n € N ist (sx)gen monoton wachsend.

Nach Satz 6.4 ist (si)ren konvergent, d.h. > 72 2Faq konvergiert.



“<”: Nun konvergiere Y 70 2¥ayr. Wir schreiben wie zuvor (sx)xen = (Zszo 2% aor ) N
Nach Voraussetzung ist (sx) konvergent, etwa sxg — s (K — 00).

Ist by := 25:1 a, fir N € N gesetazt, so gilt fiir jedes K mit 25 > N

by=a1+as+...+ay<ar+(aa+az)+(as+...+a7)+...+ (agx + ...+ asx+1_1)
<a1+2a2+4a4+...+2 ok = SKg < S
Also ist (by) beschrinkt. Da (by) iiberdies monoton wachsend ist, liefert Satz 6.4 die Kon-
vergenz von (by), d.h. > 07 | a, konvergiert.

Setzt man statt der Monotonie nur a,, > 0 fiir alle n € N voraus, so ist die Aussage i.a. falsch.
Ist beispielsweise die Folge (ay)nen gegeben durch

I

[ 1/n  falls n = 2" fiir ein k € Ny
n = 0 sonst

also (an) = (1,3,0,1,0,0,0,%,0,0,0,0,0,0,0, 15, . ..), dann konvergiert Y_o° | an, = Y peq 27",

jedoch ist Y 52 2%as = Y 5o, 1 divergent.

b) Fiir a € Q setze a, := n% Dann geniigt (a,) den Voraussetzungen von Teil a). Dieser liefert

oo 1 o0 o) 2k: o) 1 k
Z e Z an konvergent & Z 2’“(12;c = Z 295 = Z(Qa—l) konvergent
n=1 n=1 k=0 k=0

geom, Reihe
-

2a_l‘<1 & a-1>0 & a>l

Aufgabe 7 (P)

a) Laut Bernoullischer Ungleichung ist (1+4y)" 1+ny fiir alle y 2 —1 und n € N. Insbesondere
fir y=1ergibt sich 2" =(14+1)">1+4n bzw fiir alle n € N.

7\n+1

Damit gilt fiir jedes z > 0
+1 & 1 g+l &

o0 2n o0 1 n
et ma S S S

n=0 n=0 n=0 n=

b) Sei z € R beliebig. Dann gilt

i cos(nz) n i sin(nx) i cos(nz) + isin(nx) i eine i (e)n
-~ 7 ) — e e

| | | | |
— nl — nl vt n! ol = ol

_ e ecos(ac)-i—i sin(z) _ e

— ecos(@ )[cos(sin(:v)) + isin(sin(m))]

= @) cos(sin(z)) + i €@ sin(sin(z)).

cos(x) ei sin(x)

Vergleich von Real- und Imaginérteil ergibt die Identitdten

Z COST(::E) = ¢°*(®) cos(sin(z)) und Z Smg!m) = @ gin(sin(z)).
n=0 n=0



Aufgabe 8 (P)

a)

b)

n—oo

Es gilt f,(0) = 0 fiir alle n € N, also f,,(0) —— 0. Fiir > 0 gilt

fo() r4+nzl+nr x/m+2’+r e 24T
x = pry
" 1 +nx 1/n+x

Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die Funktion f : [0,00) — R mit

ﬂ@z{o’ L

=x+1.

z+1, >0

Auf [0, 00) ist die Konvergenz nicht gleichméfig, da die Funktion f in 0 unstetig ist, alle f,
dort aber stetig sind (vgl. Satz E7.5 (b)).

Auf [a, 00) mit einem a > 0 liegt dagegen gleichméBige Konvergenz vor. Fiir jedes x € [a, 00)
gilt nédmlich

T+ na? 4+ nx z+nz? +nx — (z+1)(1+nx)
i e [ —— 1 =
ule) = S| = [T o) —
r+nxi4+nr—z—nx—1—nzx —1 1 N 00
= = < =:cp 0.
1+ nx 1+ nx 1+ na

Nach Satz E7.4 (a) konvergiert (f,) auf [a,c0) gleichméBig gegen f.
Es gilt f,(0) =1 fiir alle n € N. Ist = € (0, 1], so folgt |1 — x| < 1 und damit
folz)=(1—-2)" 2=20.
Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die Funktion f : [0,1] — R mit
1, =0,
fa) = { 0, e (0,1].
Auf [0,1] ist diese Funktion unstetig, im Gegensatz zu den Funktionen f,; also kann die
Konvergenz auf [0, 1] nicht gleichméfBig sein.
Auf [, 1] liegt jedoch gleichm#Bige Konvergenz vor: Fiir alle « € [3,1] gilt wegen |1 — 2| < 3
[fn() = f(@)] = |fu(@)] = |(1 —2)"| = 1 — 2" <277,
und nach Satz E7.4 (a) bedeutet dies gleichméfBige Konvergenz.
Offenbar gilt f,,(0) = 0 fiir alle n € N. Fiir z € (0,1] ist ¢ := 1 — 2 € [0,1) und es ergibt sich
fn(2) = nzg™ 2= 0.
(Dass ng"™ — 0 fiir n — oo gilt, folgt daraus, dass wegen /ng®™ — ¢ < 1 fir n — oo die
Reihe tiber ng™ konvergiert.) Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die
Funktion f mit f(z) = 0 fiir alle z € [0, 1].
Obwohl die Grenzfunktion f stetig ist, liegt keine gleichméaflige Konvergenz vor: Geméafl De-
finition konvergiert die Funktionenfolge (f,,) gleichméBig auf [0, 1] gegen f, falls
Ve>03dng e NVn>no Ve e[0,1]: |fu(z)— f(z)| <e
erfiillt ist. Negation liefert die Bedingung, dass die Funktionenfolge ( f,,) nicht gleichméfig auf
[0,1] gegen f konvergiert:
Je>0Vng e NIn>ng Iz €[0,1]: |fulx) — f(z)] > e
Wegen
Falahy) = ne s (L= 2" = ()" = 22 (B) ™ = ho(14 Ly~ 2o, o
gilt ]fn(%ﬂ)] > fe~! fiir fast alle n € N.

Ist € := %e‘l gesetzt, dann finden wir also zu jedem ng € N ein n > ng und ein = € [0, 1] mit

|fu(x) — f(2)| = |fu(z)] = e (némlich z = n%_l) Dies schliefit gleichmifiige Konvergenz aus.
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7. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Beweisen Sie mit Hilfe der Additionstheoreme die folgenden Formeln fiir alle x,y € R.

a) sin(2z) =2sinz cosx b) cos(2z) =1 — 2sin’z = 2cos’x — 1
c) sinx+siny:2sinx;ycosx;y d) cosx—l—cosy:Qcosx;—ycosI;y
Aufgabe 2

Bestimmen Sie jeweils eine Potenzreihenentwicklung der Funktion f um die angegebene
Entwicklungsstelle zy bzw. z5. Wie grof ist der Konvergenzradius?

1—=2
1— 2 — 222’

a) f(z)=sinz, 2z=1 b) f(z)=

20:2

c) f(x)=cos’z, xp=0

Hinweis: Benutzen Sie in a) und in c¢) die Additionstheoreme fiir Sinus bzw. Cosinus. In b)

hilft =% = 12432 + % fir z € C\ {—1, 3} weiter.

Aufgabe 3

Untersuchen Sie, ob die Grenzwerte existieren, und bestimmen Sie diese gegebenenfalls.

1 3 T 42\ *
li _ lim —( (1+=) —1
) (i) o g ((14F) )

3/ _2 2
c) lim&i_—x d) lim ——

z—0 x =312 — 1 —6
r—1
e) lin%a (a > 0 fest) f) lim x3/2(\/x+1+\/x—1—2\/§)
r— x r—00
1 1 1 esine _ 1
lim — - = h) lim—
g) 0 x(sinx x) ) =0
Aufgabe 4

a) Bestimmen Sie alle z € (0,00), die 2V® = (/z)* erfiillen.

b) Zeigen Sie: Die Ungleichung [sin(nz)| < nlsinz| gilt fir alle n € N und alle z € R.

— bitte wenden —
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Aufgabe 5
Die Funktion f : [0,2] — R ist gegeben durch

_:1:—|—2

f(x)—m, z € 0,2].

a) Beweisen Sie zunéchst folgende Aussage: Ist eine Funktion g : [a,b] — [a, b] stetig, so
gibt es mindestens ein xy € [a, b] mit g(xg) = .
b) Wenden Sie a) auf f an, um zu zeigen, dass ein xy € R existiert mit f(zo) = xo.
c) Nun sei yy € [0, 2] gegeben. Die Folge (y,,) wird rekursiv definiert durch y, 1 := f(yy).
Konvergiert diese Folge?
Aufgabe 6

a) Esseia € (0,00). Die Folgen (x,)nen, und (yn)nen seien definiert durch
foima, @i ET,  ge= (s, —1) firneN.

Zeigen Sie, dass die Folge (y,)nen konvergiert mit Grenzwert In a.

Inx +Iny <

Y
2 = ‘

b) Beweisen Sie fiir alle x,y € (0, 00) die Abschétzung

c) Zeigen Sie, dass Inx <z —1 fiir alle x € (0,00) mit x # 1 gilt.

Aufgabe 7 (P)

Untersuchen Sie die folgenden Funktionenreihen in den angegebenen Intervallen I auf punkt-
weise und gleichméflige Konvergenz.

o0 . o0 1
a) Zx(l—x) auf [ = (—1,1] b) Zm auf I =R
n=1 n=1

Klausur zur HM I: Montag, 16.03.2009, 08:00 - 10:00 Uhr

Anmeldeschluss: Freitag, 13.02.2009 (Vorlesungsende WS 08/09)

Detaillierte Informationen zur Priifungsanmeldung entnehmen Sie bitte unserer Vorlesungs-
homepage

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/.

Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 2, 5 und 6. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Lésungsvorschliige zum 7. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a) Das Additionstheorem sin(x + y) = sinxz cosy + cosxsiny liefert fiir jedes = € R
sin(2z) = sin(z + ) = sinx cosx + cosxsinx = 2sinz cosz .

b) Ebenso folgt aus cos(x 4+ y) = cosx cosy — sinzsiny die Gleichung

cos(2x) = cos(z + x) = cosz cos ¥ — sin xsinz = cos’zx — sin’z,

und mit der aus der Vorlesung bekannten Formel cos?z +sin?z = 1 ergibt sich fiir jedes € R

cos’zy — sin’z =

cos?z — (1 — cos’x) = 2cos®z — 1.

{ (1 —sinx) — sin?z = 1 — 2sin’z,
c) Das Additionstheorem liefert wegen cos(—b) = cosb und sin(—b) = —sinb
sin(a — b) = sina cos(—b) + cosasin(—b) = sinacosb — cosasinb.
Mit a := 3(z + y) und b := 3(z — y) erhilt man also
sinz + siny = sin(a + b) + sin(a — b)
= (sinacosb + cosasinb) + (sinacosb — cosasinb) = 2sinacosb.
d) Genau wie eben iiberlegen wir uns zunéchst
cos(a — b) = cosacos(—b) — sinasin(—b) = cosacosb + sinasinb
und erhalten dann mit a := $(z +y) und b:= (z —y)
cosx + cosy = cos(a + b) + cos(a — b)

= (cosacosb— sinasinb) + (Cosacosb+sinasinb) = 2cosacosb.

Aufgabe 2

a) Wir kennen die Potenzreihen fiir sin z und cos z um die Entwicklungsstelle 0. In Verbindung
mit dem Additionstheorem fiir sin z ergibt sich fiir jedes z € C

f(z) =sin(1+2z— 1) sin(1) cos(z — 1) + cos(1) sin(z — 1)
[eS) 1 k
= sin( Z z—l )¢ 4+ cos(1) (2(14:—1—)1) 1)2FL = Zan (z—1)"
k=0 k=0
mit
: (=12
sin(1) 54—, falls n gerade,
anp = (7;71)/2 (n € ND).
cos(1) % , falls n ungerade

Der Konvergenzradius der Reihe ist offensichtlich oo.
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b) Fiir jedes z € C\ {—1, %} erhalten wir unter Verwendung der Identitét 171;;2 = 12 J/i + 11_/5’2
2/3 1/3 2/9 -1/9
[P 7. BV /. B V. N
3+ (z—-2) —-3-2(2-2) 1+(2-2)/3 1+4+2(2—-2)/3
Fiir #]z — 2| < 1 gilt
1 B i ( z— 2)
1+(z2-2)/3 — 3
und fiir 2|z — 2| < 1 ist
1 i 2(z—2)\" %)
_— = _— . *
1+2(z-2)/3 3
n=0
Hiermit folgt fiir jedes z € C mit |z — 2| < 2
2~ 2=2\" 1 2:-2)
=23 (- I (- Zw_z
9 3 9
n=0 n=0
mit a, = 2(—3)" — §(=2)" = (—3)"*%(2 — 2"), n € Ny. Der Konvergenzradius betréigt 3,
weil die geometrlsche Relhe in (x) fiir z € C mit 2|z — 2| > 1 divergiert.
Bemerkung: Die Darstellung 171;2222 = 12 f; + 11/ 3 kann man auf die folgende Weise erhalten
(— Partialbruchzerlegung): Wegen 1 — z — 222 = (1 + 2)(1 — 22) machen wir den Ansatz
1—2 a b
= -
1—2-222 142z 1-2z
und miissen die Konstanten a,b € R berechnen. Die rechte Seite dieser Gleichung liefert
L b a(l-22)+b(1+2) a+b+(—2a+0b)z
I+2z 1-22  (14+2)(1-22) 1—2z—222
Die Darstellung gelingt also, wenn a + b = 1 und —2a + b = —1 sind. Dies bedeutet a = %
und b = %
c) Wegen cos(2z) = 2cos?z — 1 (vgl. Aufgabe 1 b)) ergibt sich fiir jedes = € R
o (=D)F o (-1
f@)=21(1+cos(2z)) =1 +1 2z)* =1+1 2% 2k Zan:c
(2k)! 2k)
k=0 k=1
mit
1, falls n =10
Ay, = 0, falls n ungerade (n € Np).
% (_Qr 2 A falls n > 2 ungerade
Der Konvergenzradius ist oo.
Aufgabe 3
a) Fiir x # 1 gilt wegen 1 — 23 = (1 — z)(1 + = + 2?) [Diese Gleichheit erhilt man mit Hilfe der

geometrischen Summenformel 4.11 (1) oder der Polynomdivision (1 — %) : (1 — x).]

13 C(A+z+2?)-3  (z-1)(z+2) _ zH2
l—2 1—a3 1— a3 C(l-2)(1+z+2?) 1+axt+a?’

Damit ergibt sich fiir den Grenzwert

. 1 3 . T+ 2 1+2 3
lim — =lm-—— = = _Z =_1.
s—I\1l—2 1—2a3 z—1 14 x4 22 1+1+12 3




b)

d)

f)

Der Binomialsatz 4.11 (2) liefert fir z # 0 die Darstellung

A\2 A 749\ [42\F 42 422 42\ *2
<1+) :Z< ><> :1+42-+a2<) +...+a42<>
T — k €T €T €T x

mit ag := (4]3). Also erhalten wir

42\*2 42 42\? 42\*2
im —(((14+22) 1) = im Z(a2- 2240, (22) 4. +ap (22
x—00 42 €T x—00 42 €T €T T
42\* 42\? 42\
= lim <42+a2<> +a3<> +...+a42<> >:42.
T —00 €T xT €T

Setzen wir zur Abkiirzung a := /8 + x und b := 2, so ergibt sich mit der bekannten Glei-
chung a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?) [wieder geometrische Summenformel 4.11 (1) oder

Polynomdivision| die Darstellung

VBtr—-2=a-b= (VB +u) 2 - z .
(V8+z)2+2v8+x+22 (V8+=xz)2+2V8+x+4

Folglich hat man nach Satz 8.3 und Beispiel in 8.6
V8+ 1 —2 1 1 1

lim = lim

=0 @ =0 (Brz)2+208+x+4 (V8)2+2¢8+4 12°

Dieser Grenzwert existiert nicht. Der Zéhler des Bruchs hat in & = 3 ndmlich keine Nullstelle,

und wegen (2% — x)/(x +2) — 6/5 fiir  — 3 gilt

2_32-6 x—-3 x+2

—o0 firz — 3—.

22—z 1 2?2 —x {—i—oo fir x — 34,
. —
x

Sei a € (0,00). Fiir a # 1 ergibt sich

a:lnail exlnail
= -Ina
x T zlna y—0
Die Gleichheit in (x) folgt sofort aus der Ungleichung 7.11 (11).

Fiir a = 1 gilt stets a® — 1 = 0, also ist auch in diesem Falle der Grenzwert 0 = Ina.

at —1 e e—0 .. e¥—1 (%)
= lim

-Ina = Ina.

Fir alle x > 1 gilt

L EEIR-(E)? 4
SR C v Sy = By

und damit erhalten wir

1 1
\/x+1+\/x_1_2f:\/x+1+\/3?_\/x—1+\/5
NVr—1+yVz—-(Voe+1+z) Vi—1—-+vVz+1

WVr+1+ve)Ve—14+vz) (e+1+Vz)Vr—1+ 1)
(x—1)— (z+1)
Vet T+ Vo) (Vo —1+ve) (Ve —1+Vet1)

Insgesamt ergibt sich

lim a;3/2(\/x+1+\/m—1—2\/5>

r—00

—213/2

s WVr+1+Vz)Ve—-1+Vz) Ve —-1+Vr+1)
—9 -2 1
= lim -

Vit e+ ) (V- e+ D)(VI-1z+/I+1/z) 2:2:2 4




g) Mit der Reihenentwicklung von sinz hat man fiir jedes = # 0

1 1  z-—sinz m—(w—%x3+%x5—...) %x3—5x5+...

sinxz  x  zsinz vl — x4+ ..) a?— Jat+ .

und hieraus folgt wegen der Stetigkeit von Potenzreihen (vgl. Satz 8.7)

lim1 ! —1 —1im%563_%%54_'”—lim—%_%xQ%—”'—é—1
z—0 x \ sinx x z—0 x?’—%x‘r’—i-... z—0 1—%I2+... 1 6

h) Wir erhalten wegen lim, . 82% = 1 [vgl. 7.12 (6) oder iiber Reihenentwicklung des Sinus]

xT

esm:p_l (esmz_ 1 sinx) ) esmx_l

lim — = lim
x—0 xT z—0

sin x x z—0 sinx

sinz
T

Bei dieser Umformung muss man beachten, dass aus lim,_,g
sinz # 0 in der Ndhe von zy = 0 gilt.

= 1 insbesondere folgt, dass

Fiir jede Folge (zy,) mit 2, — 0 und z,, # 0 hat man also sinz,, — 0 und sinx,, # 0 fiir fast

. Yy_
alle n. Daher folgt aus lim,_q © ’ 11
esinmn -1 oo )
sin ,, '
. . . sinx __
Demnach existiert der zu untersuchende Grenzwert: lim,_,q £ L—1.

T

Aufgabe 4

a) Seiz > 0. Wegen der Injektivitiit von In : (0, 00) — R ist die gegebene Gleichung zV* = (/z)*
dquivalent zu

ln(xﬁ):ln((ﬁ)x) & Vrhhz=zlnyz & Vrlher=3izhe & (Vo—iz)lhz=0.

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn Inz = 0 (also = 1) oder wenn /z = 3z gilt.
Aus Letzterem folgt x = ixQ und damit z(1 — %1‘) = 0, also x = 4. (Man beachte x > 0.)
Somit gilt v = (,/z)* genau fiir x = 1 oder = = 4.

b) Sei z € R. Wir zeigen |sin(nx)| < n|sin z| mittels vollstindiger Induktion nach n € N.
IA: Fiir n = 1 ist die Abschétzung trivial: [sin(1-z)| < 1- [sinz|.
IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte [sin(nz)| < n|sinz| (IV). Dann folgt mit Hilfe des
Additionstheorems fiir Sinus
|sin((n + 1)z)| = |sin(nz) cos(z) + cos(nx) sin(z)| < |sin(nx)| - |cos z| + |cos(nx)| - |sin z|
() v
< [sin(nz)| + [sinz| < nisinz| + [sinz| = (n + 1)|sinz|.

In (xx) verwendeten wir |cosy| < 1 fiir alle y € R. Dies, wie auch |siny| < 1, folgt sofort aus
der Identitit (siny)? + (cosy)? =1 fiir alle y € R.

Aufgabe 5

a) Wir definieren die Funktion A : [a,b] — R durch h(x) := z —g(x). Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig. Wegen ¢([a,b]) C [a,b] gilt h(a) = a — g(a) < a —a = 0 und
h(b) =b—g(b) = b—b= 0. Daher liegt yo := 0 zwischen den Funktionswerten h(a) und h(b).
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es (mind.) ein xg € [a, b] mit h(xg) = 0, d.h. g(xg) = 0.

b) Auf dem Intervall [0,2] ist f nach Satz 8.3 stetig. Zudem ist fiir z > 0 offenbar f(z) > 0 und

flx) = ’”;Figl =1- x}r3 < 1. Deshalb gilt fiir die stetige Funktion f : [0, 2] — [0, 2] gemif a):

Es gibt (mindestens) ein zg € [0,2] mit f(x¢) = zo. (Solch ein z¢ heifit Fizpunkt von f.)




c) Wir verifizieren zunéchst, dass die Funktion f : [0,2] — [0, 2] monoton wachsend ist. Fiir alle

z,y € [0,2] gilt namlich

L — Lo 5 M@ < ).

TSy 2+37 y+3 z+3 y+3

Nun zeigen wir, dass die Folge (yn)nen,, definiert durch yo € [0,2] und y, = f(yn—1) fiir
n € N, monoton ist. Dazu unterscheiden wir zwei Félle:

Fall yo < f(yo): Die Folge (yn)nen, ist monoton wachsend, d.h. Vn € N: y,,_1 < y,. Denn:
IA: n=1. Esist yo < f(yo) = v1.
IS: Sei n € N. Es gelte y,—1 <y, (IV). Da f monoton wachsend ist, folgt

v
Yn = f(yn—l) < f(yn) = Yn+1-

Fall yo > f(yo): Die Folge (yn)nen, ist monoton fallend, d.h. Vn € N: y,,—1 = yp,.

Dies kann man dhnlich wie eben durch vollstdndige Induktion beweisen.

Auflerdem gilt yp € [0,2] und y,, = f(yn—1) € [0, 2] fiir alle n € N, also ist (yn)nen, beschrinkt.
Die beschrénkte und monotone Folge (yn)nen, konvergiert nach Satz 6.4.

Bemerkung: Macht man in der Rekursionsformel y,+1 = f(yn) den Grenziibergang n — oo

(und beachtet dabei die Stetigkeit von f), so ergibt sich fiir den Grenzwert a der Folge (y,)
die Gleichung

a= lim y,41 = lim f(yn) = f(a)7
n—oo n—oo

d.h. a ist Fixpunkt von f. Rechnen wir a aus: Es gilt a = Z—Ig Nach Multiplikation mit a + 3

erhilt man die quadratische Gleichung a2 4+ 2a — 2 = 0 in a, die genau fiir a = —1 + /3 oder
a = —1— /3 erfiillt ist. Wegen y,, > 0 fiir alle n € Ny muss a > 0 gelten, also a = —1 4+ /3.

Aufgabe 6

a)

b)

Sei a € (0,00). Definitionsgemés gilt
o=a, z1=a’? @y= (a1/2)1/2 — gy = (a1/4)1/2 — al/8,
Mit vollstéindiger Induktion beweisen wir z, = a'/2" fiir alle n € Nj.

IA: n = 0. Nach Definition ist xy = a.
IS: Sei n € Ny. Es gelte z,, = a'/?" (IV). Dann folgt

1/2 IV 1/2n\1/2 1/2n+1
Tny1 = /2 = (aMF)V2 = o127

Damit erhalten wir fiir jedes n € N

1/2n
a -1
UYp = 2”(1’71 _ 1) = W
Wie wir in Aufgabe 3 e) gesehen haben, gilt lim,_.o % = Ina. Wegen 1/2" — 0 (n — o0)
folgt limy, o0 Y = limy, o0 % =Ina.

Seien z,y € (0,00). Da die Exponentialfunktion £ : R — (0, 00) streng monoton wachsend
ist, ist die zu beweisende Ungleichung % <ln %ﬁ dquivalent zu

E(lnx;lny) gE(lnx;y>‘

WEeil In die Umkehrfunktion von FE ist, ergibt sich hier auf der linken Seite

E(lnx—;—lny) = \/E(lnzn—{—lny) = \/E(ln:n) E(lny) = Vxy,

5



und auf der rechten Seite erhélt man x—;y Also miissen wir lediglich

vay < Y
beweisen. Dies folgt mit der binomischen Formel:
z+y z)? = 2Vry + (Vy)? —Vy)?
T e N R Y )

Um Inz < 2 — 1 fiir alle z € (0,00) mit  # 1 zu beweisen, verwenden wir, dass die Expo-
nentialfunktion E : R — (0, 00) streng monoton wachsend ist, und erhalten

hr<z—-1 <= Elz)<Ex-1 <<= z<E(@x-1).

Fiir x > 1 gilt wegen x — 1 > 0

e}

r—1)" T — 0 T — 1
E(:::—1):Z( nll) 5 0!1) +( 1!1) =1+ (z—-1)==z.

n=0

Fiir x € (0,1) erhilt man wegen 1 —z € (0, 1)

o o
(I—x)" 1 1
E(l—2z) = _ 1l—g)'=— =
(1-=) Z n! <Z( @) 1-(1-2) =z
Hieraus folgt dann
1 1
Ezx-1)=———=>—F1=u=x.

El—-z) 1/z

Aufgabe 7 (P)

a)

b)

Setzt man = 11in ) >, 2"™(1 — z) ein, so ergibt sich der Wert 0. Fiir jedes z € (—1,1) gilt
[e.9]
1

Zx”(l—x):(l—x)Zx”:(1—x);1:z:nk:x(1—:c)- T, =%
n=1 n=1 k=0

Die Funktionenreihe konvergiert also punktweise gegen die Funktion f : (—1,1] — R mit

f(x)z{o’ T

z, z€(-1,1).

Da diese Funktion, im Gegensatz zu den Partialsummenfunktionen sy : (—1,1] — R, die
durch sy(z) := 21]1\,[:1 x"(1—x) gegeben sind, nicht stetig in x = 1 ist, liegt keine gleichméBige
Konvergenz vor (vgl. Satz E7.5 (b)).

Bemerkung: Auch auf dem Intervall (—1, 1) liegt keine gleichméBige Konvergenz vor: Fiir jedes

N eNund z € (—1,1) gilt

N-1 N
1—
sx(0) = J0)| = |0 = e Yo" = a] = |1 =) T =] = o =
n=0
sowie
||V > 1 = || > b
x Z 5 x| > N+\I/§'

Obige Rechnung zeigt: Ist € := % gesetzt, dann finden wir zu jedem N € N ein z € (—1,1)
(etwa x = %\1/5) so, dass |sy(z) — f(x)| > € gilt. Dies schliefit gleichméfBige Konvergenz aus.

Fiir alle x € R und n € N haben wir

1
22 +n?

1 < 1
22 4+n2 " n2’

Da die Reihe iiber 1/n? konvergiert, folgt aus Satz E7.4 (b): Die vorliegende Funktionenreihe
konvergiert gleichméflig und damit auch punktweise auf R.
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Aufgabe 1

Bestimmen Sie alle Stetigkeitsstellen der folgenden Funktionen:

22 —3w+2 fir = ¢ {1,3}

r2—42+3

a) [R—-R, z+— fir x =1

1
2
0 flirx =3

min{z? + 2z — 15, 23}  fiir x € [-7,-5] U [-1, 3]

b) f:[—7,3]—>R,93'_>{ 45 fir z € (=5, -1)

Aufgabe 2
Die Funktion f: [-1,1] — R ist gegeben durch
mﬂ fir 0 < |z] <1
fle) = { 0 fir x =0 .
a) Zeigen Sie, dass f stetig ist.

b) Bestimmen Sie den Wertebereich f([—1,1]) von f.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass |f(z)| < 1 fiir alle z € [—1, 1] gilt.

c) Zeigen Sie, dass f eine Umkehrfunktion besitzt. Berechnen Sie f~!.
d) Beweisen Sie, dass f~! streng monoton wachsend ist.

e) Ist f streng monoton wachsend? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 3

Beweisen Sie mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus
a) cos%zsin%z%ﬁ; b) cos%zsin%:%.

Aufgabe 4

a) Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil, Betrag und Argument von

21:(1—i\/§)42, 2y = (1—1—\\;—;) .

b) Esseit € (0,27). Ermitteln Sie die Polarkoordinaten von z(t) := 1 — €.

5m

7 ) . Berechnen Sie z® und z'%°,

c) Gegeben sei die komplexe Zahl z = cos (%) + isin (

— bitte wenden —
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Aufgabe 5

Zeigen Sie die Identitéten
a) tan(r +y) = jonettany fir alle z,y € R mit z,y, v +y ¢ {5 +kr: k € Z};

l1—-tanx tany

T+y
1—zy

b) arctanz + arctany = arctan fiir alle 2,y € R mit |arctanz + arctany| < 7 ;

c) (coshz+sinhx)" = cosh(nz) + sinh(nz) fiir alle z € R und n € N;

d) Arsinh z =In(z + V22 +1) fiir alle z € R;

e) Artanh z = ] In(112) fir alle x € (—1,1) .

Aufgabe 6
a) Bestimmen Sie alle z € R, fiir die gilt
i) 2771430t = ot g 3ol i) 20T =100z,

b) Beweisen Sie

logQ(ﬁ— \/5) =2 —logg(ﬁ+ \/§) )

Aufgabe 7

Gegeben seien eine reelle Zahl xy sowie eine stetige Funktion f: [a,b] — R.

Weisen Sie nach, dass dann ein Punkt (£, f(§)) auf dem Graphen von f existiert so, dass
der Abstand dieses Punktes zum Punkt P := (z0,0) auf der z-Achse unter allen Absténden
eines Kurvenpunktes zu P am kleinsten ist.

Gilt diese Aussage auch, wenn das Intervall [a, b] durch (a,b) ersetzt wird?

Aufgabe 8 (P)
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
a) Gilt fir die stetige Funktion f: R — R
lim f(x)=0  und lim f(z) =0,

T——00 T—00

so gibt es ein xy € R mit |f(z)| < |f(xo)]| fur alle z € R.

b) Seien a,b € R mit a < b. Wenn die Funktion f : [a,b] — R stetig ist und f(z) > 0 fiir
alle x € [a, b] gilt, dann ist die Funktion 1/f beschrinkt.

Klausur zur HM I: Montag, 16.03.2009, 08:00 - 10:00 Uhr
Anmeldeschluss: Freitag, 13.02.2009 (Vorlesungsende WS 08/09)

Detaillierte Informationen zur Priifungsanmeldung entnehmen Sie bitte unserer Vorlesungs-
homepage

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/.
Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 2, 5 und 7. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Lésungsvorschlige zum 8. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a)

Die Funktion x — ﬁ%ﬁﬁ ist als Komposition stetiger Funktionen {iberall dort stetig, wo sie
definiert ist, d.h. aulerhalb der Nullstellenmenge des Nenners — vorausgesetzt, der Bruch ist
22 —3x+2 (z—1)(z—2) z— 22 —3x+2 auf

vollstéindig gekiirzt! Hier haben wir S5=77= = =D @=3) — ﬁ Also ist z — ===

R\ {3} stetig und daher ist f auf R\ {1,3} stetig. Nun gilt lim,_; f(z) = =5 = & = f(1),

also ist f auch in der Stelle 1 stetig. Da aber 3 eine Nullstelle des Nenners im vollstdndig
gekiirzten Bruch ;—:g ist, existiert lim,_,3 f(z) = lim,_.3 ;—:g nicht, und f ist in 3 unstetig

(unabhéngig davon, was der Funktionswert f(3) tatséchlich ist).

b) Wegen 22+ 22 — 15 = (x — 3)(x +5) ist dieser Ausdruck fiir x € [—7, —5] positv, 23 hingegen
negativ, also gilt f(z) = 23 fiir z € [-7,—5]. Fiir z € [0,3] ist (z — 3)(z + 5) negativ und
o3 positiv, also gilt f(z) = 22 + 22 — 15 fiir z € [0,3]. Fiir € [-1,0) ist 23 € [-1,0),
aber 72 +2x — 15 < 1+ 0 — 15 = —14, also gilt f(z) = 22 + 2z — 15 fiir z € [-1,0).
Das Minimum zweier stetiger Funktionen g und h ist als Komposition stetiger Funktionen
stetig: min{g, h} = %‘g_h' (vgl. Aufgabe 3 b) vom 3. Ubungsblatt). Daher ist f jedenfalls
auBerhalb {—5, —1} stetig. Da 22 + 22 — 15 und = + 5 in —1 nicht denselben Wert annehmen
sowie 2 und z + 5 an der Stelle —5 verschieden sind, ist f an jenen Stellen auch nicht stetig.

Aufgabe 2

a)

b)

Als Komposition stetiger Funktionen ist f auf [—1,1]\ {0} stetig. Fiir x € [—1, 1] \ {0} gilt

C1-Vi-a? 14V1i-a?  1-(1-2%) z )
B x 1+vVIi—22 z(1+vV1—22) 1+V1I—-a%

Demnach gilt lim,_,o f(z) = 0 = f(0), und damit ist f auch stetig in 0.

f()

Wir zeigen zunéchst |f(z)| < 1 fiir alle € [—1,1]: Fiir z € [-1,1] \ {0} gilt

|z]

14++/1—22
>0

()| 2

<zl < L

Wegen f(0) = 0ist |f(z)| <1 fiir alle z € [—1, 1] bewiesen. Hieraus folgt f([—1,1]) C [-1,1].

Nun zeigen wir [—1,1] C f([—1, 1]). Sei dazu yp € [—1, 1]. Dann liegt yo zwischen f(—1) = —1
und f(1) = 1. Aufgrund der Stetigkeit von f existiert nach dem Zwischenwertsatz ein zy €
[—1,1] mit yo = f(zo) € {f(x): z €[-1,1]} = f([-1,1]). Da yp € [—1, 1] beliebig war, folgt
[—1,1] € f([=1,1]).

Insgesamt ergibt sich f([—1,1]) = [-1,1].

Um die Existenz der Umkehrfunktion von f nachzuweisen, verwenden wir folgendes Resultat:
Seien X,Y Mengen und f : X — Y eine Funktion. Gelingt es, die Gleichung y = f(z) durch
Aquivalenzumformungen (!) in die Form z = g(y) zu bringen (wobei z € X, y € Y und
g:Y — X), dann ist f bijektiv und die Umkehrfunktion von f lautet g.
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Fir z € [-1,1] \ {0} gilt

1—V1I—a2
y=f(z) = y=—-"T — 1—a2y=+1- 22

x
0 1—2zy +2%y? =1 — 22 = 22(1+y?) =22y
2
= z(1+y%) =2y = x = 1+yy2.
Fiir x = 0 gilt y = f(0) = 0, also gilt auch hier z = 1_2&/2. Die Rechnung zeigt: f besitzt eine

Umkehrfunktion, die durch

-1. 7_ _
LY = L e
=f([=11])

gegeben ist.

d) Seien x1, 22 € [~1,1] mit 27 < x9. Zu zeigen ist f~1(x1) < f~!(z2). Dies ergibt sich aus

F ) — M (a) = 2wy 2 279(1 + 22) — 221 (1 + 23) _ 2(xy — 1 + 2339 — 1123)
1+23 1+22 (14 23)(1 +2?) (14 23)(1+ 23)
_ 2($2 — T+ xlxg(xl — ZL’Q)) _ 2(1’2 — $1)(1 — 1’1392) <0
(0 + )1 +a0) Grad)i+a)

denn wegen —1 < z1 < xg9 < 1ist 129 < 1.

e) Da f~! die Umkehrfunktion von f ist, ist f die Umkehrfunktion von f~!. Da f~! streng
monoton wachsend ist, ist es ihre Umkehrfunktion f nach Satz 8.10 auch.

Aufgabe 3
a) und b) Laut Vorlesung gilt jedes = € (0, )
sinz >0 und cosz > 0. (2)

Durch mehrfache Anwendung der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus erhalten wir

—cos T — T T —cosT cosE —sin T sin
0 =cos§ =cos(§ + §) =cos g cos g —sin g sin G

Uy

=cos(§ + §) cos g —sin(§ + §) sin g

27 27 2

—(cos ¢ — sin 6)C086 2cos6 sin

T 3w _ T2 T
§ =cos” g —3cos g sin” ¢,

woraus

2

cos” § — 3 sin? =0 (3)
2w

aufgrund von (2) folgt. Da cos? & + sin® Z = 1 gilt, ergibt sich hieraus 4sin® % = 1, also

3
49

2
3 = [sinZ| @ sin Z. Einsetzen in Gleichung (3) fithrt auf cos® Z = 3sin* I =

cos g = %\/g wegen (2) ergibt. Aus den Additionstheoremen folgt weiter

woraus sich

M T — ain(E - T — 9ain & T _9., 1 T _ T _ 1

sin § = sin(g + §) = 2sin§ cos § = 2 2C086—COS6—2\/§,
T _ TomY 2 gn2m 3 _ 1 _ 1 _ om

cos§ =cos(g + ) =cos" g —sin“fF =3 — ;=35 =sing.

Zusammen mit den in der Vorlesung berechneten Funktionswerten von Sinus und Cosinus
ergibt sich folgende Tabelle:

x 0 us us us s

6 4 3 2
sinz | 2V0 VI Lv2 LvB Lvd
cosz | 3VI V3 LV2 LI LD



Aufgabe 4

a) Um Real- und Imaginirteil von z; zu ermitteln, betrachtet man am besten die Polarkoordi-
naten von 1 — iy/3. Die Linge dieser Zahl betrigt

1-iv3| =12+ (-V3) =Vi=2,
und nun gilt es noch, das Argument von 1 — iv/3 zu finden, d.h. ¢ € (—m, 7] mit
1—i\/§:2ew:2(coscp+isin<p), also cosap:% und sincpz—%\/g.
Dies ist genau fiir p = —%Tr der Fall; damit ist 1 — iv/3 = 2¢~/3. Es folgt
2 = (1 _ i\/§)42 _ (2€—i7r/3)42 _ 942,42(—in/3) _ 942 ~14mi _ 242,

denn e~ 147 = cos(—147) +isin(—147) = 1. Somit sind Rez; = 242, Im 21 = 0, |21] = 2*2 und
arg z; = 0.

us

Wie zuvor gesehen, ist 14 v/3i = 2¢*%5. Damit erhalten wir

2et3 201 o\ 201 - ,
vy = < ; ef’ﬂ ) _ (ez%> = 1501 = 134T _ oq (1347) + i sin (1347) = 1.
(&} 3

Also sind Rezo =1, Im 29 = 0, |22] = 1 und arg 2z, = 0.
b) Esseit € (0,27). Wegen e — e = 2isin p fiir ¢ € R erhalten wir
2(t)=1—¢" = (e_“t/2 — eit/Q)eit/Q = —2isin(t/2) e*/? = 2sin(t/2) ! )/2
wobei fiir die letzte Umformung —i = e~""/2 verwendet wurde. Damit haben wir bereits die

gesuchte Polardarstellung von z(t) gefunden, denn fiir alle ¢t € (0,27) gilt sin(¢/2) > 0 und
$(t —m) € (—m, . Also hat 2(t) die Linge 2sin(t/2) und das Argument (¢ — ).

c) Wir haben

% —cos (Y s () = _Lys_ i
ze4cos<4>+zsm(4> 2[ 2\@,

157 15 15 7 7 1 ;
zszel%:cos (;) + 2sin (;) = cos (Z) + 7sin (I) 25\[—% 2
150 _ i7o0r 7507 Y 7507 3m s 3m ,

— — _ 1n _— = —_— 1n _— = —
z e cos 1 18 1 cos > 18 2 7,

weil 750 = 93 - 8 + 6 und somit X" = 93 - 27 + 5T ist.

und

Aufgabe 5
a) Furz,ye Rmitz,y,c+y ¢ {n/2+kn:keZ}gilt

tan(z-+y) sin(z + y) sinx cosy + siny cosx COST COSY (23;:; + 2(1)2}3) tanx 4 tany
AT TY) = = o : = sinz siny = _ :
cos(x + y) COSX COSYy — sSInx siny COS T COSY (1 — m) 1 —tanz tany

b) Gemaéf Vorlesung ist tan : (—7/2,7/2) — R streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.
Die Umkehrfunktion von tan heifit Arcustangens arctan : R — (—m/2,7/2). Also gilt
arctan(tan(z)) =«  fiir alle z € (—7/2,7/2),
tan(arctan(y)) =y fiir alle y € R.
Nun seien z,y € R mit |arctan z 4 arctany| < 5. Wir setzen X := arctan(z),Y := arctan(y).
Mit Hilfe der Identitéit tan(X +Y) = 20Xl a9 Teil a) erhalten wir

tanX—i—tanY) ) (a:+y>
= arctan .
1—tan X tanY 1—xy

X +Y = arctan(tan(X +Y)) = arctan(



c) Fiir jedes y € R gilt

coshy + sinhy =

ey +eY

eY —e Y 2eY

2

Damit ergibt sich fiir alle x € R und n € N

2 2

(coshz + sinhx)" = ()" = e"* = cosh(nz) + sinh(nz) .

d) Fiir jedes = € R gilt

y = Arsinh z <= m:sinhy:T — 2x=¢eY—¢e"
L) eV =W 1 = ¥ 2z =1
= () -2V +aP=22+1 = (¢f—a) =241
— |eY—z|=Va*+l <— e/=x+V22+1 oder e =2—a?+1
—_——
>|z|>x
<z—z=0
L2 Wt Va2 1 = y=In(z+ Va2 +1).
e) Fiir jedes z € (—1,1) gilt
Loy _ ey 2y 1
eV —e
y = Artanh z <= x:tanhy:%( )262 —= Haz-1)=-1-=z
5(@3/4—@‘?4) €y—|—1
1 1 1 1
— %= T = 2y:ln( er) y:fln( +x)‘
1—2 1—=2 2 1—=2
Aufgabe 6

a) i) FirxzeRist

2171 + 3x+1 — 2:E+4 + 3171

ii) Die Gleichung z'°810% = 100z ist nur fiir # € (0, 00) sinnvoll. Fiir x > 0 gilt

298107 = 100 2

rrreee

I 1117

23671 o 2$+4 — 31‘71 o 3x+1
2(4—21) = 3(} - 9
2°(—%) = 3°(—5)

2% 8/3 PN (2)96 16
3 31/2 3/ 93

x = logs

2\93

- 2
hlg

log (2810 7) = log,(100 )

(logyg ) (logyg ) = logy(100) + logyo(x)

(log1g z)? — logyp(z) =2 =0
(logyp z — 2)(logyp(r) +1) =0

10g10 xr = 2
x =100

oder logjy(x) =—1

-1 1
oder x =10 = 15

b) Die Identitiit logy(v/7 — v/3) = 2 — logy(v/7 + V/3) folgt sofort aus

logy (V7 — V/3) 4+ logy (VT +V3) = logg((\ﬁ —V3) - (VT + \f3)) = logy(7 — 3) = logy(4) = 2.

<§> _Ing  In16-93
In2—In3 °



Aufgabe 7

Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und xzy € R fest. Der Abstand zwischen einem Punkt
(z, f(x)) (mit = € [a,b]) auf dem Graphen von f und dem Punkt (zp,0) lidsst sich durch

d(z) == /(z — 20)? + (f(z) = 0)2 = V/(z — 0)? + f()?

berechnen. Die Funktion d : [a,b] — [0,00), = +— d(x) ist als Komposition stetiger Funktionen
stetig. Da [a, b] abgeschlossen und beschrinkt ist, nimmt d nach Satz 8.14 auf [a, b] ihr Minimum
an, etwa in £ € [a,b], d.h. d(x) > d(§) fiir alle x € [a,b]. Wir haben also einen Punkt (£, f(&)) auf
dem Graphen von f gefunden so, dass der Abstand dieses Punktes zum Punkt P := (x,0) auf der
z-Achse unter allen Abstéinden eines Punktes auf dem Graphen von f zu P am kleinsten ist.

Ersetzt man das abgeschlossene Intervall [a,b] durch (a,b), dann ist die Aussage i.a. nicht richtig.
Gegenbeispiel: Betrachte die Funktion f : (0,1) — (0,1), x — x, sowie xg = 0, also P = (0,0).
Dann ist f stetig und es gilt d : (0,1) — [0,00), d(z) = /(z — 0)2 + (z — 0)2 = V2Va? = V2 z|.
Man iiberlegt sich leicht, dass fiir den Wertebereich von d gilt: d((0,1)) = (0,+/2). Daher ist
inf(d(0,1)) = inf(0,+/2) = 0 ¢ (0, v/2). Also existiert das Minimum von d nicht. D.h. es gibt keinen
Punkt auf dem Graphen von f so, dass der Abstand dieses Punktes zum Punkt P = (0,0) auf der
x-Achse unter allen Abstédnden eines Kurvenpunktes zu P am kleinsten ist.

Aufgabe 8 (P)

a) Ist f(z) =0 fir alle z € R, so ist die Behauptung trivial. Sonst wihlen wir ein z; € R mit
f(z1) # 0 und setzen ¢ := |f(z1)|. Wegen lim,_._ f(z) = 0 und lim, . f(z) = 0 gibt es
ein M > 0 mit

|f(z)] <€ fiir alle x < —M und fiir alle x > M.

Nach Definition von € gilt z; € [—-M, M].

Die stetige Funktion g : [-M, M] — R, z + g(z) := |f(z)], nimmt auf dem abgeschlossenen
und beschrénkten Intervall [—M, M] nach Satz 8.14 ihr Maximum an, d.h. es existiert ein
xg € [-M, M| mit g(z) < g(xp) fiir alle z € [-M, M].

Fiir jedes z € [—M, M] gilt somit |f(z)| = g(z) < g(xo) = | f(x0)|. Auch fir = ¢ [-M, M] ist

:Ele[fM,M]

[f@) <e=I[fz)] < [|f(zo)l-
b) Nach Satz 8.14 nimmt die stetige Funktion f auf [a,b] ihr Minimum an, d.h. es gibt ein
xg € [a,b] mit f(z) > f(xo) > 0 fiir alle x € [a, b]. Demzufolge gilt fiir jedes x € [a, D]

L1
f(@) = f(xo)

Die Funktion % ist also nach oben durch C' beschrinkt; eine untere Schranke von % ist z.B. 0.

=:C < o0.
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9. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Sei k € Z. Laut Vorlesung sind die Funktionen

2k=1 o 2ktl 7T] — [-1,1], z > sin(z), COS}, : [kzﬂ, (k:+1)ﬂ — [-1,1], 2 > cos(z),

sink: [ 3 3

bijektiv. Zeigen Sie, dass die Umkehrfunktionen durch

[Qk 1 2k+1

arcsing: [—1,1] — [ 7 22 7]y ko + (—1)F aresin(y) ,

bzw.
arccosy: [—1,1] — [lmr, (k + 1)7}, y — arcsing(y) — T,

gegeben sind.

Aufgabe 2
a) Zeigen Sie fiir alle y > 0

Yy
/ refdr=(y—1)e +1.
0

Hinweis: Potenzreihe fur z e®.

™ s
/ sin? x dx und / cos’ z dx .
0 0

Berechnen Sie den Wert des Integrals

b) Berechnen Sie
Aufgabe 3

2
/ f(z)dx fir f(z):=e",
1
indem Sie mittels geeigneter Unter- und Obersummen sy = Sy bestimmen.

Aufgabe 4
Zeigen Sie: Fiir alle f, g € R|a,b] und alle a, 8 € R ist af + Sg € Rla,b] und es gilt

/a(aerﬁg :c—oz/f da;+6/

Hinweis: Fiihren Sie den Beweis in mehreren Schritten: f,g € R[a,b] = f + g € Rla,bl;
a>0,f € Rla,b] = af € Rla,b] und f € Rla,b] = —f € Rla,b|.

— bitte wenden —
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Aufgabe 5

Beweisen Sie:

a) Die Funktion f: [a,b] — R sei beschrinkt und habe hochstens endlich viele Unstetig-
keitsstellen in [a, b]. Dann gilt f € R|a,b].

b) Seien f € R[a,b] und g : [a,b] — R beschrankt. Es gelte f(z) # g(x) fiir hochstens
endlich viele = € [a, b]. Dann gilt g € R[a,b] und

/abg(x)dx—/abf(x)dx.

a) Seif: [a,b] — R stetig mit f(z) > 0 fiir alle = € [a,b] und f(z() > 0 fiir ein zq € [a, b].
Zeigen Sie, dass gilt

Aufgabe 6

/abf(x) dx > 0.

b) Seien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen mit f(z) > g(z) fiir alle x € [a,b] und
f(zo) > g(xo) fiir ein zg € [a, b]. Zeigen Sie, dass gilt

/abf(x)dx>/:g(x)da:.

Gegeben sei eine stetige Funktion f: R — R. Auflerdem sei die Existenz der Grenzwerte
lim, o f(z) und lim,_,_ f(z) bekannt. Zeigen Sie, dass dann f gleichméBig stetig ist.

Aufgabe 7 (P)

Aufgabe 8 (P)
a) Sei f € C([a,b]) mit fab|f(x)| dx = 0. Zeigen Sie, dass f(z) = 0 fur alle = € [a, b] gilt.

b) Wiederum sei f € C([a,b]) und fiir alle g € C([a,b]) gelte f;f(x)g(x) dx = 0. Zeigen
Sie, dass dann f(z) = 0 fiir alle = € [a, b] gilt.

Klausur zur HM I: Montag, 16.03.2009, 08:00 - 10:00 Uhr
Anmeldeschluss: Freitag, 13.02.2009 (Vorlesungsende WS 08/09)
Detaillierte Informationen zur Priifungsanmeldung entnehmen Sie bitte unserer Vorlesungs-

homepage

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/.

Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 4, 5, 6 und 8. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Lésungsvorschlige zum 9. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Sei k € Z. Um zu beweisen, dass die Funktion arcsiny, : [—1,1] — [25L 7, 225 7] die Umkehrfunk-
tion der bijektiven Funktion siny : [L;l T, 2’“2—“ 7] — [—1, 1] ist, zeigen wir
(a) arcsing (sing(z)) = z fiir alle z € [% T, 2’“2—“ 7] und
(b) sing(arcsing(y)) =y fur alley € [-1,1].
Vorbemerkung: Fiir alle u € R gilt nach dem Additionstheorem fiir Sinus
sin(km +u) = sin(kr) cos(u) + cos(kr) sin(u) = (—1)" sin(u) . (1)

Zu (a): Sei z € 2L 7, 225 7] beliebig. Schreibt man @ = kr +u mit u € [~ %, Z], dann ergibt sich

arcsing (sing (x)) = arcsing(sin(x)) = kr + (—1)* arcsin(sin(z)) = kr + (—1)F arcsin(sin(k7r + u))

D kr 4 (—1)* aresin((=1)* sin(u)) = kr + (=1)*(—1)* arcsin(sin(w))

=krt+u=u (dawe[-F,F]).
Zu (b): Fiir jedes y € [—1,1] gilt
siny (arcsing(y)) = sin(arcsing (y)) = sin(kr + (—1)* arcsin(y))
W (—1)*sin((—1)* arcsin(y)) = (—1)% sin(arcsin(y)) = v.

Um zu beweisen, dass die Funktion arccosy : [—1,1] — [km, (k + 1)xw] die Umkehrfunktion der
bijektiven Funktion cosy : [k, (k 4+ 1)7| — [—1, 1] ist, zeigen wir

(c) arccosy, (cosg (z)) fir alle z € [kn, (k + 1)7] und

=z
(d) cosg(arccosk(y)) =y fir alle y € [—1,1].
Wir verwenden (vgl. 9.2 (7))
sin(z + §) = cos(x) bzw. sin(y) = cos(y — 5) fir alle z,y € R. (2)
Zu (c): Sei x € [km, (k4 1)n] beliebig. Dann ist  + § € [km + F, (k + 1)7 + T], und es gilt

2)

arccosy(cosy(x)) = arccosy(cos(z)) = arcsing4q(cos(z)) — 5 = arcsingyq(sin(z + §)) — 5

=r+5—5=< (nach (a), daxz+ § € [2(k+21)_1 T, 2(k+21)+1 )).

Zu (d): Fiir jedes y € [—1,1] gilt

(2) (®)

cosy,(arccosy(y)) = cos(arcsingq1(y) — 5) = sin(arcsing1(y)) = v.
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Aufgabe 2
a) Seiy > 0. Fiir jedes x € [0, y] gilt

00 00
. " x”"‘l
re =X E ‘7’: |
n. mn.

n=0 n=0

Da diese Potenzreihe um die Entwicklungsstelle 0 den Konvergenzradius co besitzt, folgt nach
Abschnitt 10.11 der Vorlesung

R Y T

Wegen

n+2 n+2 n+2

yn+2 _ n-+1 yn+2 _ (1_ 1 ) y _ y B y
(n+2)n! n+2((n+1)! n+2/(n+1)! (n+1)! (n+2)!

ist
n+2 n+2 > >

— = Y ykt y!
nz:o(n—i-2)n!_nz:o(n+1)! 7;)71—1—2 Z k! Zﬂ

1)~ g = (- D1

b) Wie in Aufgabe 1 b) vom 7. Ubungsblatt gesehen, gilt fiir alle z € R
sin® 2 = (1 — cos(22)).

Deshalb erhélt man mit Beispiel 10.11 (2)

/ sinzxdac:/ ;(1—cos(2x))dx:§/ ldx—%/ cos(Qx)daszg—%sm(;”) =3.
0 0 0 0

Wegen sin? z + cos? z = 1 fiir alle € R folgt hiermit

s s s s
/ cos2mdac:/ 1sin2:cdx:/ ldq:/ sin2xda::7r—g:g.
0 0 0 0

Sei f:[1,2] = R, x> e”. Zuerst bemerken wir, dass f als stetige Funktion iiber [1, 2] integrierbar
ist. Betrachten wir fiir ein n € N die Zerlegung Z, = {xo,21,...,2,} des Intervalls [1,2] mit
xj:=14j/n fir j € {0,1,...,n}, so gilt fiir die Teilintervalle I; := [x;_1, ;]

Aufgabe 3

mj = inf f(I;) = f(zj_1) = ™! und M; :=sup f(I;) = f(zj) =e"7,

denn f ist monoton wachsend. Somit ergibt sich wegen |/;| = z; —z;_1 = % fiir die Untersumme
von f beziiglich Z,

n n n—1
E 2 : e

Sf(Zn) = mj]Ij] = e1+ j—1)/ 2 : (G-1)/ ﬁ Z(el/n)l
=1 J=1 1=0

e 1*(61/’”)”_ 6(1*6) B
Tn 1—el/n _n(l—el/”)_e(e_l)el/”—l

und daraus folgt fiir das untere Integral von f

sy =sup{sy(Z): Z ist Zerlegung von [1,2] } > lim s¢(Z,) =e(e—1).

n—oo



Fiir die Obersumme von f beziiglich Z,, erhélt man
Si(Zy) = Zn:M-II‘I = Zn: “ Zn:elﬂ/n e Zn:e(j*“/" =" 4(Zy)
fn—‘ W= 27 T T a4 = fien);
7j=1 7=1 7=1 7=1
so dass auch S¢(Z,) — e(e — 1) fiir n — oo folgt. Damit besteht die Abschitzung
Sy =inf{S¢(Z) : Z ist Zerlegung von [1,2] } < lim Sf(Z,) =e(e—1)

fir das obere Integral. Da stets sy < Sy gilt, haben wir e(e — 1) < sy < Sf < e(e — 1), d.h.
sy =Sy =e(e—1), und dies bedeutet ff f(z)dz = e(e —1).

Aufgabe 4
1. Schritt: f,g € Rla,b] = f+g € Rla,b] und [*(f +g)dx = [° fda+ [*gda.
Seien Z1, Zs beliebige Zerlegungen von [a,b] und Z := Z; U Zy = {xg,x1,...,2p} mit a = 29 <

1 < T9 < ...<xp=>b Wegen

inf(f + g)([xj-1,2;]) = inf{f(x) +g(zx): = € [rj-1,]}
Satz 4.6 (2)
> inf{f(z) +9(2) : 2,2 € [vj_1,2;]}
A5, 2. Ublatt

= inf{f(z) : @€ [zj—1,2;]} +inf{g(Z) : T € [wj1, 25}
= inf f([zj-1,2;]) + inf g([2;-1, 2;])
gilt

n

Sirg(Z) =Y it (f + g)([zj-1,75]) - (x5 — 1)

j=1
> inf f(lejo1,25)) - (25— 2j1) + Y inf g, 25]) - (25— 25-1)
j=1 i=1

Satz in 10.1
= s57(2) +54(2) > sf(Z1) + s4(Z2) .

Aufgrund von sf14(Z) < sup{ sf14(Z’) : Z' ist Zerlegung von [a,b] } = s¢44 folgt
Sfrg = 5£(Z1) + s9(Z2) -
Da Z; eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, ergibt sich
Sfrg = s+ 59(Z2).
Da Z5 eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, ergibt sich
Sfyg = Sf+ Sg. (3)

Fiir das obere Integral wollen wir durch eine @hnliche Rechnung die Abschitzung Sy, < Sy + 9y
einsehen. Wegen

sup(f + 9)([zj—1, 7)) = sup{f(z) +g(x): = € [zj_1, 7]}
Satz 4.6 (2)
< sup{f(z) +g(Z) : x,Z € [xj_1, 2]}

AS, 2':Ublatt sup{f(z) : x € [xj—1, 7]} +sup{g(Z) : T € [xj_1,74]}

= sup f([zj-1,25]) +sup g([z;-1, 7;])



gilt
Sire(Z) =Y sup(f + 9)([wj-1,25]) - (@) — wj1) < Sp(Z) + S4(Z) < S§(Z1) + Sy(Za) ,
j=1
woraus wegen Syyq(Z) > inf{ Syy4(Z') : Z' ist Zerlegung von [a,b] } = Spiq
Sitg < S5(Z1) + 54(Z2)
folgt. Analog wie zuvor schlielen wir hieraus
Sp+g < Sp+ 5y (4)
Da stets spiq < Syyq gilt, erhalten wir

9ER[a) ©)

() ¥
Sf+g < S5+ 5 s5f+ 89 < Sf4g < Spgs

also iiberall “=". Somit ist f + g € R[a,b], und es gilt

b b b
/ (f+g)dw:Sf+g:Sf+sg:/ fdx+/ gdx.
2. Schritt: & > 0, f € R[a,b] = «af € R|a,b] und f;(af) dr = oaf;fd:r.
Sei a > 0 und f € R[a,b]. Fiir jedes Teilintervall [y, z] von [a, b] gilt

sup(af)(ly, 2]) = sup{af(2) : @ € [y, 2]} = a sup{f(z) : © € [y, 2]} = o sup f([y, 2])

und
inf(af)([y, 2]) = inf{af(z) : @ € [y, 2]} = a inf{f(z) : ¥ € [y, 2]} = o inf f([y, 2]).

Damit folgt sofort aus der Definition der Ober- und Untersumme fiir jede Zerlegung Z von [a, b]
Saf(Z) = aS¢(Z) und Saf(Z) = asp(Z).
Hiermit ergibt sich
Saf = sup{as¢(Z) : Z ist Zerlegung von [a,b]} = asy
=" aSy=inf{aS¢(Z): Z ist Zerlegung von [a,b]} = Sy .

/:(af)da::a/:fda:.

3. Schritt: f € R[a,b] = — f € Rla,b] und f;(—f) dr = —fabfdm.

Also ist af € R|a,b], und es gilt

Sei Z = {xp,z1,...,Zn} mit a = 29 < x1 < 22 < ... <, = b eine beliebige Zerlegungen von [a, b].
Dann gilt
s—f(Z) = iiﬂf(—f)([ﬂcj—hfﬂj]) (g —xja) = iinf{—f(w) D x €[]t (25— x50)
=1 j=1
= i —sup{f(z): z € [rj_1, 2]} (¥ —xj—1) = — isupf([xjfl,:nj]) (xj—xjm) = =S¢(2)
j=1 Jj=1
und

n

S_p(Z2) = sup(—f)([zj-1,25]) - (xj —jo1) = = > _inf f([zjo1,25]) - (2 — 25-1) = —s4(Z).
j=1

J=1



Hiermit ergibt sich

s = su{-S4(2): Z ist Zerlegung von [a,b]} = S

Jello —sy =inf{—s¢(Z) : Z ist Zerlegung von [a,b] } = S_;.

/:(—f)dx:—/abfdx.

4. Schritt: « < 0, f € Rla,b] = af € Rla,b] und fab(af) dr = af;fdw.

Seien av < 0 und f € RJ[a,b]. Wir benutzen die Darstellung o = (—1) - ||. Aus dem 2. Schritt folgt
la|f € R[a,b] und fb (lalf) dx = | fbfdx Hieraus ergibt sich mit dem 3. Schritt: —|a|f € Rla, b]
und f —|a|f)dz = —\a|f fdx bzw. af € Rla,b] und f (af) :B:af:fd:u.

Also ist —f € RJa,b], und es gilt

5. Schritt: o, 8 € R, f, g € R[a,b] = «af + (g € R[a,b] und ff(af+ﬁ9)dx:af:fdaz+ﬁf;gdx.

Seien a, 8 € R und f,g € R[a,b]. Nach Schritt 2 oder 4 gilt af € R[a,b] mit fab(af) dx = ozf(f fdx
sowie 3g € R|a,b] mit ff(ﬁg) dr = ﬁf;gd:n. Schritt 1 liefert daher af + B¢ € R[a, b] mit

/ab(aerﬂg)dx:/ab(af)der/ab(ﬂg)dx:a/abfdwrg/abgdx,

a) Siehe Satz E9.1 aus den Ergénzungen zur HM I fiir Studierende der Physik.

b) Seien f € R[a,b] und g : [a,b] — R beschriankt. Es gelte f(z) # g(z) fiir hochstens endlich
viele x € [a, b].
Setze h := f — g sowie M := {x € [a,b] : f(z) # g(x)}. Wegen h(z) = 0 fiir alle x € [a,b]\ M
ist h auf [a, b] \ M stetig. Da M (nach Voraussetzung) endlich viele Elemente enthilt, ist f in
hochstens endlich vielen Stellen in [a, b] unstetig und damit geméf a) iiber [a,b] integrierbar.
Wie in Aufgabe 4 gesehen, gilt mit h, f € R[a,b] auch g = f — h € R]a, b).
Es verbleibt fab hdz = 0 zu beweisen, denn dann liefert Aufgabe 4: f; gdxr = fab f dz.
Wegen | fab hdzx| < f; |h| dx geniigt es zu zeigen:

b
/ Il dz = 0.

Es gilt |h(z)| > 0 fiir alle x € M und h(xz) = 0 fiir alle x € [a,b] \ M. Da M endlich ist,
folgt s)5(Z) = 0 fiir jede Zerlegung Z von [a, b]. Demnach ist das untere Integral s, = 0 und

wegen h € R|a,b] ist fj |h| dz = s = 0.

Aufgabe 5

Aufgabe 6

a) Sei f:[a,b] — [0,00) stetig und es existiere ein zg € [a,b] mit f(z) > 0.

Sei € := % f(xo). Nach Voraussetzung ist ¢ > 0 und aufgrund der Stetigkeit von f in xg
existiert ein 6 > 0 mit |f(x) — f(xo)| < ¢ fiir alle z € [a, b] mit |x — xg| < §. Fiir solche z gilt

f(x) = f(wo) — (= f(x) + f(x0)) = f(x0) — |f(2) — f(T0)| 2 26 —e=¢.

Setzt man a := max{a xo— 0} und B := min{b,zo +0},sogilt a <a < f<bund f(zx) >¢
fiir alle z € [, #]. Zusammen mit der Abschétzung f(x) > 0 fir alle = € [a, b] folgt

/f da:_/f da:+/f dx+/f

2/ 0da:+/ 5da:—|—/0dx-(ﬁ—oz)5>0.
a a B



b) Seien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen mit f(z) > g(z) fir alle = € [a,b] und f(zo) > g(xo)
fiir ein xg € [a, b].
Betrachte die Funktion A : [a,b] — R, x — h(x) := f(x) — g(z). Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig, und es gilt h(z) > 0 fir alle z € [a,b]. Auerdem ist h(zg) =
f(zo) — g(xog) > 0. Somit sind die Voraussetzungen des a)-Teils fiir die Funktion h erfiillt.
Dieser liefert

b
/ h(z)dx >0,

/abf(x)dw > /abg(x)d:r

woraus mit Aufgabe 4

folgt.

Aufgabe 7 (P)
Sei f: R — R eine stetige Funktion so, dass limg_,~ f(2) und lim,_,_ f(x) existieren.
Sei € > 0. Um nachzuweisen, dass f auf R gleichméflig stetig ist, miissen wir ein § > 0 finden mit
lf(x)— fly)| <e fir alle z,y € R mit |z —y| < 9.
Wegen der Existenz des Grenzwertes lim, o f() =: a gibt es eine Konstante M > 0 mit
|f(z) —al < £ fiir alle x > M .
Fiir alle z,y > M, gilt daher
(@)~ FW)I < 1f@) —al +la— fp)l <5 +5=3. (5)

Entsprechend gibt es wegen der Existenz von lim,_, o, f(z) eine Konstante M_ > 0 so, dass fiir
alle x,y < —M_ gilt

[f(z) = fy)l <5 (6)

Setze M := max{M, M_}. Da [—M, M] kompakt und f auf [—M, M] stetig ist, ist f nach Satz
E8.13 auf [— M, M] gleichméBig stetig, d.h. es gibt ein d; > 0 mit

Vo,y € [=M,M]: [z —y[<d = [f(z)-fly)l <5 (7)

Setze § := min{d;, M }. Seien z,y € R beliebig mit |z — y| < 4. O.B.d.A. gelte z < y.
1. Fall: x > M.
Dann ist y > M und es gilt nach (5)

[f(@) = fly)l <5 <e.
2. Fall: z € [—M, M].
Fall 2.1: Fiir y € [-M, M] gilt nach (7)

[f(z) = fly)l <
Fall 2.2: Fiir y > M ergibt sich mit (7) und (5)

[f (@) = F < [f(2) = F(M)[+ |f(M) = fy) < 5 +5=¢

3. Fall: x < —M.

Fall 3.1: y < —M. Analog wie 1. Fall [mit (6) anstelle von (5)].

Fall 3.2: y € [-M, M]. Analog wie Fall 2.2 [mit (6) anstelle von (5)].
Fall 3.3: y > M. Dieser Fall tritt nicht auf wegen

NI
N
™

e —yl=y—x>M+M>DM =4

Insgesamt haben wir gezeigt: Fiir alle z,y € R mit |x — y| < 0 gilt |f(z) — f(y)| < e.



Aufgabe 8 (P)

a)

b)

Es sei f € C([a,b]) mit [°|f(z)|dz = 0.
Annahme: Es existiert ein xg € [a,b] mit f(xg) # 0.

Betrachte die Funktion h : [a,b] — R, o — h(z) := |f(z)|. Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig mit h(z) > 0 fiir alle € [a,b] und h(zg) = |f(x0)| > 0. Nach
Aufgabe 6 a) gilt

0</abh(x)d33:/ab|f(x)|dx.

im Widerspruch zur Voraussetzung ff |f(x)| dx = 0. Demnach ist die Annahme falsch und es
gibt kein xg € [a,b] mit f(xg) # 0, d.h. fiir alle z € [a,b] gilt f(z) = 0.

Nun sei f € C([a,b]) und fiir alle g € C([a, b]) gelte ff f(z)g(z)dx = 0.

Speziell fiir f = g gilt [*(f(z))? dz = 0. Da die Funktion h : [a,b] — R, &+ h(z) := (f(x))?
stetig ist und f; |h(z)| dz = 0 gilt, liefert Teil a): 0 = h(x) = (f(x))? fiir alle € [a, b],
f(z) =0 fiir alle z € [a, b].

also
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10. Ubungsblatt

Aufgabe 1
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit Hilfe von Riemann-Summen.
1 n 1 3n
a 1; - n/ L . - . km
) D Ve b Jim > sin(E)
k=1 k=1
Aufgabe 2

Fiir jedes n € N ist die Funktion f,, : R — R gegeben durch

"sin(x~!)  fiir x # 0,

falz) = ..
0 fiir x = 0.
Untersuchen Sie, welche dieser Funktionen an der Stelle 0 stetig sind und welche dort diffe-
renzierbar sind.
Aufgabe 3
Seien a > 1 und C' > 0. Eine Funktion f: R — R erfiille
[f(x) = fy)| < Clz—y[*  firallex,y eR.

Zeigen Sie, dass f auf R differenzierbar ist und f’(x) = 0 fiir alle x € R gilt.

Aufgabe 4
Berechnen Sie die Ableitungen folgender Funktionen.

a) f:(0,00) =R, z— zV* b) f:R—R, x+— cos(2z)em?”

c) f:(l,00) =R, x— In(lnz) d) f:(0,7) =R, z+— 257 (sinx)”
Aufgabe 5

Sei F: R — R, z +— f;inxsin(et) dt. Begriinden Sie, dass F' auf R differenzierbar ist, und
bestimmen Sie F’(x) fir jedes x € R.
Aufgabe 6

a) Berechnen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes die folgenden Grenzwerte.

i) lim n(1—cos?) ii) lim (cosvz+1—cosy/z—1)

n—oo

b) Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes die folgende Abschitzung
rlnr —ylny < (z—y)(1 +1nz) firz >y >0.

— bitte wenden —
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Aufgabe 7

a) Seien0<a<b, f:|a,b] — R eine stetige und streng monoton wachsende Funktion mit
f(a) > 0. Die (dann existierende) Umkehrfunktion von f sei f~': [f(a), f(b)] — [a, b].
Zeigen Sie mit Hilfe von Ober- und Untersummen

f(b

b )
/ f@yde+ [ F ) dy = i) — af(a).

f(a)
Hinweis: Veranschaulichen Sie sich die Situation anhand einer Skizze.
b) Folgern Sie hieraus
i) [[lnzdr=(ns—1)s+1 fiir alle s > 1;

m+1

i) [yYmdy =t fiir alle ¢ > 0 und m € N.

Aufgabe 8 (P)

Sei f: [0,00) — [0,00) eine stetige, streng monoton wachsende Funktion mit f(0) = 0 und
f(z) — oo fiir x — oco. Zeigen Sie, dass fiir alle s, > 0 gilt

t s
st é/ f(z) da:’—l—/ f(y) dy (Youngsche Ungleichung).
0 0

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn f(t) = s ist.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 7 a) samt Skizze.

Aufgabe 9 (P)

Untersuchen Sie folgende Ausdriicke auf Konvergenz und berechnen Sie im Falle der Kon-
vergenz den Grenzwert.

1 a-+h 1 a+2h
a) lim —/ cos(z?)dr (a €R fest) b) lim — Inzdr (a€ R fest)
h—0+h J,_p h—oo h Join
h 1 1
c) lim —dx d) lim h* cos x dx
h—oo [1 X h—0+ /g

Frohe Weihnachten und ein gutes und erfolgreiches neues Jahr 2009 !

Ubungsklausur Die Ubungsklausur zur HM I findet am Samstag, den 31.01.2009,
von 08:00 bis 10:00 Uhr statt. Wer daran teilnehmen mochte, muss sich im Zeitraum
vom 13.01.2009 bis 23.01.2009 in die Listen eintragen, die am Schwarzen Brett neben Raum
3A-17 (Allianzgebéude) aushéngen.

ACHTUNG: Es gibt eine spezielle Liste _fﬁr Studierende der Diplom- oder Lehramtsstu-
diengénge Physik oder Chemie, die einen Ubungsschein benétigen.

Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 3, 6, 7 und 8. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Aufgabe 1
a) Fir jedes n € N gilt

n

1 . "k k-1 K
- -k — oo .
P V=S (T )e

k=1 k=1
Ist :c,(gn) = % fiir k =0,1,...,n gesetzt, so ist Z, := {mén),a:gn), o ,x%n)} =0, %, cee ”Tfl, 1}
eine Zerlegung von [0, 1] und £ := (x(ln),xén), - ,xﬁ{‘)) = (%, %, ..., 1) ein zu Z,, passender

Zwischenvektor. Wir definieren f : [0,1] = R, z +— e™®

und erhalten eine Riemann-Summe

or(€™, 7,) = Zzzl(x,(gn) - a:l(i)l)f(xlgn)) =S (k- @)e_%. Da f als stetige Funktion

n n

iiber [0, 1] integrierbar ist und da |Z,| = + — 0 (n — oo) gilt, ergibt sich gem#8 Satz 10.12

n

n—oo N n— oo

1 - Y ! ! Sp. in 10.
lim — % Ve b = lim Uf(ﬁ(”),Zn)Z/ fdmz/ e il bl B R
k=1 0 0

o =

b) Hier betrachten wir die Zerlegung Z,, := {0, X, 2, ... 3} des Intervalls [0, 3] und den passenden

‘m'n?

Zwischenvektor £ ;= (1 2. ,3). Erneut konvergiert die Feinheit von Z,, fiir n — oo gegen

n’n’

Null. Mit der Funktion g: [0,3] — R, z + sin(nrz) gilt nach Satz 10.12

1 & ok k-1 3
. 1 kT Kk R—= kT (n) _
dim 5 3 Zsin() = Jim 32(5 = =) sin(5E) = Jim (€. ) [ g
= /3 Sil’l(ﬂ'm) dx Bsp- (Q)Zin 1011 M — g .
0 s e

Aufgabe 2
Alle Funktionen f,, sind stetig an der Stelle 0, denn fiir x # 0 gilt

|fu(2)| = [ sin(a™)| < 2™,

z—0

woraus fp(x) — 0 = f,,(0) folgt.
Die Funktion f, ist differenzierbar in 0, wenn der Grenzwert

lim M = lim = lim 2"~
z—0 xr—0 z—0 x z—0

n o —1 -0
z"sin(x ™) Lsin(z)

existiert. Fiir n > 2 existiert dieser Grenzwert [es handelt sich dann um limg_.o fr,—1(x) = 0], fir

n =1 jedoch nicht: Fiir die Folge (z)), := ((5 + km)™!)) gilt ndmlich 2, — 0 (k — c0), aber

fi(zr) — f1(0)

n —1\ _ s _ k
p— = sin(z,, ") = sin(§ + km) = (—1)

konvergiert fiir K — oo nicht.
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Aufgabe 3
Seien @« > 1, C' > 0 und f: R — R eine Funktion mit
[f@) = fWI < Clz—y|*  firallex,y eR.

Sei xg € R. Wir zeigen, dass f in x¢ differenzierbar ist mit f’(xg) = 0. Es gilt

_ _ «
0< lim fe) = Fwo) | oy Cle — 2ol _ 5 iy |z — 20/t =0
T—T0 xr — X T—T0 ‘l’ — xO‘ 70
wegen o — 1 > 0. Damit ist
i S@) = F@0) _

T—T0 T — xg

d.h. fist in ¢ differenzierbar und es gilt f'(xg) = 0.
Da zg € R beliebig war, folgt, dass f auf R differenzierbar ist mit f’(x) = 0 fiir alle x € R.

Aufgabe 4
a) Nach Definition gilt f(z) = 2 V% = @) V7 fiir jedes x > 0.
Ist g: (0,00) — R,z — In(x) ¥z gesetzt, so ist f(z) = e9®) = E(g(x)). Die Kettenregel liefert

fi(z) = E'(g(x)) ¢'(z) = E(g(x)) d'(x) = () g'(z), @€ (0,00).

Weiter gilt nach der Produktregel

§(z) = ' (z) V7 + In(z) (@/3) = ée/:ﬂ In(z) éx—% _ W L e (0,00,

also
v (3 + log(2))

) =

f(z), z € (0,00).
b) Anwendung der Produkt- und Kettenregel liefert fiir jedes x € R
f'(x) = —2sin(2x) 5% + cos(2x) 5% cos x = (cos(2z) cosx — 2sin(2z)) esine
c) Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man fiir jedes z € (1,00)
1
f(z) =In'(Inz) In'(z) = Iz
d) Fir jedes z € (0,7) gilt [Man beachte sinz > 0 fiir alle z € (0, )]
F(z) = 2907 (sin z)" = @) sinz In(sina)a _ In(e)sinatinGsing e _ p(in(z)-sin o+In(sin ) -z)
Mehrmalige Anwendung der Ketten- und Produktregel ergibt fiir jedes z € (0, 7)
f'(z) = E'(In(x) - sinz + In(sinz) - z) - (In(z) - sinz + In(sinx) - x)’
cos

1
= E(In(z) - sinz + In(sinx) - z) - <— sinx + In(z) cos(x) + " + In(sin x))
x inz

inx

sinz (: z (8 L : >
= 1 A 1 .
2% (sinx) ( + In(z) cos(x) + oz n(sinx)

Aufgabe 5

Wir betrachten die Funktionen f: R — R, x> [ sin(e’) dt und g: R — R, z > sinz.

Dann ist f nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf R differenzierbar mit
f'(z) = sin(e®). Bekanntlich ist auch g auf R differenzierbar mit ¢'(z) = cosz. Wegen F(x) =
flg(x)) = (f o g)(x) liefert die Kettenregel, dass F' auf R differenzierbar ist mit

F'(z) = f'(g(x)) ¢'(z) = sin(eS®) cos(z) fiir jedes z € R.



Aufgabe 6

a) i) Wir betrachten die differenzierbare Funktion f : R — R, z +— f(z) := cosz. Nach dem
Mittelwertsatz gibt es zu jedem x > 0 ein £ € (0, z) mit

F@ =10 _ ey gn STl e

z—0 T

Speziell zu x,, := % existiert ein solches &, € (0, %) Dann gilt &, — 0 fiir n — oo und
1 —coszx - . s -
n(l — cos %) = " —sing, = sin0 =0, da sin in O stetig ist.

Tn
ii) Hier betrachten wir die Funktion f: (0,00) — R, y + cos+/y. Die Kettenregel liefert,
dass f auf (0,00) differenzierbar ist mit f'(y) = —S VY fiir alle y > 0. Nach dem

2y
Mittelwertsatz existiert zu jedem x > 1 ein &, € (z — 1,z + 1) mit

flz+1)— f(x—1) cosve+l—cosyz—1 —siny&
(z+1)—(z—-1) 2 V&

=f'(&),  dh

Hieraus ergibt sich die Abschéitzung

sin fx 1 &x€(z—1z+1) 1

Ve |Sve S =

Wegen lim, o \/% = 0 ist der zu bestimmende Grenzwert 0.

‘cosx/a:—i- 1 —cosvx — 1‘ =

[y

b) Fiir t > 0 setzen wir f(¢) := tInt. Dann ist f differenzierbar mit f'(t) = 1-Int+¢-} = 1+Int.
Zu x > y > 0 existiert gemifl Mittelwertsatz ein £ € (y, ) mit

rlnz—yhy=(z-y)f(§)=(-y)1+hf < (z-y)(1+h).

Aufgabe 7

a) Seien 0 < a < b, f: [a,b] — R eine stetige und streng monoton wachsende Funktion mit
f(a) > 0. Die (dann existierende) Umkehrfunktion von f sei f=1: [f(a), f(b)] — [a,b].

Da die Funktionen f und f~! stetig sind, gilt f € R[a,b] und f~! € R[f(a), f(b)].

Sei Z = {xg,x1,...,Tp} mit a = 29 < z1 < ... < x, = b eine beliebige Zerlegung von [a, b].
Da f streng monoton wachsend ist, ist Z := f(Z) = {f(x0), f(z1),..., f(x,)} eine Zerlegung
von [f(a), f()].

Unter Beriicksichtigung der Monotonie von f und f~! erhalten wir

SHZ) +sp1(Z) =D sup f([wjor,@5)) (@) — wj1) + > inf f7H((f(wj-0), f)])(f(25) = flzj-1))
= 2y =1 (j-1))=25 1

j=1
=3 {f(xj)xj — f@j)zi + xj1 f(xg) — 21 f(z0)
j=1
=> [f(ﬂﬁj)ﬂﬁj - j'&‘4]”(56‘3‘71)} = f(@p)zn — zof(20) = f(b)b—a f(a).
j=1

Wegen sp-1 = sup{sy-1(Z’) : Z' ist Zerlegung von [f(a), f(b)]} > sf71(Z) ergibt sich

Si(Z)+sp-1 = f(b)b—a f(a) bzw. Si(Z) =z bf(b) —af(a)—sp1.



b)

Da Z eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, folgt
Sy = inf{ S¢(Z) 1 Z ist Zerlegung von [a,b]} = b f(b) —a f(a) — sp1
——
2b f(b)—a fa)—s ;-1
bzw.

Sy+sp12bf(b)—af(a). (1)
Mit einer analogen Rechnung zeigen wir sy + Sy-1 < b f(b) —a f(a). In der Tat gilt

sp(Z2) + Sp-1(Z2) = int f(lwjor,a)))(wj — xjma) + ) sup [ ([ (w-0), f(g)])(f (25) = flj-1)
= —fen) =t =11 (f(ay)=2;

_Z[ f(xj-)z; = f(xj-1)zj1 +a;f(25) = f(zj-1)

= Z[ — w51 f(@j-1)| = F@n)an — 2o (w0) = f(B)b—a f(a).

Wegen Sp-1 = inf{Sy-1(Z") : Z' ist Zerlegung von [f(a), f(b)]} < Sf—l(Z) ergibt sich
sp(Z) + Sp1 < f(b)b—af(a).

Da Z eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, folgt wie zuvor

sp+ S <bf(b) —af(a). (2)

Insgesamt haben wir

fERab], fIERIf(a).f (b)]

(2)
bf(b) —af(a ) Sf+ = sp+Sp-1 < bf(b) —afla),

also iiberall “=". Folglich ist

b f()
/ f(@)de + / F ) dy = Sy + ;0 =bF(b) —afla).
a f(a)

i) Wir wenden Teil a) an mit a = 0, beliebigem b > 0 und f(z) := € fir x € [0,b)].
Bekanntlich ist die Funktion f : [0,b] — [1,e’] bijektiv, stetig und streng monoton
wachsend mit f(0) = 1 > 0. Thre Umkehrfunktion lautet =% : [1,e*] — [0,b], y — Iny.
Der a)-Teil liefert fiir jedes b > 0

b

b e el
/ exda:—i—/ Inydy =be® — Inydy = (b—1)e" +1.
0 1 1

=eb—1

Nun sei s > 1. Speziell fiir b = Ins > 0 ergibt sich
/ Inydy=(Ins—1)s+1.
1

ii) Seien m € N und ¢ > 0. Wir benutzen den a)-Teil in der Situation a = 0, b > 0 beliebig
und f(z) = =™ fur « € [0,b]. Die Funktion f : [0,b] — [1,b™] ist bijektiv, stetig und
streng monoton wachsend mit f(0) = 0 > 0. Die Umkehrfunktion von f ist gegeben
durch f=1:[0,6™] — [0,b], y — y*/™ = /y. Gemif a) erhalten wir

b bm bm
/ z™ dw +/ y!/mdy =b f(b) =" = / y M dy =(1 - )t
0 0 0

— 1
'm+ bm+

Speziell fiir b = t1/™ schlieBen wir

t
/ y /M dy = g mr/m
0



Aufgabe 8 (P)

Sei f: [0,00) — [0, 00) stetig und streng monoton wachsend mit f(0) = 0 und f(x) — oo (z — o).
Weiter seien s,t > 0. Wir wenden das Resultat aus Aufgabe 7 a) an auf f, a = 0 und b = f~!(s)
[Unter den gegebenen Voraussetzungen an f folgt mit dem Zwischenwertsatz f([0,00)) = [0, 00).

Daher existiert f~!(s).]
£71s) s
[ @ [ iy =ss ),
0 0

Addieren wir auf beiden Seiten f;,l(s) f(x) dz und benutzen Satz 10.9, so erhalten wir

/f dm+/f y)dy = f (s)s—i—/ftl(s)f(x)d:v.

Mit
t

“Ys)s=st— (t— f1(s))s = st — sdx
F76) O ROIEEE

ergibt sich

t s t t t
1 _ . _ .
/0 f(z) d$—|—/0 f(y)dy = st /fl(s)sdx—l—/fl(s) f(z)dx st—{—/fl(s)(f(:n) s)dz .

Hieraus folgt die behauptete Aussage, sobald wir
t .
=0 firs=f(t),
/f_l(s)<f(x) s)dx { >0 fiir s £ (1) ()
gezeigt haben.

1. Fall: s = f(t). Dann ist f~!(s) = t und damit f;_l(s)(f(x) —s)dx = ftt(f(ac) —s)dx =0.

2. Fall: s < f(t) bzw. f~1(s) < t. Firallex € [f~1(s),t] gilt s = f(f~1(s)) < f(x) bzw. f(x)—s > 0.
Wegen f(t) — s > 0 und der Stetigkeit von = — f(x) — s ergibt sich nach Aufgabe 6 a) vom 9.
Ubungsblatt

/ (f(z) —s)dz > 0.
f=1(s)

3. Fall: s > f(t) bzw. f~1(s) > t. Fiirallex € [t, f~1(s)] gilt s = f(f1(s)) = f(z) bzw. s—f(x) > 0

Wegen s — f(t) > 0 und der Stetigkeit von = +— s — f(z) ergibt sich nach Aufgabe 6 a) vom 9.
Ubungsblatt

F71(s) t
/ (s — f(x))dz >0, also / (f(x) —s)dz>0.
t 710

Damit ist (*) bewiesen.

Bemerkung: Aus obigem Resultat kann man folgern:
Sind p,q > 1 mit % + % =1, dann gilt fiir alle s,£ > 0
st e
st < — + —
p q

mit Gleichheit genau fiir sP = t9.
(Dazu betrachtet man f(z) = 297! fiir z > 0. Die Umkehrfunktion von f ist dann gegeben durch

S y) =yP ! fiir y > 0.)



Aufgabe 9 (P)

a)

b)

d)

Sei a € R fest gewihlt. Da f : 2 +— cos(2?) als Komposition stetiger Funktionen auf R stetig
ist, gibt es zu jedem h > 0 nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein &, € [a—h, a+h|
so, dass gilt

a+h a+h
/ cos(z?) dx = / Ldx cos(&4) = ((a+h) — (a — h)) cos(&}) = 2hcos(}) .

—h —h

Also ist + f‘”: cos(2?) dz = 2 cos(&?) fiir jedes h > 0. Fiir h — 0+ konvergiert &, gegen a und
wegen der Stetlgkelt von f konvergiert damit auch cos(£7) gegen cos(a?). Zusammen folgt

1 a+h
lim / cos(z?) dz = 2 cos(a?).
h—0+ a—h

Sei a € R fest. Fiir jedes h > 0 existiert nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein
&n € [a+ h,a + 2h] mit

a+2h
/ Inz de = ((a +2h) — (a+h))In&, = hing,.
a+h

Demzufolge ist + f “2h g dr = In &n. Mit h — oo geht &, gegen oo und damit strebt auch
In &, gegen co. Also konvergiert der Ausdruck + % a:hz "Inz dx fiir h — oo nicht.

Wir zeigen, dass der Grenzwert nicht existiert. Sei dazu h > 1 und [h] bezeichne die grofite
natiirliche Zahl, die kleiner oder gleich A ist, d.h. [h] := max{k € N: k < h}.

Wir zerlegen das Intervall [1, []] in die [h] —1 Intervalle [n,n+1] fiir n = 1,2,...,[h]—1. Jedes
dieser Intervalle hat die Lange 1. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert fiir
jedes dieser Intervalle ein &, € [n,n + 1] mit f"H 1z de =1/, >21/(n+1).

[Hier kann man auch mit der Monotonie des Integrals argumentieren: Wegen 1/x > 1/(n+1)
fiir alle z € [n,n + 1] gilt nach Satz 10.3 (1): fn—H 1/z dx > fn—H 1/(n+1)de=1/(n+1)]

Damit gilt

h [h] h [h] (-1 i1 [A] -1 [h]
/1d1::/ 1dx+/ 1dx>/ 1daz—2/ ld:c} 1 :Zl
1 1z [n] * I A ottt k:Qk
~—

>0
Fiir h — oo und damit [h] — oo konvergiert diese Summe nicht [— harmonische Reihe].
Deshalb existiert der Grenzwert limyp,_, oo flh %dm nicht.

Dies lésst sich auch mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung einsehen,
denn fiir jedes h > 0 gilt

h
1
/ —dm:lnx‘?zlnh—lnlzlnhﬁoo fiir h — oc0.
1 X

Wir zeigen, dass der Grenzwert 0 ist. Sei dazu € > 0.

Wir zerlegen das Intervall [0,1] in zwei Teilintervalle so, dass der Betrag des Integrals iiber
ein Teilintervall durch /2 abgeschétzt werden kann.

Das erste Intervall soll die Lénge /2 haben. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
gibt es ein £ € [0, /2] mit
3 x € I3 € i
‘ h¥* cos x dm‘:’§| |hs| |cos£|<§ fiir jedes h € (0,1).
0

6



Fiir € € [¢/2,1] gilt € > /2. Sei nun h > 0 so klein, dass h*/? < ¢/2 ist. Dann gilt nach dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir ein £ € [¢/2, 1]

1
‘/ h* cos x d:n) < (1—¢/2)|h8| |cosé| < =
< —_——— 2

<1

Zusammen konnen wir abschitzen

1 £ < 1
‘/ hmcosxdm’ = ‘/ h”® cosx dx—i—/ h” cosz dx‘ < ’/ hxcosxda:’—i—‘/ hxcos:cdw‘ < e.
0 0 0 <

1
£
2

Also ist lim fol h% cosx dzx = 0.
—0+
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11. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Inz

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion f: (0,00) — R, = — und ent-

scheiden Sie, welche der beiden Zahlen e”, 7¢ die groflere ist.

Aufgabe 2

Beweisen Sie, dass die folgenden Funktionen konstant sind, und bestimmen Sie die jeweilige
Konstante.

a) f:(0,00) = R, x+— arctan(x) + arctan(z~!)

b) g¢:[0,7/2] = R, x+ arcsin(cosx) — arccos(sin x)

Aufgabe 3
Die Funktion f: R — R ist gegeben durch f(z) := 1 — 8(e?* 4 4)71.

a) Beweisen Sie, dass f injektiv ist, und zeigen Sie f'(z) =1 — (f(z))? fiir alle z € R.
b) Berechnen Sie damit die Ableitung der Umkehrfunktion von f.

¢) Bestimmen Sie eine explizite Darstellung von f~! und berechnen Sie damit erneut die
Ableitung von L.

d) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an das Schaubild von f in zq = 0 sowie die

Gleichung der Tangente an das Schaubild von f~1 in yy = —%.

Aufgabe 4

Berechnen Sie die unbestimmten Integrale.

e’ x
a) / arcsin z dx b) / 5 dx c) / dx
et +1 V1i—z

Aufgabe 5

Bestimmen Sie folgende Integrale.

1 2 /2
a) / (14 22)%dx b) / |z — 1| dx c) / sinx cosz dx
0 -2 0

d) /Olﬁdaz e) /fﬁdt £) /lexlnxd:v

km s 4
g sinz|de (k€Z) h / sinx)?dx i / arctan \/ vz — 1 dx
) [sinz|dz ) h) i (sinz) ) 1 \

(k—=1)m

— bitte wenden —
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Aufgabe 6

Untersuchen Sie jeweils, ob die Regel von de I’'Hospital anwendbar ist, und berechnen Sie
den Grenzwert, falls er existiert.

2 1 T
a) limM b) lim xe‘xz/ e di
z—0 smx £—00 0
1 f($) 1 e i N sinz
c) lim 7@) mit f(x) := x + sin(z) cos(z) und g(z) := f(x)e
z—o0 g(X
Aufgabe 7
Untersuchen Sie, ob folgende Grenzwerte existieren, und berechnen Sie diese gegebenenfalls.
, . . et —e® ) ¥ —x
a) zligl—&— o b) zlggo er e ©) ilg% l—z+na

Aufgabe 8
Die Funktion f: R — R ist gegeben durch

B VT fir z > 0,
f) = —/—x fiir x < 0.

Fiir welche Startwerte 2 € (0, 00) konvergiert das Newton-Verfahren?

Aufgabe 9
Fiir A > 0 ist die Funktion f): R — R gegeben durch fy(x) := arctan(Ax).

a) Begriinden Sie, dass 0 die einzige Nullstelle von f) ist.

b) Fiihren Sie fiir A = 3 zwei Iterationsschritte des Newton-Verfahrens mit dem Startwert
To = % durch.

c) Zeigen Sie, dass das Newton-Verfahren fiir Startwerte o € R mit |zo] > 2 nicht
konvergent ist.

Hinweis: Zeigen Sie mittels vollsténdiger Induktion: |z, | > £ fiir alle n € Ny.

2
X
Aufgabe 10 (P)

Sei (g, yo) der Schnittpunkt der skizzierten Geraden mit der Hyperbel 2% — y* = 1. Zeigen
Sie, dass der Flicheninhalt der schraffierten Fliche gleich 1Arcosh(zo) ist.

Hinweis: Verwenden Sie Arcosh’(x) = \/% fir x > 1.

Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 3, 4, 6, 8 und 9. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Lésungsvorschlige zum 11. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Die Funktion f: (0,00) = R, = +— 1“7‘” ist auf (0, 00) differenzierbar. Um das Monotonieverhalten
von f zu untersuchen, betrachten wir f’. Fiir jedes x > 0 gilt

f,(x)ii-x—(lnm)&il—lnx >0 fiir z < e,
B x? a2 <0 fiirz>e.
Somit ist f auf { Eg’z) streng monoton { ;;?1(; lrlls(;end . Fiir z,y € (0,00) ergibt sich

. . Exp.fkt. streng mon. wachsend
¥ >yt = V@) 5 erin) EX

In(z) _ In(y)
T Y

y-In(z) > z - In(y)

f(x) > f(y).

Da m > e und f auf (e,00) streng monoton fallend ist, folgt f(m) < f(e). Deshalb liefert obige
Aquivalenzkette e™ > €.
Aufgabe 2

a) Nach der Kettenregel ist die Funktion f auf (0, 00) differenzierbar und fiir alle z > 0 gilt

. 1 (ca~?) 1 1
— . —X pry — =
1422 1+ (z71)2 1422 a?2+1

f'(x) 0.

Da die Ableitung von f auf (0, 00) verschwindet, ist f dort konstant. Fiir alle z > 0 gilt

f(x) = f(1) = 2arctan(l) =2 -

SIE]

us
4

b) Auf den gedruckten Ubungsblittern hat sich leider ein Vorzeichenfehler eingeschlichen. Kor-
rekt muss die Definition von g lauten: g: [0,7/2] — R, z — arcsin(cosx) — arccos(sin x).

Auf (0,7/2) ist g differenzierbar mit
1 -1

/ .
g () = ————="(—sinz) - ———cosx
(=) 1 — cos?(x) ( ) 1 — sin?(x)
1 . -1 —sinx CoS T
= ———— (—sinzr) - ——— - cosT = —,
sin?(z) cos?(x) sin(z)| ~ |cos(z)|
=-14+1=0, da sinz > 0,cosz > 0 fiir alle z € (0,7/2).

Folglich ist g auf (0,7/2) konstant mit
g(x) =g(mw/4) = arcsin(%\/i) - arccos(%\/i) =n/4d—7/4=0 fiir alle z € (0,7/2).
AuBerdem sind

g(0) = arcsin(1) — arccos(0) =7/2 —7/2 =10,
g(m/2) = arcsin(0) — arccos(1) =0—-0=0.
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Aufgabe 3

a)

b)

d)

Es gilt f/(x) = 8(e®* +4)72 . 2e2* = 16e2*(e?* + 4)72 > 0 fiir alle x € R; also ist f streng
monoton wachsend und damit injektiv. Wegen
1—(f(2)> =1— (1 -8(e> +4)™)> = 1 — (1 — 16(e** +4) ' + 64(e** +4)7?)
=16(e* +4)7" — 64(e* +4) 72 = 16(e +4) 2((e** +4) — 4) = 16e** (e +4) 2
gilt auch die behauptete Gleichung.

f hat als Bildbereich (—1,1), denn x + (e** + 4)~! hat als Bildbereich (0,1). Da stets
f'(x) # 0 gilt, liefert der Satz iiber die Umkehrfunktion, dass f~1: (—1,1) — R differenzierbar
ist mit

1 2) 1 1

(y) = = = iir alle — )
U0 = 51y ~ 1= gumE 1oy releve b

Wir 16sen f(x) = y nach = auf:
1-8(e*+4) =y <= (1-y) ' =%(c*+4) « 8(1—y) ' —4=¢€*
— =181 -y) ' —4).
Damit ergibt sich fiir jedes y € (—1,1)

1 8 4 4 1

(f_l),(y):%.S(l—y)*l—ll‘(1—y)2 :8(1—y)—4(1—y)2 :4—4y2 - 1—y2'

Bsgilt f(0)=1-5=—-3 f(0)=1-(=5)°=3, /(=) =0uwmd (/7)(-5) =&
T(z) = f'(z0)(x — z0) + f(x0), also T(x) = %m — %

ist die Gleichung der Tangente an das Schaubild von f in zg = 0. Die Tangente an das
Schaubild von f~! in yo = —% hat die Gleichung

Ty) =" (W) y—vo)+ f '), also T(y)=2By+1.

Aufgabe 4

a)

b)

)

Wir verwenden partielle Integration mit f(z) = arcsin « und ¢'(z) = 1:
/ arcsin x dr = / 1-arcsin z dxr = x arcsin = — / x arcsin’(z) dx

dr =z arcsin x + V1 — 22.

= x arcsin x —

T
/ V1—22
Hier substituieren wir v = €®. Dies liefert du = e* dx und damit

e’ 1
/e%—i—l dx = /uQ—i—l du}u:ez = arctan(u)‘u:em = arctan(e”).

Wir substituieren w = 1 — z. Dies liefert du = (—1) dz, also

x 1—-u -
/ Vi—z du = / Ju (—D)duf,_,_, = /(“1/2 —u Py dul, =30t -2l
=2(1-2)3? —2(1 - )"/



Aufgabe 5

a)

b)

d)

f)

g)

Hier kann man sofort eine Stammfunktion hinschreiben:
1
1
/0 (1+2x2)%de = §(1+22)* | _, = (3" —1%) =10.

Wir zerlegen das Intervall:

2 1 2 1 2
/ ]a:—l]dac—/ \x—1|dx+/ \x—l|dm—/ (1—x)dx+/(m—1)dw
-2 -2 1 -2 1

— (x—%xQ)‘;%-(%xg—x)‘j
=(1-3)-(-2-2+2-2) - (3-1) =5.

2 2

Wegen (sin® x)' = 2sinx cos x ist % sin® x eine Stammfunktion von sin x cos x:

w/2
/0 sinz coszdr = %sin2x’zfo = %(sinQ(%Tr) - sin2(0)) =1(1-0)=1.

Auch hier kann man die Stammfunktion leicht finden:

! x 1t —8z
——dr = —— —dx
0 V9 —4a? 4 Jo 2v9 — 4a?
1
— Lo —4?| = L(V/5-V9)=13-V5).

=0

Hier wenden wir die Substitutionsregel mit g(t) = v/t an. Wir ersetzen also v/t durch z und
g (t)dt = (24/t )~1dt durch dz. Dabei miissen wir auch die Integrationsgrenzen anpassen:
t = 1 entspricht = g(1) = 1 und ¢ = 4 entspricht z = g(4) = 2.

4 1 49 1
ﬂ¢M+ﬁﬂhﬁl+ﬂdﬁ“

2
2 2
:/1 Ty G =2l +al],_, = 2(In(3) —In(2)) = 2In 3.

Um dieses Integral zu berechnen, verwenden wir partielle Integration fiir f(x) = lnz und
¢'(z) =2 Mit f'(z) = 27! und g(z) = 122 folgt

[ atmwds = [ j@d (@) e = fga)li — [ F@ae)da
:%xQIDx‘;_l—/l %x%_ldaz:é(tene—lnl)—/l txdy
T el IS R IR (Pe)

Sei k € Z. Wir betrachten zunéchst das Integral ohne Betrag:

km

/(k_l)7T sinzdr = — cosnr:}l!;;(k_l)7r = — cos(km) 4 cos((k — 1)m)
= (D" + ()" = (D) + (=D =20

Da die Sinusfunktion ihre Nullstellen genau in k7 mit k& € Z hat, ist sinz auf dem ganzen

Intervall [(k — 1), kn| entweder > 0 oder < 0. Folglich gilt

km km
/ |Sina:|dx:‘/ sinxdx| =2.
(k—1)m (k—1)mw




h) Wieder kommt partielle Integration zum Einsatz: f(z) = sinz und ¢'(z) = sinx.

/0 (sinz)?dz = sinz - (— cos :z:)|z:0 - /0 cosx - (—cosx)dr = /0 (cosz)? dx

s ™
= / (1 - (sinz)?) de =7 — / (sinz)? da
0 0
Betrachtet man nun den ersten und letzten Term in dieser Gleichungskette, so folgt

2/ (sinz)?dz =, also / (sinz)? dx = .
0 0

Wir substituieren zunsichst ¢t = \/z, d.h. = t2. Dann ist doz = 2tdt und aus z : 1 — 4 ergibt

sicht:1—2

4 2
arctany/ vz — ldx = / arctan(vt — 1) - 2t dt;
| arctany [ arctan(vi=T1)

nun substituieren wir u = v/t — 1, also t = u? + 1, dt = 2udu, t : 1 — 2 wird zu u : 0 — 1,

1 1
/ arctan(u) - 2(u? + 1) - 2udu = / (4u> + 4u) arctan(u) du
0 0

(Natiirlich hitten wir die beiden Substitutionen auch zu einer zusammenfassen konnen.) Dann
filhren wir eine partielle Integration aus mit f(u) = arctan(u) und ¢'(u) = 4u® + 4u:

du

= (u* + 2u?) arctan(u) ‘i:o a /0 (u* +2u%) 1+ u?

1(U2+1)2—1 1 1 1
= Jarctan(1l) — du:37r/ u? +1 dqu/
1 4

(3u’ + u)‘izo + arctan(u)‘izo IT=T— 5.

du

_3__ 4
=3T— 3t 3

— 3. _
=37

Aufgabe 6
Wir versuchen, ob wir die Regeln von de I’'Hospital anwenden kénnen. Hier konvergieren

Zéhler und Nenner gegen 0, die Ableitung des Nenners ist in der Ndhe von 0 ungleich 0, aber
lim 2z cos(1/x) + sin(1/x)
cos T

a)

2z cos(1/z) 4+ x?sin(1/z) -

=1
z—0 COS T

2 /
li (2~ C0s(1/2))
z—0  (sinz)’ z—0
existiert nicht, denn fiir z,, := ((n+ 3)7)~! hat der Bruch den Wert (—1)"/ cos z,,. Die Regel

von de I'Hospital ist nicht anwendbar; der urspriingliche Grenzwert existiert aber:

~zcos(l/z)=1-0=0.

2
1
lim £-C0S/2) gy
z—0 smx z—0SIN T
Zu untersuchen ist hier f(z)/g(x) fir f(z) == [y e’ dt und g(z) := 2~ 'e”’. Wir wenden die
2« (Beachte: fiir

b)
Regel von de I'Hospital an: Der zu untersuchende Grenzwert ist vom Typ ,, 2

x>0 gilt f(z) > [; 1dt = ) und wegen
= 272" 4ol 2p = (2—272)e®

f@y=e¢"  g@=
gilt: Die Ableitung des Nenners ist fiir hinreichend grofle x stets # 0 und der Grenzwert
’ 1 1

fflx) e’ :
= lim > = lim — = -
v—00 (2 — z72)e?”  s—002—g72 2

5 (o)

existiert. Folglich ist auch der zu untersuchende Grenzwert %

4



¢) Sowohl f(z) als auch g(x) streben fiir z — 0o gegen oo. Als Ableitungen erhalten wir f/(x) =

1+ cos?z —sin?x = 2cos? 2 und

d () = f'(x)e™ + f(2)eS® cosz = 51%(2 cos® x + x cos x + sin z cos? )
= e cosz (2cosx + x + sinxcosz) .
Also wird ¢'(x) auch fiir beliebig groBe z durch den Faktor cosz immer wieder 0. Daher ist
die Regel von de I’'Hospital nicht anwendbar. Der Grenzwert
1
lim 7f(:1:) =

200 g(x) T esinz

existiert nicht (Betrachte z,, := (n + 3)), obwohl fiir jene z, fiir die ¢’(z) # 0 ist, gilt:

fl(x) 2cosw 7o
g (z)  esin*(2cosx + x + sinwcosz) )
Aufgabe 7
a) Es gilt
1 : 2
lim z In(z) = lim n(lx) ® lim = lim —x=0.
rz—0+ z—0+ P rz—0+ — 2 z—0+

In (%) verwendeten wir die Regel von de I’'Hospital (—;12 # 0 fiir alle x > 0.). Hiermit folgt
wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion

lim z°% = lim &* In(z) _ elimz*)()*, zln(z) _ 60 -1.
z—0+ z—0+

b) Hier kann man die Regel von de I'Hospital zweimal anwenden (jeweils ,, 52 und die Ableitung
des Nenners ist fiir hinreichend grofie = ungleich 0). Dies fiihrt auf
e’ —e* . et 4e™® . et —e”®

lim —— = lim —— = lim —— (falls die Grenzwerte existieren),
z—oo e e T z—oooe? —e T z—ocoe? +e 7

hilft also nicht, den Grenzwert zu berechnen. Einfaches Kiirzen mit e* liefert aber

¥ —e " . 1—e 2@ 1-0
lim ——— = lim = =
z—o0 ef + e z—ool4e 2 140

1.

“.,

¢) Auch hier wenden wir zweimal hintereinander die Regel von de 'Hospital an (jeweils fiir ,,%
die Ableitung des Nenners hat in der Nihe von 1 keine Nullstellen). Wegen (z%)’ = (e®!n®)/
2®(xInz) = 2%(1 4 Inx) ergibt sich

)

, R (1 +z)—1 . 2*(I+hz)?+2°2 141

lim ——— = lim i = lim T = =-2.

z—11l—z+Inz 2-1 —1—}—5 z—1 - —1
Aufgabe 8

Ist die Funktion f: R — R durch

NZ fiir x > 0,
—y/—x firz <0

gegeben, so ist f auf R\ {0} differenzierbar mit

{ sm  fira >0 1

2\/1_70 fir x <0 2v/|z|




Das Newton-Verfahren liefert fiir einen beliebigen Startwert zp € (0, 00)

f (o) 20 VZo

1 =T0 — =0 — =20 — 2x0 = — %o,
f/(IB()) 2\/1370
x —/— —\/T
xgle—]{/(( 1)): — 1 1:—:130— 10:—1’0—1-23:0:3;0.
1 PNy 2./70

xg  fiir gerades n,

Folglich ergibt das Newton-Verfahren die alternierende Folge x, = N
—x¢ fiir ungerades n.

Diese Folge ist fiir alle zg € (0, 00) divergent.

Aufgabe 9
Fiir A > 0 ist die Funktion fy: R — R gegeben durch fy(z) := arctan(A\z).

a) Esgilt f1(0) = 0. Da f) injektiv ist, besitzt f) keine weiteren Nullstellen.
b) Nach der Kettenregel ist die Funktion f3 auf R differenzierbar mit

3

fi(z) = arctan’(3z) - 3 = T G2

zeR.

Die ersten beiden Iterationsschritte des Newton-Verfahrens mit Startwert xg = % lauten

fa(xo) 1 arctan(1) 1 27 1 =
r1 = — - = - =-— =,
T T @) T3 &5 3 34 3 6
fa(z1) 1 « arctan(l-3) 1 7« 1+(1-7%)?
T2 =21 — = =-—— — ———="—arctan(1 — 7).
fs(x1) 3 6 ﬁ 3 6 3 2

c) Seixp € R mit |zg| > % Wir wollen zeigen, dass das Newton-Verfahren nicht konvergent ist,
d.h. dass die durch

Tp41 = Tn — f&(xn)_lf/\(xn) ) n € Np,

rekursiv definierte Folge (2, )nen, nicht konvergiert. Zuerst beweisen wir mittels vollsténdiger
Induktion: |z,| > % fiir alle n € No.

IA: n = 0. Nach Wahl des Startwerts xq ist |zo| > % erfiillt.
IS: Sei n € Ny. Fiir dieses n gelte |z,,| > % (IV). Zu zeigen ist, dass dann |z,41] > % gilt.
Per Definition gilt

ot =y — f;\(xn) e %@\%) N arctan(Azy,) (1 + A\?z}.) .

Nach (IV) ist A|z,| > 2. Wegen der Monotonie von arctan folgt arctan(A|z,|) > arctan(2) > 1
und damit

arctan(Az,,) (1 + A\222)

1 )\2 2
= arctan(\|xy|) A+ A7) >

A A ' gt
>9
Die umgekehrte Dreiecksungleichung liefert
arctan(Az,) (1 + A\2z2 V) 2
el > | AT QXL ) o — fan] = ] > 2

Dabher ist (xy,), keine Nullfolge, d.h. (x5, )nen, konvergiert nicht gegen die Nullstelle von fy.



Dem vorigen Induktionsbeweis kénnen wir entnehmen, dass (2, )nen, divergiert: Wegen

arctan(Az,,) (1 + A\222)

|Tpt1 — x| = 5 > 2|xy| = fiir alle n € Ny

TN

ist (n)nen, keine Cauchyfolge in R und somit divergent.

Aufgabe 10 (P)

Sei (z0,40) der Schnittpunkt im ersten Quadranten der Geraden mit der Hyperbel 2% — y? = 1.
Fiir 2,y > 0 gilt 22 — y?> = 1 genau dann, wenn y = vx2 — 1 ist.
Das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (zo,0) und (zg,yo) hat den Flécheninhalt

1 1
Fp = §xoy0 = §x0\/x%—1.

Die gesuchte Flache erhalten wir, indem wir hiervon die Flidche unter der Hyperbel

0
FH::/ Va2 —1ldz
1

subtrahieren. Partielle Integration fiihrt auf

/01'\/x2—1d$:<x\/x2—1

1

o /IO 22 d
- ———dx
r=1 vV
xo o 1
\/.’Eo—l—/ x 2761.%
1 v —1

Kiirzen wir den Integranden im zweiten Summanden und addieren auf beiden Seiten [ 1900 Va2 —1dz,

so bekommen wir
V= [ [
2 2 —1ldr==x a:—l—/ ——dx
/1 oV 1 Vaz-1

fiir £ > 1 und Arcosh(1) = 0 folgt

x 1 1
xil =3 zoy/x3 —1— B Arcosh(zg) .

Wegen Arcosh’(z) = ﬁ

/ Va2 —1ldr == \/:I; - f(Arcosh( ))

Also betragt der gesuchte Flicheninhalt

1 1 1 1
Fp—Fy = §xm/:1:(2) -1- (2 zoy/x3 — 1 — 2Arcosh(:z:g)> = §Arcosh(:co).
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Aufgabe 1

Berechnen Sie Maximum und Minimum der Funktionen
a) f:[-3,2] o R, x> a2t —42® +2;
b) ¢:[0,10] = R, x — —6z + (Jx — 3| +2)2.

Aufgabe 2

Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz und bestimmen Sie
gegebenenfalls ihren Wert.

o 1 * ylny
——d b ———d
a) /2 z (lnx)? v ) /0 sinhy —y Y
c) / e*“cos(tr)dr (s<0, t€R) d) / e 'In(1 +t)dt
0 0
Aufgabe 3

Es sei A > 0. Zeigen Sie, dass fiir jedes n € Ny das uneigentliche Integral

I,(\) :—/0 z"e M d

konvergiert, und berechnen Sie ,,(\).

Hinweis: Driicken Sie I,,(\) mittels I,,(1) aus und finden Sie mit Hilfe von partieller Integra-
tion eine Rekursionsformel, wie man /,,41(1) berechnen kann, wenn I, (1) bekannt ist.

Aufgabe 4
a) Untersuchen Sie die uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.
1 1
1
i) / In |z| dz ii) —dx
—1 -1

b) Existieren die folgenden Grenzwerte?

—& 1 —& 1 1 1
i) lim / ln|x|daz+/ In|z|dx if) lim / —dx—l—/ —dx
e—0+ -1 e e—0+ -1 T e ¥

Aufgabe 5

a) Zeigen Sie das Integralkriterium: Ist die Funktion f : [2, 00) — (0, 00) monoton fallend,
so sind dquivalent:

/ f(x) dx konvergiert <= Z f(n) konvergiert .
2

n=2

— bitte wenden —
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[e.9]

1
b) Untersuchen Sie, fiir welche o > 0 die Reihe Z

——— konvergiert.
— n(lnn)

Aufgabe 6

a) Berechnen Sie das Taylorpolynom T4(f;0) von f: z — In(1 + x) und zeigen Sie

0 <In(l+ ) — Ty(f;0)(z) < £ a° fir alle x > 0.

b) Bestimmen Sie Zahlen a, b und ¢, fiir die gilt:

IIn(2+ z) —a — bz| < ca’ fir alle z € [-1,1].
c) Approximieren Sie die Funktion f(x) :=e " + 14+x durch das Taylorpolynom T5(f; 1)
und geben Sie eine Konstante C' > 0 an so, dass fiir alle z € [0, 1] gilt:

(@) = To(f; @) < Cla— 5[

Aufgabe 7

a) Zeigen Sie, dass fiir alle |z| < 1 gilt
In(1 =S
(1) = S

b) Bestimmen Sie durch gliedweises Differenzieren den Wert der Potenzreihe
S (1) fiir x| < 1.
—~ n?—n

c) Die Funktion f: (—1,1) — R ist definiert durch f(x) := In(1 — 2?). Berechnen Sie
F@9(0) sowie £G3V(0).

Aufgabe 8

Die Funktion f: R — R ist gegeben durch f(z) := 2? + 2z — 3. Berechnen Sie eine Potenz-
reihe, die in einer Umgebung von zy = —1 die Funktion 1/f darstellt. Bestimmen Sie den
Konvergenzradius.

Aufgabe 9 (P)
Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen.

a) y=(z+2)y b) v =2zy+x c) Yy +ycosx=sinx cosx

Aufgabe 10 (P)

Bestimmen Sie sémtliche Losungen des Anfangswertproblems
y = a/1-¢?,
y(0) = o, wobei yg € [—1,1].
Fiir welche 3, existiert eine eindeutige Losung?
Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 3, 4, 5, 7 und 10. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Losungsvorschliige zum 12. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a)

Die Funktion f ist auf dem gesamten Intervall [—3, 2] differenzierbar. In jeder Maximum- oder
Minimumstelle im Innern des Intervalls verschwindet daher die Ableitung von f. Es gilt

f(z) = 4o — 8x = 41:(3;2 -2).

Die Nullstellen von f’ lauten 0 und -++/2. Wir miissen neben diesen drei Stellen (die alle
im Intervall [—3,2] liegen!) auch die Rédnder des Intervalls [—3,2] untersuchen: f(0) = 2,
f(V2) = f(—V2) = =2, f(=3) = 47, f(2) = 2. Das Maximum von f ist folglich 47, das

Minimum ist —2.

b) Die Funktion g ist aufler in 3 differenzierbar. Wir miissen also die Randpunkte von [0, 10], den
Punkt 3 sowie alle Punkte im Innern von [0,10] \ {3} untersuchen, an denen die Ableitung
von g verschwindet. Auf [0, 3] gilt

glzx) = —6r+(3—x+2)*= 62+ (5—1)> =2°— 162 +25, also ¢'(z) = 22 — 16.
g'(z) = 0 gilt nur fiir x = 8 ¢ [0, 3]. Also hat ¢’ in [0, 3] keine Nullstelle. Auf [3,10] gilt
glx) = —6r+(x -1 =28z +1, also ¢'(x) = 2z — 8.
g (z) = 0 gilt nur fir z = 4 € (3,10). Wir miissen also die Punkte 0, 3,4, 10 untersuchen:
g(0) = 25, g(3) = —14, g(4) = —15, g(10) = 21. Damit ist —15 das Minimum und 25 das
Maximum von g.
Aufgabe 2

a)

b)

Fiir beliebiges R > 2 erhalten wir mittels der Substitution t = Inz, dt = 2~ ! dx

L | kg 1R 1 1
—dr = —dt=—- =— - —.
5 z(lnx)? o t2 tlm2 In2 InR
Fiir R — oo strebt dies gegen (In2)~!; das uneigentliche Integral konvergiert also und hat

diesen Wert.

Wir zeigen, dass dieses Integral ,am linken Rand® divergent ist: Fiir jedes y € (0,e~!] gilt
—Iny > 1. Mit Hilfe der Potenzreihenentwicklung von sinh y erkennt man

sinhy —y=(y+ 3" + 50"+ ) —y =3+ 5" + - = °h(y)

mit h(y) := (1 + g—:gf +--+). Fir y — 0 gilt A(y) — 1, also existiert ein € > 0 mit h(y) < 3!
fiir alle y € (0,¢]. Fiir diese y ergibt sich 0 < sinhy — y < y. Zusammen erhilt man
—ylny Y y

> > =y 220 firalleye (0,min{e, e '}
sinhy —y ~ sinhy —y ~ 33 Yy tir alle y € (0, min{e, e "}]

—ylny
sinhy—y

Mit dem Minorantenkriterium folgt die Divergenz von f0€ dy, weil das uneigentliche

Integral [°y~2dy divergent ist. Hiermit divergiert auch [ —43¥_ gy,
0 0 sinhy—y

1
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c) Seien s < 0 und ¢ € R fest. Mit partieller Integration erhalten wir fiir jedes R > 0

ST

R
/ e** cos(tz) dr = — - cos(tx)
0

R R e
+ / — - tsin(tx) dx .
S 0 0

= S

Erneute partielle Integration liefert fiir das letzte Integral

R sz esT
/ — - tsin(tz) dr = — - tsin(tz)
0 S S

R R 5T
— / — - t2 cos(tz) da .
=0 0 S

Insgesamt erhalten wir

+2 R esST R esT R
<1 + 2) / e** cos(tx) dr = — cos(tx) + —5 tsin(tr)
S 0 S =0 S =0
sR sR
1 — 1
= cos(tR) — — + —5 tsin(tR) — 0 Boeo, 2
s s s s

(Man beachte s < 0.) Also ist das Integral [~ e cos(tx) do konvergent, und es gilt

o0 1 2\ s
/0 e* cos(tx) do = s (1 + 32) = gL

d) Aus der Ungleichung 1 + ¢ < € folgt In(1 + ¢) < ¢ fiir alle ¢ > 0. Also ist
le P In(1+t)| < te? fiir alle t > 0.

Da das Integral fooo te~tdt (vgl. Aufgabe 3 mit n = 1 und A = 1) existiert, konvergiert das
zu untersuchende Integral nach dem Majorantenkriterium.

Aufgabe 3

Wir zeigen zunéchst, dass das uneigentliche Integral I(1) konvergiert und dass sein Wert = 1 ist:
B R
Ip(1) = lim e *dr= lim [—e "] = lim —e f4el=1.

R—oo J R—oo =0 R0

Nun sei n € N beliebig. Partielle Integration mit f(z) = 2™ und ¢'(x) = e~ * liefert

R R
I,(1) = I%l_r)rgo ; e dr = I%i_r)r;()([w"(—e_x)]fo — /0 nz" " (—e™?) dx)
= lim —R"e R+ nl, 1(1) =nl,_1(1). (%)

R—o0

Aus dieser Rekursionsformel folgt per vollstindiger Induktion, dass das Integral I,,(1) konvergiert
mit Wert n! fiir alle n € Ny:

IA: n = 0. Zuvor haben wir gesehen, dass Iy(1) konvergiert und dass Ip(1) =1 = 0! gilt.

IS: Sei n € Ng. Das Integral I,,(1) konvergiere und es gelte I,,(1) = n! (IV). Damit ergibt sich

LD 2 o+ DLW S (4 Dnt = (0 4+ 1)1

Fiir jedes A > 0 und n € Ny fiihrt die Substitution y = Az, dy = Adzx auf

R \ AR jy\n dy AR n!
L(A) = lim ) a"e M dr = lim i <X) e—yTZA—W“) Jim_ i yne_ydyz)\_(”“)fn(l)zw.



Aufgabe 4

a)

i)

Da der Integrand an der Stelle 0 nicht definiert ist, konvergiert das uneigentliche Integral
f_ll In |z| dz genau dann, wenn die uneigentlichen Integrale

0 1
/ In |z|dx und / In |z|dx
-1 0

konvergent sind, also genau dann, wenn die Grenzwerte

" 1
lim In |z| dz und lim / In |z| dz
n—0+ 1 e—0+ c

existieren.
Fiir jedes € € (0,1) gilt
1 1
/ln\x]dx:/ lnxdw:[:cln:c—x]i:(0—1)—(5ln6—5):—1—€ln€+£ﬂ>
3 £

Damit konvergiert das uneigentliche Integral fol In |z| dz.
Sei nun 7 € (0,1). Mit der Substitution y = —z, dy = (—1) dx erkennen wir

-n -7 ul 1 —
/ In|z|dx = / In(—z)dr = / In(y) (—1)dy = / Inydy —— —1
-1 -1 1 n
(siehe oben!). Damit ist auch das uneigentliche Integral f81 In |z| dx konvergent.
Insgesamt folgt, dass das uneigentliche Integral fol In |z| dz konvergiert und dass gilt:

1 —n 1
/ In|z|dr = lim / In |z|dz + lim / In|z|jde=-1-1=-2.
1 n—0+ J_4 e—0+ /.

Erneut ist der Integrand an der Stelle 0 nicht definiert. Deshalb muss man untersuchen,
ob die beiden uneigentlichen Integrale

0 1 1
/ —dx und / l dx
1 0o T

konvergent sind, also ob die Grenzwerte

-1 1

lim —dx und lim —dx

n—0+/J 1 @ e—0+ /. T
existieren.
Fiir jedes € € (0,1) gilt

| 1 e—0+
/ —dx = [ln:z:]E =—lne — .
T
1>

Damit ist das uneigentliche Integral fol %dw divergent, so dass auch das uneigentliche
1 1 . .
Integral f—1 -~ dz divergiert.

Wie in a) i) gesehen, sind lim. o4 [ In|z|dz = —1 und lim. o4 fel In|z|dz = —1

konvergent. Daher konvergiert auch deren Summe: lim._,o4 ( f__f In|z|dx + [ 51 In|z| da:)
=—-1-1=-2.
Fiir jedes € € (0,1) gilt

! ' -
/ dac—i—/ —dz = [In|z|]_| + [ln\x!]izlne—O—i—O—lns:O.
x
£

—1 X
1 |
lim (/ dx+/ da:):().
e—0+ -1 xr e X

Man beachte: Dieser Grenzwert existiert, obwohl das uneigentliche Integral f_11%d$
divergent ist! Man spricht hier vom sog. Cauchychen Hauptwert.

Damit ergibt sich

—1.



Aufgabe 5

a) Da die Funktion f monoton fallend ist, gilt auf jeden Fall f € R[2, ] fiir alle § > 2. Wegen
f>0ist 8 — f2 x) dxr monoton wachsend, so dass dle Konvergenz des uneigentlichen
Integrals aqulvalent zur EXlstenZ einer Konstanten C' mit f2 (z)dx < C fiir alle g > 0 ist.

Ebenso liefert das Monotoniekriterium fiir Reihen 7.2 (1), dass die Konvergenz von Y o, f(n)
dquivalent zur Existenz eines K > 0 mit Y " o f(n) < K fiir alle m € N mit m > 2 ist.

»,—" Es existiere ein C' wie oben angegeben. Weil f monoton fallend ist, gilt

NIOEDS ’ fn)de < ' f(x)dx:/mf(x)dz:<0
n=37/n-1 n=3/n—1 2

n=3
fir alle m > 3, d.h. mit K := f(2) 4+ C ergibt sich die Konvergenz der Reihe.

,<=" Setzt man umgekehrt die Existenz von K voraus, so erhilt man die Abschitzung

(3] 1]

/ff(x)dmi/:“ Z/ fydz =3 (o)

fiir alle 8 > 2, d. h. mit C' := K sieht man die Konvergenz des uneigentlichen Integrals ein.

Hierbei bezeichnet [3] die grofite natiirliche Zahl, die kleiner oder gleich f ist, d.h. [3] :=
max{k € N: k < g}

b) Die durch f(ll:) = W
positiv. Nach dem Integralkriterium aus a) konvergiert die Reihe > >, f(n) genau dann,
wenn das uneigentliche Integral

00 [e's] 1 R 1
dr = ———dx = i —d
/2 f(w) du /2 z (Inz)® R e o x(Inx)e v
konvergiert. Die Substitution y :=Inz, dy = %dm liefert

R 1 InR 1
/ d:p:/ Loy
o z(Inxz)~ m2 Y*

Im Fall o < 1 divergiert die rechte Seite fiir R — oo, im Fall o > 1 konvergiert die rechte
Seite fiir R — oo (vgl. Beispiel 12.1 (1)). Also konvergiert die Reihe genau fiir o > 1.

definierte Funktion f: [2,00) — (0,00) ist monoton fallend und

Aufgabe 6
a) Diedurch f(x) := In(1+z) definierte Funktion f: (—1,00) — R ist beliebig oft differenzierbar.

Wegen

1 —1 2 —6
! " _ " — " —
24
G)(2) =
sind

f(o) — 07 f/(O) — 1, f//(o) — _1’ f///(o) — 2’ f////(o) — _6
und fiir das Taylorpolynom Ty (f;0) ergibt sich

k
1,2 1 1

\

(z —0)* :O+w+%(—1)m2+%23:34—%(—6)374




b)

Sei z > 0. Um die Abschiitzung 0 < In(1 + 2) — T4(f;0)(z) <  2° zu zeigen, verwenden wir
den Satz von Taylor. Dieser besagt, dass es ein ¢ zwischen 0 und = gibt mit

(4+1)
f(z) = Ta(f; 0)(x) + f<4+1(>€'> (2 — 0)H+1,
also mit
(5)
f@) - Tu(:0)(a) = L s,
f(5)(£) 5

Somit reicht es, die Abschéitzung 0 < einzusehen. Diese ist erfiillt, denn:

O 5 1 24 5

<5x

- = 207
51 5L (1+ep”
(5)
! (£)$5:l~724 x5<1- ! x5=1x5.
5! 5! (14¢&)° 5 (140)° 5

Fiir die durch f(z) := In(2+ ) gegebene Funktion f: (—2,00) — R, die beliebig oft differen-
zierbar ist, gilt
1 1
/ _ 1 [ X
Also haben wir f(0) = In2 und f/(0) = % Nach dem Satz von Taylor gibt es zu jedem
x € [—1,1] ein £ zwischen 0 und z mit

_ / f”(g) 2 ‘7;2
f@) = f0) + f(0)r + —p72” =1n 2+§—W
Daher gilt wegen ¢ € [—1, 1]
xr .'E2 $2 .'E2
-2 5= e <ot = 7

Wir konnen somit a =In2 und b =¢ = % wéhlen.

Die Funktion f: [0,1] = R, z+ e * 4+ 14%90 ist beliebig oft differenzierbar mit

f@) === S@=eT s ) == -
Daher sind
f(%):e_l/Q—k%, f(%) 6—1/2_%’ f”(%)ze_lﬂ—i-?'%:e_lﬂ—k%
und das Taylorpolynom Ts( f; %) lautet
~ /9(3)
To(f;3)(z) =) @ D =@+ @)@ —3) + 3G - 5)?

k=0
—e V24 24 (—e 12 - D -3+ %(671/2 + 5z —3)%.

Sei @ € [0,1]. Nach dem Satz von Taylor existiert ein ¢ zwischen 3 und z mit

f(2+1)(§) (z— 1y

fe) = Tol )@ + Ty (2~ 2

)

also mit

7)o )| = L e g

2
Wegen £ > 0 ergibt sich
Ol 1y 6 e—ﬁ 1 1 1 7
31 6(6 +(1+§)4> 6 TaroTSe T 1r0 6

1+¢)
demnach gilt die gewiinschte Abschétzung z.B. mit C = %.



Aufgabe 7

a)

b)

Fiir alle x € R mit |z| < 1 ist die Potenzreihe

o0

flo) = Yo (-1

n=1

absolut konvergent und damit konvergent, denn es gilt

s x" s 1
(—1)n+ ‘ < Sz = ~1
> 2=

Somit folgt fiir den Konvergenzradius R dieser Potenzreihe R > 1. Geméfl Satz 13.3 ist f auf
(—1,1) differenzierbar und fiir jedes € R mit |z| < 1 ergibt sich

o0 o0 1

Play = Yoy Z = =

n=1 k=0

Wegen

In (1+ ) 1+

stimmen die Ableitungen von f und z — In(1 + z) iiberein. Daher unterscheiden sich beide
Funktionen nur durch eine additive Konstante. Wegen f(0) = 0 = In(1 + 0) ist diese = 0 und
die behauptete Identitét ist bewiesen.

Bemerkung: Die Reihendarstellung von g(z) := In(1 + z) um 0 l&sst sich auch mit Hilfe des
Satzes von Taylor herleiten. Man verwendet dazu g™ (z) = (=1)"*(n — 1)! (1 + 2)~".

Bezeichnen wir die Funktion, die durch die Reihe definiert wird, mit f (man beachte, dass f
wegen »_ 7o [(—1)" n27n| <O |z = l—m — |z| wohldefiniert ist!), so gilt fiir |z| < 1
n VT
fix) =Y (-1)

_ _ k+1 ak
i > Z
n=2 n=2
Diese Reihe stellt laut a)-Teil die Funktion z — In(1 + z) dar, d.h. es ist f'(x) = In(1 + ).
Aufgrund von (yIny — y)' = Iny folgt
flz)=0+4+2)In(l4+2)—(1+2z)+c
mit einem ¢ € R. Wegen f(0) = 0 ergibt sich ¢ = 1. Somit erhélt man als Endergebnis

oo

S ) = (1t z)ln(l+2) —x.

2
mn n
n=2

Bemerkung: Man kommt auch ohne Differenzieren aus; wegen der Darstellung

i(— —Z (n_l—f):x% et

lésst sich der Wert dlrekt mit Hilfe der Logarithmusreihe aus a) ermltteln.

Fiir jedes z € (—1,1) gilt

F(@) =In((1 — 2)(1 +2)) = In(1 — ) + In(1 + 2) 2 i(—lY‘“ o) i(—l)"+1£

n=1 n=1
)n+1

ot —1)ti(—1)n _ln—i-l ot
e e

n

=:an
Wie in Abschnitt 13.3 der Vorlesung gesehen, ergibt sich
—1-1

F29(0) = 20! agy = 20! =-2-19!,

FBY0) = 31lag; = 0.



Aufgabe 8
Wir suchen Zahlen a,, mit
1

o
f— Z (x — )", also 1—ZL‘+2ZL‘— Zanx—i—l

Nun gilt wegen 22 + 2 —3 = (z +1)2 -4

x+2x— Zanaz—i—l Zanx+1”+2 4Zanaj+1

= —4ag — day(z + 1) + Z(an_z — day)(z+1)"
n=2

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen hat diese Potenzreihe den Wert 1 genau dann, wenn die
folgenden Gleichungen erfiillt sind:

—4ag =1, —4a; =0, ap—2 —4a, =0 firallen > 2.

Es folgt: ao = 1 ,a1 =0und a, = }Lan_g fiir n > 2. Vollstédndige Induktion liefert: agr,1 = 0 und
as, = —(§)F1 fur alle k € Ny.

Wegen %/[agy| = (3)(+1/k)/2 22, b ($)Y2 =L und **/]agys1| = 0 ist der Konvergenzradius der
Potenzreihe R = (limsup,,_., ¥/|a.])™t = (3)" 1 =2.
Aufgabe 9 (P)

a) Ausy = (z+ %)y folgt durch Trennung der Verénderlichen % = —i—% und wir erhalten durch
Integration fiir z # 0

/
2
In(|y|) Z/l;dy:/av—kxd:c: 22 +2In(|z]) + c = 22® + In(a®) + ¢ firceR

Hieraus ergibt sich , ,
ly(x)| = €e* /2+In(z%) e fir c € R,

also

y(x) = e’ e” °/2 oder y(x) = —eCa’e” °/2 fiir c € R.

Da iiberdies y = 0 eine Losung der gegebenen Differentialgleichung ist, folgt
y(z) = C x* e’/ fir C e R.

Alternativ kann man hier auch sofort die Formel aus Beispiel E10.4 4) verwenden.

b) Hier handelt es sich um eine lineare inhomogene Differentialgleichung. Die Losungen yg der
homogenen Gleichung vy, = 2zyy sind yg(z) = ce®” fiir ¢ € R. Die Losungen y der inhomo-
genen Gleichung 3/ = 2zy + = kann man mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel

x
y(x) = ce® + er/ e tat
0

erhalten. Wegen

x_2 I_? _$2 _ 2
/0 e ttdt:—§/0 e (2t)dt = —5[e "] =—3e" +3

ist



Die homogene Gleichung vy’ + ycosx = 0 bzw. 3y = —y cosz hat die allgemeine Losung

—sinx

—cosx dx ce

— e~ sinz+c _

yu () =l firce R.

Eine Losung yp der inhomogenen Gleichung 3’ +y cos z = sinz cos z finden wir mit Variation
der Konstanten

—si i . Subst. t=sinz _gj
yp(x) e S”””/esmf"’slnav cosx dx = e Sl”/tet dt‘t:sinz

partilnt- e sin (tet - /et dt’t:sin x) =ec e (tet —e + C’lz‘/:sin x)

_ sin x

fsinx(

e sinze —eSinx—i—C) =sing — 1+ Qe 50 firCeR.

Beispielsweise fiir C = 0 ist yp(z) = sinz — 1. Die allgemeine Losung y der Differential-
gleichung 4 + ycosx = sinx cosx erhalten wir, indem wir zu einer speziellen Losung des
inhomogenen Problems yp die allgemeine Losung yr des homogenen Problems addieren:

sinx

yu(x) +yp(x) = ce” +sinz —1 fir ce R.

y(z)

Aufgabe 10 (P)

Gesucht sind alle Losungen des Anfangswertproblems

y = zy1-y2,

y(0) = o, (AWP)

wobei yo € [—1,1].

Man kann sofort ablesen: Jede Losung y der Gleichung ¢y = z1/1 — 4?2 ist auf (0,00) monoton
wachsend (weil dann y/(x) > 0 fiir alle z € (0,00) gilt) und auf (—oo,0) monoton fallend (weil
y'(x) <0 fiir alle x € (—o0,0) gilt).

+11

R R, R D P P O O A
T T R il P AP A A
L T T it el S S A A S R B A
L T T e Tl g S S A A A P A S B A |
LR T T R O O R P I S N S S N S B
R T T T e e T A A T A N T I R I |
P T e e A A A A
LT T T R O O O e N e =ut ool i e S S A N A A A N A
L T T e R e e o il il ol L A S S A A
L T R T N T sl P U S A S
R T i mut el il U A S A
\\\\\\\\Mxxmammm—————q—“————f;.—n—f/ffff////////

Richtungsfeld von ¢’ = x+/1 — 2.

Wir betrachten zuniichst den Fall, dass fiir den Anfangswert y(0) = yo € (—1, 1) gilt. Trennung der
Verénderlichen fithrt auf

T y’(t) B T
/0 Ni=TTo0 dt_/o tdt

und mittels der Substitution n = y(t), dn = y/(t) dt erhit man unter Beriicksichtigung von y(0) = yo

y(z) 1 2
=T,
Yo V1-n? 2
woraus
2
. x .
arcsiny(z) = 5 + arcsin yo



folgt. Wegen arcsin : (—1,1) — (=3, 5) ist der Definitionsbereich von y enthalten in

I:={zeR: %2 + arcsiny € (—=%,%)}

={zeR: 2% € (=7 — 2arcsinyg, T — 2arcsinyp) } .

Im Fall yo > —1 gilt arcsinyg > —7, also ist —7 — 2arcsinyy < 0. Damit ergibt sich

I = {:1: eR: 2% ¢ [0, 7 — 2arcsiny0)} = (—\/7'(' — 2 arcsin ¥, \/7r - 2arcsiny0) .
Im Fall |yo| < 1 gilt also fiir die Losung y von (AWP)
y(z) = sin(% + arcsin yo ) firoel.

Offenbar erfiillen sowohl y(x) = 1, x € R, als auch y(z) = —1, x € R, die Differentialgleichung
y =x\1—192.

Wir fassen zusammen:

Im Fall yo = 1 (dann ist I = () wegen arcsin(1) = 7/2) existiert die eindeutige Losung von (AWP)
y(z) =1 fir x € R.
Im Fall yp € (—1,1) existiert die eindeutige Losung von (AWP)

() = sin(%2 + arcsin yo) firxel,
Y 1 firx ¢ 1.

Im Fall ygp = —1 existiert keine eindeutige Losung von (AWP). Beispielsweise sind
yi(z) = —1 firx e R

oder auch (wegen arcsin(—1) = —7)

)

- {WE-D eV )

| fiir 2 ¢ (—/2r, v27)

Losungen von (AWP).
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Aufgabe 1

Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume von RY bzw. von RIZ11 7
a) {(z;)jen €eRY|3IC>0VjeN: |1;] < C} b) {feREM| f(0) =0}

c) {f e RI-LY | f hat mind. eine Nullstelle} d) {f e RI-LY ‘ fist surjektiv}

Aufgabe 2

Es sei V' ein K-Vektorraum und Vi, V5 seien Untervektorrdume von V. Zeigen Sie:
a) ViNV;ist ein Untervektorraum von V.
b) ViUV, ist im allgemeinen kein Untervektorraum von V.

c) i+ Vy:= {vl + vy ! vy € V1,09 € V2} ist ein Untervektorraum von V.

Aufgabe 3

Sei V' ein K-Vektorraum und vy, ...,v, € V. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen
wahr oder falsch sind. Geben Sie jeweils einen Beweis bzw. ein Gegenbeispiel an.

a) Jede Menge M von Vektoren aus V mit 0 € M ist linear abhéngig.

b) Ist M :={vy,...,v,} linear abhéngig, so lisst sich jeder Vektor aus M als Linearkom-
bination der anderen Vektoren aus M darstellen.

c) Existiert ein v € V mit eindeutiger Darstellung als Linearkombination der vy, ..., v,,
dann sind vy, ..., v, linear unabhéngig.

d) Sind vy, ...,v, linear unabhéngig und v € V', dann sind vy + v, vy + v, ..., v, + v linear
unabhéngig.

e) Sind vy, vy linear unabhéngig und sind vy, v3 linear unabhéngig, so sind auch v, v3
linear unabhéngig.

Aufgabe 4

In einem K-Vektorraum V' seien linear unabhéngige Vektoren vy,..., v sowie linear un-

abhéngige Vektoren vyy1, ..., v, gegeben. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
a) Up,...,Vk Uktl,-- .,y sind linear unabhéingig.

b) lin(vy,...,ve) Nlin(vesr, ..., vm) = {0}.

— bitte wenden —
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Aufgabe 5

0 3 0
4 . 8 6 —4 . .
a) Im R*sind die Vektoren v; = o=, =] gegeben. Zeigen Sie:
4 -1 —2
i) Die Vektoren vy, vo und vs sind linear abhéngig.
ii) Es gibt keine Zahlen oy, a3 € R mit vy = ayv; + asvs.
1 0 a
b) Bestimmen Sie alle a € R so, dass die Vektoren vy = [0 |, vo =1 1 |, v3= |1
1 —1 1
des R? linear abhiingig sind.
Aufgabe 6
1 2 5
4 : -2 0 —2
a) Im C? sind die Vektoren vy = 3 |rv= 5] =] gegeben.
0 0 0
Vergleichen Sie die Vektorrdume:
lin(vy, vg, v3), lin(vy, vq), lin(vy, v3), lin(vg, v3).
1 0 1
b) Seienb;, = | 1], by=|1], by=|1]. Zeigen Sie: lin(by, bo, b3) = R3.
0 1 1

Aufgabe 7 (P)

Losen Sie folgende Anfangswertprobleme.
a) y'-2+3y=0, y0)=1 y(0)=2

b) v’ — 5y + 4y = **, y(0)=1, ¢(0)=-1

Hoérsaalverteilung der Ubungsklausur am Samstag, den 31.01.2009, von 08:00 bis 10:00:

Fachrichtung Anfangsbuchstabe | Horsaal
Nachname
ETEC/Geodésie A-L Audimax
ETEC/Geodésie M-Z Fasanengarten-Horsaal
’ Physik/Chemie ‘ A-7Z ‘ Gerthsen-Horsaal ‘

Hinweis In der groBen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben be-
sprochen: 2, 3 und 4. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergénzungen
zur HM T fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Aufgabe 1

a)

Um zu zeigen, dass A := {(2;)jen € RY ! 3C' > 0Vj € N: |zj| < C} ein Untervektorraum
von RN ist, verwenden wir den Satz 14.4:

(i) A#0 wegen (0)jeny = (0,0,0,...) € A. (Nehme z.B. C =1)

(i) Seien a € Rund (), (y;) € A. Dann gibt es C,C" > 0 mit |z;| < C und |y;| < C’ fir alle
j € N. Daher gilt fiir jedes j € N

D) oy +yl <zl + 1yl <C+C7, dh (z5) + (y)) € A;
2) |azj| = |a|-|z;| < Cla] < Cla|+1=:C (damit C >0),  also a(z;) € A.

b) Wie zuvor benutzen wir den Satz 14.4, um zu begriinden, dass B := {f € RI=11 | £(0) =0}
ein Untervektorraum von RIZ11 ist:
(i) B # 0, weil die Nullabbildung f(z) = 0 fiir alle € [-1,1] in B liegt.
(ii) Seien @ € R und f,g € B. Dann gilt
1) (f+9)(0)=f(0)+g(0)=0+0=0, also f+g € B;
2) (af)(0)=a-f(0)=a-0=0, also af € B.
c) C:= { f e RI=L1 } f hat mind. eine Nullstelle} ist kein Untervektorraum von RI=11 | weil
z.B. die Funktionen
fA-L1] =R, z—zx und g:[-L1] >R z—1—=x
in C liegen, ihre Summe wegen (f + g)(z) = f(x) + g(x) = 1, x € R, jedoch nicht.
d) D := {f e R } fist surjektiv} ist kein Untervektorraum von RV weil z.B. die
Nullfunktion f(z) = 0 fiir alle 2 € [—1, 1] nicht in D liegt.
(Wire D ein Untervektorraum von R4 50 miisste mit g € D auch die Nullfunktion 0-g = 0
in D liegen!)
Aufgabe 2

Sei V ein K-Vektorraum und V;, V5 seien Untervektorraume von V.

a)

Vi N Vs ist ein Untervektorraum von V':

(i) 0eN,0eVa=0eVINVa=ViNV,#0.

(ii) Seien o € Kund z,y € V1 N V3, also z,y € V; sowie x,y € V. Dann gilt
1) z4+ye€Vi[daVi UVRvon V]und z+y € V5 [da Vo UVR von V], also x+y € ViNVs.
2) azreV;ldaV; UVR von V] und ay € V, [da Vo UVR von V], also ax € Vi N V.

Nun verwende man Satz 14.4.
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b)

Gegenbeispiel: Auf dem Vektorraum V = R? betrachten wir die durch die Einheitsvektoren
el = <(1)> und ey := <(1)> aufgespannten Untervektorrdume

Vi :=lin({e1}) = {ael € R} sowie Vo :=lin({e2}) = {ﬁeg : fe R}.

Dann ist V3 U Vs nicht abgeschlossen beziiglich der Addition: In V3 U V5 liegen e und eo, nicht

aber der Vektor e; + ey = (1)

Vi+ Vo i={v) +vy:v € Vj,vy € Vo} ist ein Untervektorraum von V:
(i) ‘/1+‘/§7é®,dennO€V1,0€V2:>0: 0 + 0 eVi+VW.
e eVa

(ii) Seien @ € Kund z,y € V14 Va. Dann gibt es x1,y; € V1 sowie z2,y2 € Vo mit z = 14229
bzw. mit y = y1 + yo2. Es folgt

ar +y = a(ry +x2) + (y1 +y2) = (ax1 +y1) + (az2 +y2) € VI + V2.
ey Q%)

Also gilt ax +y € V1 + Vs fiir alle a € K und z,y € V1 + V5. Insbesondere sind dann
x+yeVi+V, [mit a =1] sowie ax € Vi + Vo [mit y = 0].

Nun benutze man Satz 14.4.

Aufgabe 3

Sei V' ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V.

a)

b)

d)

Ist M C V mit 0 € M, so gilt lin(M) = lin(M \ {0}). Daher ist M linear abhéngig.

0

Diese Aussage ist falsch. Beispielsweise ist M = {<(1)> , (0

>} C R? = V linear abhingig,

jedoch kann (1) nicht als Linearkombination des Nullvektors <8> dargestellt werden, d.h.

1
es existiert kein o € R mit ( 0) =a- <8> [Weiteres Gegenbeispiel siehe Aufgabe 5 a)]
Existiert ein Vektor v € V' mit eindeutiger Darstellung als Linearkombination der vy, v, ..., v,
(d.h. es gibt eindeutige oy, ag,...,q, € K mit v = ajv; + agvs + ... + v, = Z?Zl a;vj),
so wird auch der Nullvektor 0 = v — v eindeutig dargestellt. Folglich lédsst sich der Nullvektor

nur als tiviale Linearkombination der vy, vs,...,v, darstellen. Also sind vy, vs,..., v, linear
unabhéngig.

Diese Aussage ist falsch. Beispielsweise im Vektorraum V = R? sind die Vektoren v; := <(1)>
0\ .. R . 0 . . 1
und vy := 1 linear unabhéngig. Wahlt man v := | ~ )50 sind die Vektoren vi+v = | ~ 1
0\ .. . . 0
und vy +v = 0 linear abhéngig, denn es gilt 0- (vy +v) +1- (va +v) = 0)
. . - 9 . 1 0\ ,.
Diese Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: V' = C*. Dort sind v; := 0 und vy := 1 linear

unabhéngig. Auflerdem sind v; und wvg := <(1)> linear unabhéingig. Die Vektoren ve und ws

sind jedoch nicht linear unabhéngig, denn es gilt vy — v3 = (8)



Aufgabe 4

In einem K-Vektorraum V seien linear unabhéingige Vektoren wvq,...,v; und linear unabhéingige
Vektoren vgy1, ..., v, gegeben sowie die beiden Aussagen
A= “vi,..., V0, Vkt1,--.,Unp sind linear unabhéngig”

B = “lin(vy,...,vk) Nlin(vgy, ..., vm) = {0}

Behauptung: A < B.
Wir zeigen A = B durch Kontraposition, d.h. wir verifizieren -B = —A:

Sei also lin(vq, ..., vg) NUn(Vkt1, ..., vm) # {0}, etwa 0 # v € lin(vy,...,v5) N lin(vky1, ..., Um).
Wir miissen zeigen, dass dann vy, ..., v, linear abhingig sind.
Wegen v € lin(vy,...,vg) N lin(vgyt, ..., o) gilt v € lin(vy,...,vx) und v € lin(vgyt,...,Um).

Daher existieren Skalare a; € K (nicht alle = 0, da v # 0) mit v = vy + ... + apv, = Z?Zl a;v;
sowie 3; € K (nicht alle =0, da v # 0) mit v = By 1Vk41 + .. + BmUm = E;n:kﬂ Bjv;. Es folgt

k m
O:U—v:Zajvj— Z Bjvj = Zaﬂ)ﬂ+ Z
j=1

j=k+1 j=k+1

Also ist eine nichttriviale Linearkombination der vy, ..., v,, gefunden, die den Nullvektor darstellt.
Somit sind vy, ..., vy, linear abhingig.

Nun zu B = A. Wir zeigen A — -B:

Seien also vy, ..., vy linear abhéngig. Dann gibt es eine nichttriviale Linearkombination des Null-
vektors, d.h. es existieren aq, ..., g, Bki1,-- -, Om € K (nicht alle = 0) mit
k m
0= Za]v] + Z Biv;, bzw. Zajvj = — Z Bjv; . ()
Jj=k+1 Jj=1 Jj=k+1
Ist ein o;r{ ungleich 0, so gilt Z?:l a;vj # 0 [da v1,..., v, linear unabhéngig sind] und wegen (x)
auch Zj:k—f—l Bjvj # 0.
Ist ein (3; ungleich 0, so gilt Z;n:k 41805 # 0 [da vpy1,. .., vy linear unabhingig sind] und wegen

(*) auch Z?Zl a;vj # 0.
Zusammen folgt Z?:l a;v; # 0 und Z;”:kﬂ Bjvj # 0. Ist v := Z§:1 a;vj gesetzt, so gilt 0 # v €
lin(vy, ..., vg) und

m

*

= Z —Bj)vj € in(vg41,- .., Um)-
j=k+

Also ist lin(vy, ..., vg) Nlin(vg4q, - .- ,vm) {0}.

Aufgabe 5
0 3 0
4 - : 8 6 —4
a) Im R* sind die Vektoren v; = ol 2= 5 | vs 1 gegeben.
4 -1 -2

i) Offenbar ist v;1 = —2wv3. Daher gilt v + Ove 4+ 2v3 = 0, d.h. es gibt eine nichttriviale
Darstellung des Nullvektors. Also sind die Vektoren vy, vg, v3 linear abhéngig.
Im allgemeinen erkennt man nicht sofort, ob gegebene Vektoren linear unabhéngig sind
oder nicht. Um die Vektoren vy, ve, v3 auf lineare Unabhéngigkeit zu priifen, kénnen wir
v1, U2, v3 als Zeilen in eine Matrix schreiben und diese durch Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform bringen:

0 8 -2 4
3 6 2 -1
0o -4 1 =2



[vertausche erste und zweite Zeile]

3 6 2 -1
0 8 -2 4
0 4 1 =2

[multipliziere die dritte Zeile mit 2]

3 6 2 -1
0 8 -2 4
0 8 2 -4

[ersetze die dritte Zeile durch die Summe der zweiten und dritten Zeile]

36 2 -1
08 -2 4
00 0 O

Da die Zeilen der letzten Matrix linear abhéngig sind, sind es vy, v9, v3 auch.

i) Wire vy = ajv; + agvs fir aj, a3 € R, so miisste fiir die erste Komponente gelten:
3 =ua1 -0+ as-0 = 0. Dies ist nicht moglich. Deshalb gibt es keine a1, a3 € R mit
V9 = 1V] + Q3v3.

b) Seien aj, a9, a3 € R mit ayvy + agvg + azvg = 0, also mit

aq +aza =0
oy + as =0
a1 — Q2 + a3 =0
bzw. dquivalent hierzu
a1 = —aas
ay — —Q3
a; = —2a3

Nur fiir @ = 2 gibt es eine Losung, die sich von a3 = as = a3z = 0 unterscheidet (z.B.
a1 =2,a9 = 1,3 = —1, dann gilt 2v1 + vo — v3 = 0).

Also sind die Vektoren v1,vo, v3 nur fiir a = 2 linear abhéngig.

Aufgabe 6
1 2 )
4 . -2 0 -2 :
a) Im C* sind die Vektoren v, = s | v = sl =5 gegeben. Wir halten
0 0 0

zunéichst folgendes fest: Ist V' ein beliebiger Vektorraum und gilt Uy C Us C V, so folgt
lin(U;) C lin(Uz) C V. AuBlerdem haben wir lin(lin(U)) = lin(U) fiir jede Teilmenge U C V.
[Beides folgt unmittelbar aus der Definition des linearen Aufspanns.]

Also ist klar, dass die drei Vektorrdume lin(vy,v2), lin(v1, v3) und lin(vy, v3) Teilmengen von
lin(vy, v, v3) sind. Um zu sehen, ob lin(vy, ve, v3) tatséchlich grofler ist als die anderen Mengen,
untersuchen wir nun, ob die Vektoren vy, v9, v3 linear abhéngig sind, d. h. wir fragen uns, ob es
A1, A2, Az € Cmit |Ar|+]|A2|+]A3] > 0 und A\jv; +Agva+ Agvz = 0 gibt. Fiir solche Zahlen muss

wegen der zweiten Komponente der Vektoren A3 = —A; gelten. Offenbar ist v — vg = —2ws.
Die Vektoren v, v2,v3 sind also in der Tat linear abhéngig; es gilt v + 2vo — v3 = 0. Folglich
haben wir

lin(vy, ve, v3) = lin(vy, v, v1 + 2v2) C lin(lin(vy, v2)) = lin(vy, va) .

Vollig analog ergibt sich, dass lin(vy,v3) und lin(ve, v3) Obermengen von lin(vq, ve, v3) sind.
Alle vier zu betrachtenden Vektorrdume sind somit identisch.



b)

Eine Basis des R ist durch die drei Einheitsvektoren eq, e2, e3 € R? gegeben. Um lin(by, b, b3)
= R3 zu zeigen, reicht es zu begriinden, dass wir jeden dieser Basisvektoren durch by, bo, b3
darstellen konnen: €1 = b3 — bg, €3 — bg — bl, €y = b1 — €1 = bl — (bg — b2) = b1 — b3 + bz.

Um lin(by, bg, b3) = R3 nachzuweisen, kénnen wir auch zeigen, dass die drei Vektoren by, by, bs
des R? linear unabhingig sind. Wegen dim(R?) = 3 folgt dann lin(by, bo, b3) = R3.

Wir schreiben by, ba, b3 als Zeilen in eine Matrix und bringen diese durch Zeilenumformungen
auf Zeilenstufenform:

110
011
111
[ersetze die dritte Zeile durch die Differenz der ersten von der dritten Zeile]
110
011
0 01

Somit gilt (mit den Bezeichnungen von 14.7) n = r = 3 und die Vektoren by, by, bg sind linear
unabhéngig.

Aufgabe 7 (P)

a)

b)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass man die allgemeine Losung dieser linearen Differentialglei-
chung sofort in der Hand hat, wenn man die Nullstellen des zugehorigen Polynoms A% — 2\ +3
kennt; dies sind A1 2 =1+ v/2i. Folglich hat die vorliegende Gleichung die allgemeine Losung

y(z) = Cre®sin(vV2 z) + Cye® cos(V2 ) (C1,C2 € R).
Dann ist y(0) = Co und wegen
Y (x) = Cre”sin(v2z) + C1e®V2 cos(V2 ) + Coe® cos(V2x) — Cae®V2sin(v2 )

gilt 3/(0) = v/2Cy + Cs. Die Bedingungen y(0) = 1 und ¢/(0) = 2 implizieren daher Co = 1
und C; = 11/2. Die (eindeutige) Losung lautet mithin

y(z) = %\/iex sin(v2z) + e cos(vV2x).

Das Polynom A? — 5) + 4 hat die Nullstellen 1 und 4. Die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung y” — 5y’ 4+ 4y = 0 lautet folglich

y(:v) = Che” + 026’43c (01, Cy € R) .

Fiir eine Losung der inhomogenen Gleichung 3" — 5y + 4y = e?* machen wir den Ansatz
yp(x) = Ce?. Dann ist y/,(z) = 2Ce** und y)(x) = 4Ce®*, also
Yo — Byp, + dyp = 4Ce™ — 100 + 4Ce** = —2Ce™ .

2x 1 2z

Damit dies = e** wird, muss C = —% gewéhlt werden. Es folgt y,(z) = —5e**, und die
allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist somit

y(z) = —1e* + Cre” + Coe™  (C1,C2 €R).

Aus y(0) =1 folgt —1 + C1 + C> = 1 und aus y/'(0) = —1 folgt —1 + Cy + 4Cy = —1. Ziehen
wir die zweite Gleichung von der ersten ab, folgt —3Cy = %, also Cy = —% und damit C7 = 2.
Die (eindeutige) Losung lautet daher

y(z) = —%62"” + 2e* — %e“ )
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Aufgabe 1

Bestimmen Sie (gegebenenfalls in Abhingigkeit von den vorkommenden Parametern) die Zeilennormalform
und den Rang der Matrizen

0 -2 2 4 R
A=14 -6 4 -5 und B =

9 0 1 7 2 0 2 4 4

1 0 -1 a p

Aufgabe 2

Bestimmen Sie alle Losungen o = (1, 22, 73, 74, 75) € R® der folgenden linearen Gleichungssysteme.

a)

r1+2z2+2x4 = 3
xr3+4ry =
Irs = 2
b) rT — 29 + xr3 — T4 + rz5= 0
4y — 8x9 + 3x3 — 3x4 + Tr5 = 2
—2 T + 41’2 - 2353 - T4 -+ 41’5 = =3
T — 229 — 3x4 + 4das5= -1
Aufgabe 3
Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Az = y mit
1 -1 2 1
A=10 1 « , y=1\|1],
1 a=1 [g+42 3

und entscheiden Sie, in Abhéngigkeit von den Parametern a und (3, ob das Gleichungssystem losbar ist.
Berechnen Sie gegebenenfalls alle Losungen.

Aufgabe 4 _ 1
Im komplexen Vektorraum C* seien der Vektor y = 512 :21 und der Untervektorraum
2
1 0 0 i
o i —1—3 —i t—14c
U=tnllol ol igi || —emi || —e—i |
2 0 c? + 2ci 27

gegeben. Bestimmen Sie alle ¢ € C, fiir die y € U gilt.

Aufgabe 5

In einem R-Vektorraum V seien die linear unabhéngigen Vektoren a1, as, as gegeben. Die Vektoren by, bs, b3
werden definiert durch b; := (o — 1)as + 2a3, by := 2a1 + (2a — 3)ag + 4as, b3 := a1 + (o — 1)az + as.

a) Fiir welche a € R sind die Vektoren by, by, bs linear unabhéngig?

b) Nun sei @ = 0. Fiir welche g ldsst sich der Vektor x := a; + fas + 2a3 mittels der Vektoren by, bs und
bs darstellen? Geben Sie diese Darstellung an.

— bitte wenden —
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Aufgabe 6

Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

Ty

.02 (3 T\ _ | 02 s (2 r\y_ (Ty+2
@ s - (7)) R LR (3= (1)

¢) f:CIoC, f<(;”)><xi><y+4> d f:C2oc, f<(§)><x2i><y+3><x+1><y6z>

Aufgabe 7

a) Gegeben sei die Abbildung ¢: R? — R2, (21, 72) — (21 + T2, 71 + X2).
Ist ¢ linear? Bestimmen Sie Kern ¢ und Bild ¢.

-3 0 2
b) SeiA=| 1 1 0] €R3*3 Berechnen Sie eine Basis von Kern A und von Bild A.
-2 1 2

Aufgabe 8

Essein € Nund ¢: R" = R, (21,22,...,%n) — Y p_; kzy eine Abbildung.
a) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.

b) Bestimmen Sie eine Basis von Kern ¢ und eine Basis von Bild ¢.

c) Fiir welche n ist ¢ injektiv?
Aufgabe 9 (P)
1
Fir f € C([0,1]) definiere || f]|1 ::/ |f ()] dt.
0

a) Zeigen Sie, dass || - ||1 eine Norm auf C([0,1]) ist.
b) Zeigen Sie, dass (C([0,1]), | - [|1) nicht vollstéindig ist.

0, 0<tel0,1/2)
Hinweis: Betrachten Sie f,(t) :=< n(t—1/2), te[1/2,1/2+1/n) firte[0,1] und n € N.
1, te1/2+1/n,1]

Aufgabe 10 (P)
Sei (H, (-|-)) ein Pra-Hilbertraum, (x,)nen eine Folge in H und « € H. Zeigen Sie:

n—oo n—oo n—oo

[tn 2] —=0 <= |lzn] — llz]| wnd (zn]y) — (2[y) fiir jedes y € H

Klausur zur HM I: Montag, 16.03.2009, 08:00 - 10:00 Uhr
"'  Anmeldeschluss ist Freitag, der 13.02.2009 !!!

Hinweis In der grofen Ubung werden aller Voraussicht nach die folgenden Aufgaben besprochen: 3, 5, 7,
8 und 9. Die restlichen werden in den Tutorien behandelt.

Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben beziehen sich auf den Stoff aus den Ergéinzungen zur HM I fiir
Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Aufgabe 1

Mittels Zeilenumformungen bringen wir A auf Zeilennormalform; die Zeilen werden dabei jeweils
mit 7y, Zs und Z3z bezeichnet:

0 -2 2 4 . -2 0 1 7\ , ., (1 0 —§ =]
4 —6 4 —5| -2 o _2 9 4 1—j1> 0 1 -1 -2
9 0 1 7 ) tewhen \y g 4 5] 20322 \y4 ¢ 4 _5
1 B — 10 -1 _7
2 2 2 2
Z3—2Z3—47 0 1 1 -3 Z3—2Z3+62Z2 01 -1 —
0 -6 6 9 00 0 -3
1o -1 -1 10 -1 o0
Z3——L17 2 2 Z1—Z1+27 2
BT 0 1 -1 —2 | 2E2TEE g 1 Z1 g
00 0 1) 27225 \go 0 1

In der Zeilennormalform von A gibt es drei nichtverschwindende Zeilen, also hat A Rang 3.
Nun zur Matrix B:

1 -4 3 -2 0 1 0 1 2 2
1 -2 1 4 2| Z—i2s 1 -2 1 4 2
2 0 2 4 4 Ty 73 1 -4 3 -2 0
1 0 -1 o @ 1 0 -1 o p
1 0 1 2 2 1 0 1 2 2
Zi—=Zi-z1 |0 =2 0 2 0 Zzs—73—27Z, |0 1 0 —1 0
_ _
(j=2,3,4) 0 —4 2 —4 -2 Zo——17, 0 0 2 -8 —2
0 0 -2 a—2 p-2 00 -2 a—2 [B-2
1 01 2 2 1 00 6 3
Zy— 74+ 73 01 0 —1 0 ZV\—Z1—2Z3 01 0 -1 0 =
_— _— =B
Z3—17; 0 0 1 —4 —1 0 0 1 —4 —1
0 00 a—10 f—4 0 00 a—10 p—4

Fall 1: a = 10 und B = 4. In diesem Fall steht die Zeilennormalform von B bereits da:

100 6 3
010 -1 0
001 —4 -1
000 0O O

Da hier genau 3 nichtverschwindende Zeilen existieren, hat B in diesem Fall Rang 3.
Fall 2: « = 10 und 3 # 4. Dann erhalten wir

1 0 0 6 3 1 00 6 O
~ Zy—(p-4)"1zy |0 1 0 -1 O Zh—71-32, [0 1 0 =1 0
B— - -

000 O 1 0 00 0 1
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und lesen ab: In diesem Fall hat B Rang 4.
Fall 3: o # 10. Dann setzen wir ¢ := (5 —4)/(a — 10) und erhalten

100 6 3 100 0 3-66
B Zys—(a—10"12z, |0 1 0 -1 O Z1—2Z1—6Z4, Zo—Zo+Zs |0 1 0 0 )

0 01 —4 -1 Z3—Z3+474 0 01 0 —1+46

000 1 ¢ 0 001 )

Die Matrix B besitzt somit auch in diesem Fall Rang 4.

Aufgabe 2
a) Das lineare Gleichungssystem
T1t+x2+ 224 = 3
r3+4xry =
ry = 2

liegt bereits in Zeilennormalform vor:
110 2 03
001 4 0|1
0000 1|2

(Stellen wir uns hier das Endergebnis beim Losungsalgorithmus vor, so wiren hier womdglich
noch Nullzeilen, die aber einfach ignoriert werden diirfen). Diese Treppe verlduft nicht re-
gelméfBig. Nun verwenden wir den (—1)-Ergénzungstrick. In jeder Spalte der Koeffizienten-
matrix sollte eine neue Stufe anfangen! Dies erzwingen wir, indem wir zwei Zeilen der Form
0...0 —10...0 einfiigen:

1 1 0 2 03
0 -1 0 0 0|0
0 0 1 4 0|1
0 0 0 -1 0|0
0 0 0 0 1|2

Jetzt konnen wir die Losung ablesen: die beiden Spalten mit den neu hinzugekommenen Stufen
(an den —1-en erkennbar) sind eine Basis des homogenen Losungsraums, und die letzte Spalte
ist eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung! Geméafl Folgerung (1) in 14.11 ergibt
sich fiir die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems

3 1 2
0 ~1 0

z=|1]+x| 0 |+x] 4 (A pu€R).
0 0 ~1
2 0 0

Das Einfiigen jener —1-Zeilen ist nichts anderes als das Setzen von freien Parametern. Be-
trachten wir das urspriingliche Gleichungssystem mit Variablen

r1+x2+2x4 = 3
r3+4ry = 1
Ty = 27

setzen zwei Parameter (aber mit Minuszeichen!)

r1+x9+224 = 3
To = —A
r3+4xy = 1
Ty = —M
r5s = 2,



b)

lassen in jeder Zeile nur eine Variable stehen

xr1 = 3+)\+2,u
Tro9 = -
r3 = 1+4p
Ty = —U
Irs = 2
und schreiben vektoriell
3 1 2
0 -1 0
x=|1]4+AX] 0 | +p]| 4 (A, 1 €eR).
0 0 -1
2 0 0
Um das lineare Gleichungssystem
r1 — 2x9 -+ xr3 — T4 + z5= 0
41 — 8x9 + 33 — 324 + 5= 2
—2x1 4+ 49 — 223 — r4 + 4dx5= -3
r1T — 21’2 — 3%4 + 4%5: -1
zu 16sen, bestimmen wir die Zeilennormalform der zugehorigen erweiterten Matrix
1 -2 1 =1 1|0 T — 7y — AZ 1 -2 1 -1 110
4 -8 3 -3 1] 2 Z3 — Z3 4271 0 0 -1 1 -=3] 2
-2 4 -2 -1 4|-3 Zy—Z4—21 0 0 0 -3 6 |-3
1 -2 0 -3 4|1 0 0 -1 -2 3 |-1
o — — 7 1 -2 1 -1 110
Z3 — =373 0O 0 1 -1 3 |-2
Za— 24— 0o 0 0 1 =21
0 0 0 -3 6 |-3
1 -2 1 -1 110
Zy—Z4+373 O 0 1 _1 3 _2
_—
0 0 0 1 =-2|1
0 0 0 0 010
1 -2 0 0 —-2| 2
Z1—Z1—Z 0 0 1 0 1 |-1
_—
Zo—Zo+7s 0 0 01 -2 1
0 0 00 O01]O

und verwenden den (—1)-Ergénzungstrick, d.h. wir lassen Nullzeilen in der Zeilennormalform
weg und erginzen Zeilen mit —1 und sonst Nullen, so dass auf der Diagonalen nur +1 steht:

1 -2 00 —-2| 2
0 -1 00 01O
0 0 1 0 1 |-1
0 0 01 =2]1
0 0 00 —-1]0

Nun kénnen wir die allgemeine Losung @ = (1, 22, 73,74, 75) € R® des Gleichungssystems
ablesen:

2 -2 -2
0 -1 0
r=|-1]14+A] 0 [+p]| 1 (A, p € R).
1 0 -2
0 0 -1



Aufgabe 3

Wir bringen die erweiterte Matrix (Aly) durch Zeilenumformungen auf Zeilennormalform:

1 -1 2 |1 1 -1 21
0 1 o |1 22220 1 al1
1 a—1 g+213 0 a (|2
1 0 24« 2
Z1—Z1+22
okt 1 a 1 = (%)
AamsimeZz \ 0 0 B—a?|2-a

1. Fall: 8 # a?. Dann setzen wir zur Abkiirzung v := (2 — a)/(3 — o2) und erhalten

10 2 2 1 0 0]2—(2
(*) Zz—(B—a?)"1Z3 0 1 —;a 1 le—>le—(2+Z)Z3 01 0 1(_—23)7
00 1 |~ e 00 1 ~y

Man sieht: In diesem Fall ist das Gleichungssystem Ax = y eindeutig losbar; die Losung = =
(71,22, 73) € K3 ist gegeben durch 1 =2 — (24 a)y, v2 = 1 — ay und 23 = 7.

2. Fall: 3 = o? und o # 2. Dann ergibt sich

24+«

Z3—>(2—a)_1Z3
—_

10 24+al2
(%) 01 a |1
00 0 |1

Der Rang der erweiterten Matrix ist grofler als der von A. Folglich besitzt das lineare Gleichungs-
system Az = y in diesem Fall keine Losung.

3. Fall: 3 = o? und o = 2. Dann steht die Zeilennormalform bereits da:
1 0 42
01 2|1
00 0|0

Der Rang der erweiterten Matrix und der Rang von A stimmen iiberein, das Gleichungssystem ist
also losbar. Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung Ax = y ist

T, =11

0

Alle Losungen des homogenen Gleichungssystems Az = 0 erhilt man, indem man x3 = A setzt
[oder den (—1)-Ergénzungstrick verwendet]:

—4
zp=A| -2 (A eK).
1

Die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems Az = y ist folglich

2 —4
r=xp+axp=|1]+A]|-2 (A eK).
0 1



Aufgabe 4

Definiere
1 0 0 1
S ) o —-1—3 S —1 - i—1+c¢
1-= O b 2 = 1+/L 9 3 = _C_/L ) 4 .= —C—Z
2 0 c 4 2ci 2
Gesucht sind alle ¢ € C, fiir welche das lineare Gleichungssystem Z?:l z;v; = y eine Losung
1,22, 23,24 € C hat. Wir wenden Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix an:
1 0 0 i 1 1 0 0 7 1
7 —1—1 —1 i—14+c|bHi—1 Zo—sZo—iZ1 0 —-1—34 —1 i+c |4i—1
B
0 1+: —c—1 —c—1 1—12 Za—Z4—271 0 142 —c—1 —c—1| 1—1
2 0  +2c 2i 2 0 0 A+2i 0 |c2-2
1 0 0 ) 1
Z3—Z3+Z4 0 —1—¢ —1 i+c|dt—1
_
0 0 —c— 21 0 317
0 0 c4+2i 0 [2-2
1 0 0 7 1
Za—Za+cZs 0 —1—34 —1 i+c 47 —1
_
0 0 —c— 21 0 31
0 0 0 0 |c®43ci—2

Dieses lineare Gleichungssystem ist unlésbar fiir 0 # ¢ + 3ci — 2 = (¢ + i)(c + 2i), also fiir ¢ €
C \ {—2¢,—i}. Wegen der dritten Zeile ist die Losungsmenge auch fiir ¢ = —2i¢ leer. Nur im Fall
¢ = —i ist das lineare Gleichungssystem losbar. Fazit: Genau fiir ¢ = —i gilt y € U.

Aufgabe 5

a) Wir untersuchen, fiir welche A1, A2, A3 € R man A1b; + Aaba + Agbs = 0 erhilt. Es gilt
A1b1 + Aaba + A3b3
= )\1((0& — 1)(12 + 2(13) + Ao (2(11 -+ (20[ — 3)(12 + 4(13) + A3 (a1 + (Oé — 1)&2 + (13)
= (2)\2 + )\3)&1 + ((Oé — 1))\1 + (2a — 3))\2 + (Oé — 1))\3)&2 + (2)\1 + 44X + )\3)&3 .

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von a1, as, as wird dies genau dann = 0, wenn die Koef-
fizienten der aq, as, ag verschwinden. Folglich gilt A\1b1 + Aoby + A3b3 = 0 genau dann, wenn
A1, A2 und A3 das lineare Gleichungssystem
2X9 4+ A3 =0
(a—DAM+2a—3)A+(a—1)A3=0
2M +4X+23=0

16sen. Die Matrix dieses homogenen linearen Gleichungssystems formen wir um:

0 2 1 Z3~>%Z3 L 2 %
a-1 20-3 a-1] —2——| 0 2 !
5 4 1 Zeilen tauschen a—1 2a0—-3 a—-1
Zy—Zs—(a—1)71 1 0 _1% Zis—Z3+Zo Lo _1%
0 1 1 — |0 1 3
Zv—Z1—Za, Za—3 72 0 —1 %(a —1) 0 0 %oz

Man sieht: Die Matrix hat Rang 3 genau dann, wenn « # 0 ist. Obiges Gleichungssystem
besitzt also genau im Fall o # 0 nur die triviale Losung. Folglich sind die Vektoren by, bo, b3
genau dann linear unabhéingig, wenn a # 0 ist.



b) Sei z := a; + Bag + 2a3. Wir suchen Aj, Ao, A3 € R mit A\1by + Aoba + A3bs = z. Wegen

A1b1 + Aobg + A3gbg = )\1(—CL2 + 2a3) + )\2(2&1 — 3as + 4&3) + )\3(@1 — a2 + ag)
= (2A2 + A3)ar + (=M1 — 3A2 — Az)az + (2A1 +4X2 + A3)as

und der linearen Unabhéngigkeit von ap,as,as lduft dies darauf hinaus, eine Losung des

linearen Gleichungssystems

0 2 1\ /M 1
—1 =3 1] [x] =[5
2 4 1)\ 2

zu bestimmen. Wir formen die erweiterte Matrix dieses Gleichungssystems um:

0o 2 11 T s 1 3 1 -0
1 -3 -1|p 3—243+222, Za——22 0 2 1 1
2 4 1|2 o 0 -2 —1]2+283
13 1] — 1 0 =1|_p_2
Z3—Zs+Zo 1 15 Z—Z1—32Z2 12 ﬂl 2
Zr=p 00 0|3+23 00 0|3+28
Das System ist nur fiir § = —% 16sbar. Die Zeilennormalform lautet dann
10 —3]0
01 3|3
00 010

Das Gleichungssystem hat also keine eindeutige Losung; die allgemeine Losung lautet

A1 0 —1 0 1
l=13l+n i |=(3]+r|-1 (neRund p=—3n).
A3 0 -1 0 2
Fazit: Die Darstellung des Vektors = gelingt genau dann, wenn 3 = —% ist. Es gilt dann

x = pby + (3 — p)bs + 2ubs (neR).

Aufgabe 6

a) Diese Abbildung ist linear, denn fiir alle A € C und <i1> , (Zl) € C? gilt
2 2

7(Az2 + y2)

T Y\y (At )y o -
() - () =GR = m e )

Tx Tyo .
=A| i +a2 |+ | v+ Z)\f(<$1>)+f(<y1>).
3{L‘1 — 4’il‘2 3y1 — 4iy2 2 LE

b) Die Abbildung ist nicht linear, denn es gilt f( (8)) = ((2)> # 0. Fiir eine lineare Abbildung ¢

muss jedoch stets ¢(0) = ¢(0-0) = 0- ¢(0) = 0 gelten.
c) Auch dieses f ist nicht linear, da wieder f(0) # 0 gilt. Man beachte aber: Auch

g(@)) =y

wiire nicht linear (trotz g(0) = 0), denn es gilt g(e; +e2) =1 # 040 = g(ey) + g(ea).



d) Entgegen dem ersten Anschein ist f linear. Dies folgt aus Beispiel (1) in 14.15, denn

f(<:;>>=(x—2i)(y+3)—(:v+1)(y—6i)Zwy+3$—2iy—6’i—(f”y_&f”y_ﬁi)

— (3+6i)z— (1+2)y=(2+6i —1—2i) (i) .

=:AeClx2

Aufgabe 7

a) Wegen gb((i;)) = <x1 + x2> =A <x1) mit A := (i 1) € R?*2 ist ¢ nach Beispiel (1) in

T+ X2 T2
14.15 linear. Es gilt

Kern ¢ = {x €R? : ¢(x) =0} = {x € R? : Ax:O}:KernA:lin{<_11>}.

Letzteres liest man unter Verwendung des (—1)-Ergénzungstricks der Zeilennormalform <1 1)

0 0
von A ab. Geméif Definition ist

Bild ¢ — {¢(x) : xeR2}:{Ax : xeRQ}ZBﬂdA:hn{G>}’

weil Bild A der lineare Aufspann der Spalten von A ist.

b) Zunéchst bringen wir A mittels Zeilenumformungen auf Zeilennormalform:

30 2\ Z2—ontih 1 0 -2/3 10 —2/3
Z3 — —1z3+ 1z Z3—Z3+12
A=(1 10)] ZEEER 10 1 g3 EEE L0123
-2 1 2 Z1—==32 0 —1/2 —1/3 00 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab:
—2/3 2
Kern A=1lin{| 2/3 |} =1lin{| -2 ]}
-1 3
2
Folglich ist {| —2 | } eine Basis von Kern A und es gilt dim Kern A = 1. Die Dimensi-
3
onsformel liefert dim Bild A = 3 — dim Kern A = 3 — 1 = 2. Da die beiden Vektoren
-3 0
Aey = | 1 | ,Aes = | 1] € Bild A linear unabhingig sind, bilden diese eine Basis von
-2 1
Bild A, also
-3 0
Bild A=1lin{| 1 |,[1]}
-2 1



Aufgabe 8
Essein € Nund ¢: R" — R, (21,22,...,2,) — Y p_y kxj eine Abbildung.

a) Aufgrund von
o(| : Hh=A4]: mit A=(1 2 3 -~ n)eRM"

ist ¢: R™ — R nach Beispiel (1) in 14.15 linear.

Alternativ kann man die Linearitéit von ¢ auch wie folgt begriinden:

L1 Y1
Fir beliebigea€c Rundz=| : |, y= ] : | € R” gilt
Tn Yn
ary +y1 n n n
slaz+y)=o(| 1 =D _kom+y)=a) ku+ Y ky = ad@)+ o(y).
k=1 k=1 k=1
Ty + Yn

b) Wegen ¢(| . |) = 1-a = a fiir jedes a € R gilt Bild ¢ = R, also ist {1} eine Basis von
0
Bild A = Bild ¢. Insbesondere ist dim Bild A = 1.

Nun iiberlegen wir uns, wie viele Basisvektoren Kern ¢ = Kern A aufspannen. Die Dimensi-
onsformel liefert n = dim Bild A + dim Kern A, folglich ist dim Kern A =n — 1.

Zur Bestimmung von Kern A = Kern ¢ verwenden wir den (—1)-Ergénzungstrick:

1 9 3 ... .. n
0 =1 0 -+ -0
0o -1
0
0 0 -1
Jeder der n — 1 Vektoren
2 3 n
-1 0 0
0 -1 0
ol ol |0k
0 0 -1

ist in Kern ¢ enthalten. Da die angegebenen n — 1 Vektoren linear unabhéngig sind, bilden
diese eine Basis von Kern ¢:

2 3 n

-1 0 0

0 —1 0
Kern ¢ =lin{| ¢ |, ol> > o |-

0 0 -1

c) Wegen ¢ injektiv <= Kern ¢ = {0} <= dim Kern ¢ =0 ist ¢ genau fiir n = 1 injektiv.



Aufgabe 9 (P)

1
Fiir eine stetige Funktion f: [0,1] — R definiere || f||1 := / |f(t)] dt.
0

a)

b)

Um zu zeigen, dass ||-||1 eine Norm auf C([0, 1]) ist, miissen wir (N1), (N2), (N3) aus Definition
E11.3 iiberpriifen:

N1) Zu zeigen: Gilt ['|f(¢)|dt = O fiir eine stetige Funktion f: 0,1] — R, soist f(t) =0
( g 0 g
fiir alle ¢ € [0,1]. Dies haben wir bereits in Aufgabe 8 a) vom 9. Ubungsblatt gesehen.
(N2) Fiir jedes a € R und jede stetige Funktion f: [0,1] — R gilt
1 1 1
laflly = /0 laf(t)|dt = /0 laf - [f(t)] dt = |04/0 [F@®)]dt = laf|| £l
(N3) Fiir beliebige stetige Funktionen f,g: [0,1] — R gilt

1 1 1
Hf+mh:Aru+mGWﬁ:Aﬂw+g@nﬁ<41ﬂm+muwn
1 1
:/UWﬁ+/MWﬁ:wm+mn
0 0

0, 0<tel0,1/2)
Fiir n € N definiere f,,(t) =< n(t—1/2), te€[1/2,1/2+1/n) ,t€[0,1].
1, tell/2+1/n,1]

Dann ist (f)nen eine Folge stetiger Funktionen. Fiir alle m,n € N mit n > m gilt

1 1
m—mmzﬂwmmMMﬁaém@—mmw

1/2 1/241/m 1
=/ mw—mmw+/ Fult) = Fn()] w+/ Fult) = ()] dt
0 — 1/2 e 1/241/m S ———
=0-0=0 < (O fon () <141=2 1-1=0

<2(1/2+1/m—-1/2) =2/m.

Sei € > 0. Dann existiert my € N mit 2/e < mg und fiir alle n > m > mg ergibt sich
| fr — fnllt < 2/m < 2/mg < e. Also ist (fn)nen eine || - ||1-Cauchyfolge.

Annahme: Es existiert f € C([0,1]) mit || f, — f]l1 — 0 (n — o0). Fiir jedes n € N gilt
1
=t = [ 150 = ol a
1/2 1/2+1/n 1
= [Cirndes [ im0 - f@ldes [ e polar.
0 1/2 1/2+1/n
Wegen || fr, — fll1 = 0 (n = o0) und 1/2+1/n — 1/2 (n — oo) folgt
1/2 1
/ F)|dt=0 und / 11— f(@®)dt=0.
0 1/2
GemiB Aufgabe 8 a) vom 9. Ubungsblatt muss die stetige Funktion f

_J0, 0<t<1)/2
f(t)_{l, 1/2<t<1

erfiillen. Dies widerspricht der Annahme, dass f stetig ist.

Fazit: Es gibt eine || - [[1-Cauchyfolge in C([0, 1]), die keinen Grenzwert in C([0, 1]) hat, d.h.
(C(]0,1]), ] - |l1) ist nicht vollstéindig.



Aufgabe 10 (P)

Vorbemerkung: Jede Norm || - || auf einem K-Vektorraum V erfiillt die umgekehrte Dreiecksunglei-
chung:
‘||uH - ||v||| < lu — v fiir alle u,v € V.

Beweis (wortwortlich wie beim Betrag in 4.3 (6)): Seien u,v € V. Dann gilt
[ull = l[(u=v) + ol < flu—vf + ol = Jull = [lv]| < [lu— o]
und analog
[oll = (v = w) +ull <[lv—ull + [Jull = lu = +ull = (ol = [ull <[lu—wo].
Zusammen ergibt sich die behauptete Ungleichung.
Sei (H, (+|-)) ein Pra-Hilbertraum, (x,)nen eine Folge in H und x € H. Behauptung;:
n—o0 n—o0 n—o0

[en =2l =—=0 = ool == [lz]| wnd (zn]y) — (z[y) fir jedes y € H

Beweis:
“=7: Bs gelte ||z, — x| =% 0. Die umgekehrte Dreiecksungleichung liefert

loall = 2ll] < llow —2ll =0, also [zl — 2] fiir n— oo.
Fiir jedes y € H gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[(znly) — @|y)| = |20 — 2ly)| < lzn — ][ lyll > 0,  also (24ly) — (zly) fiir n — oco.
—_———

—0

“<”: Nun gelte ||z,| — ||z|| und (z,|y) ——=> (z|y) fiir alle y € H. Fiir jedes n € N ist
[@n — 55||2 = (zn — @lzn — 2) = (Tnlon — 2) — (@|Tn — 2) = (Tal2n) — (Talz) — (z]2n) + (z|2)
= lzall?* = ((zal2) + (@al2)) + 2l* = lzall® = 2Re (zalz) + ||z

n—oo

= [lz|* = 2Re  (z]z) +|z]*=0.

=|lz[I*eR

Hieraus folgt ||z, — z|| — 0 fir n — oo.

10
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15. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a) Sei a = (aj,as,a3) € R® mit |la|y = 1, also a? + a3 + a% = 1. Fiir € R3 definiere
P,(z) := (z|a) a.

i) Begriinden Sie, dass die Abbildung P,: R? — R? linear ist.

ii) Geben Sie die Darstellungsmatrix von P, beziiglich der Standardbasis des R? an.
b) Die lineare Abbildung ¢ : R® — R? ist gegeben durch
¢(e3) = 2e1 + ez + Des Ples +e3) = e, pler +ex+e3) =€ —es.

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Standardbasis des R3.

Aufgabe 2

Gegeben sind die Matrizen

2 3 -1 1 —i 3 i 0
A=l 0 1 1-4|, B=|1 -12]|, cCc=|1 —i
244 4 -3 0 3 0 2 2

Entscheiden Sie, welche der folgenden Ausdriicke definiert sind, und berechnen Sie diese
gegebenenfalls:

A+B, A+C, 3C, AB, BA, CB, (A+B)C, A*C, C'B.

Aufgabe 3
a) Finden Sie a,b,c,d, e, f,g,h € R so, dass gilt:

001 0\ /a 9 0010
100 0] (0 0 1000
o1 o0o0]lel o] (e fram)lgqgo|=@20009.
000 1/ \d 9 000 1
0 1

b) Sei A= (0 2) € R?*2. Berechnen Sie alle Matrizen L € R**? und R € R**?, welche

00 00 .
LA = (0 0) bzw. AR = (O O) erfiillen.

c) Bestimmen Sie eine Matrix X € C3*3, die der folgenden Gleichung geniigt:

0 3—7 1
0 0 -2i|X=X+1I5.
0 0 0

— bitte wenden —
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Aufgabe 4

Eine Matrix A € C™*™ soll durch Zeilenoperationen umgeformt werden. Bestimmen Sie fiir
jede mogliche Zeilenumformung eine Matrix B so, dass BA die Matrix ist, welche sich nach
Ausfiihren der Zeilenumformung ergibt.

Aufgabe 5

Im R** bzw. R3*3 sind die folgenden Matrizen gegeben:

0o 3 -1 1 -1 10 -1

1 3 1
1 -3 1 -1 0 1.0 O

A= -5 1 0 0| B = 0O 01 0|’ ¢= ;1_42(2)
0O 6 -2 3 0 03 1

a) Zeigen Sie, dass A und B regulir sind. Ist C' regulér? Bestimmen Sie A=, B~!, (AB) ™!,
(AT)~1 sowie ((AB)T)~t.

1 1
b) Losen Sie die linearen Gleichungssysteme Az = _01 und (AB)z = _01
0 0

Aufgabe 6

Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren auf die folgenden Vektoren aus C? an:

1 2 5
rx1=10], ro=|2¢] , r3 = | 3t
1 0 1

Aufgabe 7

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber C. Zeigen Sie, dass es eine bijektive, lineare
Abbildung ®: V' — C" gibt.

Aufgabe 8 (P)
Sei (H, (+|-)) ein Pra-Hilbertraum und x,y € H. Zeigen Sie:
a) Gilt (z]z) = (y|z) fur alle z € H, dann ist z = y.

b) |zl = sup [(z]z)].

zeH, ||z|<1

ACHTUNG Terminiinderung: Die Ubung am Freitag, den 13.02.2009, beginnt be-
reits um 13:30 Uhr und endet um 15:00 Uhr.

Klausur zur HM I: Montag, 16.03.2009, 08:00 - 10:00 Uhr
"'  Anmeldeschluss ist Freitag, der 13.02.2009 !!!

Hinweis Die mit (P) gekennzeichneten Aufgaben bezichen sich auf den Stoff aus den
Ergénzungen zur HM I fiir Studierende der Physik.

www.mathematik.uni-karlsruhe.de/milschneider/lehre/hm12008w/
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Lésungsvorschliige zum 15. Ubungsblatt

Aufgabe 1

a) Seia = (ai,az,a3) € R® mit ||a|3 = (aa) = 1. Fiir x € R? definiere P,(z) := (z]a) a.

b)

i) Die Abbildung P,: R3 — R3 ist linear, denn fiir alle ,y € R? und o € R ergibt sich mit
den Eigenschaften des Skalarproduktes im R3

Py(ax +y) = (ax + yla) a = a(z|a) a + (y|la) a = aP,(x) + P,(y) .

ii) Um die Darstellungsmatrix von P, beziiglich der Standardbasis e, ez, e3 des R3 anzu-
geben, berechnen wir das Bild P,(e;) des Basisvektors e; (fiir j € {1,2,3}) und stellen
dieses als Linearkombination von ej, ez und es (den Basisvektoren im Zielraum) dar.
Wegen a = (a1, a2,a3) = aje1 + azes + ases ergibt sich fiir jedes j € {1,2,3}

P,(e;) = (ejla) a = a1a = (ajar)er + (ajaz)es + (ajasz)es .

ajal

Damit lautet die j-te Spalte der gesuchten Darstellungsmatrix: | ajag | fir j € {1,2,3}.
a;a3

Also ist die Darstellungsmatrix von P, beziiglich der Standardbasis des R3 gleich

a% asa1 asail

ai1as a% azas
ajasz as0a3 a%

Bemerkung: Wir kénnen alternative Basen des R? “vorne” und “hinten” wihlen (jedoch
war die Aufgabenstellung eine andere!). Sei etwa a das erste Basiselement und z,y € R?
so, dass a, z,y eine Orthonormalbasis des R? ist. Diese Basis wihlen wir sowohl “vorne”
als auch “hinten”. Da a, z,y orthonormal sind, gilt dann P,(a) = a = la+ 0z + Oy sowie
P,(z) = P,(y) = 0 = 0a + 0z + Oy. Beziiglich dieser Basis hat die Darstellungsmatrix
von P, die besonders einfache Gestalt

S O =
o O O
o O O

Aufgrund der Linearitit von ¢ gilt

(;5(61) (;5(61 +eo + 63) — ¢>(€2 + 63) = (62 — 63) —e1 = (—1)61 + leg + (—1)63 ,
P(e2) = ¢(ea + e3) — ¢(e3) = e1 — (2e1 + 3ea + 5es) = (—1)er + (=3)e2 + (=5H)es,
qb(eg) = 2e1 + 3es + des .

D

Somit lautet die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Standardbasis ey, 3, e3 des R?

-1 -1 2
1 -3 3
-1 -5 5
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Bemerkung: Wenn nicht vorgegeben ist, beziiglich welcher Basen man die Darstellungsmatrix
angeben soll, so kann man die Aufgabe sehr einfach 16sen, indem man die Basen besonders
geschickt wahlt: Nimmt man “vorne” etwa die Basis e3, es + e3,e1 + e2 + e3 und “hinten” die
Basis 2e; + 3e2 + 5es, e1,e2 — e (Man sieht leicht, dass es sich dabei tatséichlich um Basen
des R3 handelt), dann bildet ¢ den j-ten Basisvektor der “vorderen” Basis auf den j-ten
Basisvektor der “hinteren” Basis ab, weshalb die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich dieser
Basen die Einheitsmatrix I3 ist. Beachte: ¢ ist nicht die Identitétsabbildung!

Aufgabe 2

Die Summe A + C' ist nicht definiert, weil die Spaltenanzahl von A und C nicht {ibereinstimmt.
Auch das Produkt CB ist undefiniert, denn bei Matrizenprodukten muss die Anzahl der Spalten
des ersten Faktors gleich der Anzahl der Zeilen des zweiten Faktors sein. Alle anderen Ausdriicke
kénnen wir berechnen:

3 2 2
A+B=|( 1 0 3-i
2+i 7 -3
3i 0
30=|3 -3
6 6
2 3 -1\ /1 —i 3 24+3 —3-5i 6+6i
AB=|[ 0 1 1-di|[1 -1 2)=( 1 2-3i 2
2+i 4 -3/\0 3 0 6+i —12-2i 14+ 3
1 —i 3 2 3 -1 8430 1242 —11—3i
BA= |1 -1 2 0 1 1—i|=[6+2 7+3i -8+
0 3 0/ \2+i 4 -3 0 3 3-3i
3 2 2 i 0 4+5 6
A+B)C= 1 0 3-i|[1 —i]=[6-¢ 6-2i
2+i 7 -3/ \2 2 2 —6-Ti
2 0 2-4\ (i O 4 42
AC=(-3 1 4 1 —i|=[12 8-
-1 14+i -3)\2 2 5 —5—i

3

Aufgabe 3
a) Wegen

0010 a c 0010

1 0 00 b a 10 00

01 00]|[c| |0 wd e fog by g g =09 e h)

0 0 01 d d 0 001

muss gelten a =b=e=g=0,c=f=2undd=h=09.
.. (01 .._‘22_111l12 2%x2 -

b) SelA—(O 2>.FurL—(l]k)j_”€1—<l21 lﬂ)eR gilt

i1 12 0 1 0 l1+ 29
<l21 lgg) <0 2> <0 lo1 + 2[22>



Also gilt LA = 0 genau dann, wenn 11 + 2l12 = 0 und lo; + 2l39 = 0 sind. Wir kénnen [1o
und [99 beliebig wihlen, etwa l19 = s € R und loo =t € R. Es muss nun gelten l;; = —2s und
loy = —2t. Folglich gilt LA = 0 genau fiir Matrizen der Form

—2s s -2 1 0 0 o
L_<—2t t>_8<0 0>+t<_2 1), s,t € R beliebig.

. 2 2 11 T12 2X2  _»
Fir R = (g = () 122) B e

(0 1\ [r11 T2\ [ ro1 T2
AR_<0 2> (7”21 7“22>_(27”21 2?”22>'

Also gilt AR = 0 genau dann, wenn r9; = 0 und r9e = 0 sind. Dabei kénnen 717 und 719
beliebig gewéhlt werden, etwa r1; = v und r12 = v (u,v € R beliebig). Folglich gilt AR =0

genau fiir
u v 1 0 01 C
R = <0 O) —u<0 0)+v<0 0), u,v € R beliebig.
0 3—7 1
Sei A: =10 0 —2i |. Wir konnen AX = X + I3 umformen zu AX — X = I3, also
0 O 0
(A — I3)X = I3. Gesucht ist die inverse Matrix von A — I3, also x5, € C mit
-1 3—1 1 11 T12 T13 1 00
0 -1 -2 Tor Toz x93 =10 1 O
0 0 -1 31 I32 X33 0 0 1

Das Produkt der Matrizen auf der linken Seite ist gleich
—x11 + (3 — i)xgl +x31 —x12 + (3 — i)l‘zg + 39 —x13 + (3 — i)xgg + 233
—T21 — 21x31 —T92 — 21x32 —T23 — 21x33
—x31 —x32 —x33

Vergleicht man die erste Spalte dieser Matrix mit der ersten Spalte der Einheitsmatrix auf
der rechten Seite, so erhélt man das lineare Gleichungssystem:

—x11 + (3 — i)l’gl +x31 =1
—X91 — 2’i.’II31 =0
—x31 =0
Wir gehen die Gleichungen von unten nach oben durch und lesen ab: x3; = 0, 91 = 0 und

x11 = —1. Die Gleichungssysteme, die man durch Vergleich der zweiten bzw. dritten Spalte
bekommt, lauten:

—x12+ (3 —i)xoe + w32 =0 —x13+ (3 —i)xozs + 233 =0
—X99 — 2ix32 =1 —xI923 — 2i$33 =0
—I32 = 0 —x33 = 1

Hier ergibt sich: z33 = 0, 92 = —1 und z12 = (3 —i)x22 = —3 +i. Und schlieBlich: z33 = —1,
x93 = —2ixsy = 2i, x13 = (3 —i)x3 + x33 = (3 — )21 — 1 = 1 + 6i. Die gesuchte Matrix ist

-1 —-3+4+% 1+4+6¢
X=10 -1 23
0 0 -1

Alternativ kann man (A — I3)~! mit einem analogen Ansatz wie in Aufgabe 5 berechnen.



Aufgabe 4

Sei A € (C"X’” Die Matrix B € C™*"™ werden wir jeweils definieren, indem wir ihre Zeilen, die wir
mit :clT ...,z bezeichnen, angeben.

Im folgenden brauchen wir stindig: Fiir jede Matrix D € C™*™ ist ejTD die j-te Zeile von D, wobei
e;j der j-te Einheitsvektor von C" ist

(Z1): Multiplizieren von Zeile j mit o # 0. Es soll also gelten: e TBA = a(e TA) und ekTBA = ekTA
fiir & ;é j, d.h. y;TA = afe jTA) und zfA = eTA fiir k # j. Dles ist offenbar fiir 3: = oze] und
wk = ek fir k # j erfiillt.

(Z2): Addieren des (-fachen von Zeile k zu Zeile j, wobei § € C und k # j sind. Hier soll :chA =

ejTBA = ejTA + B(e,TA) = (ejT—l— Be,))A und z;'A = ¢,TBA = ¢,TA fiir | # j gelten. Dies erreichen

wir mit a:jT: ejT—F ﬂekT und xlT: elT fir [ # j.

(Z3): Vertauschen von Zeile j und k. Dabei soll x]TA = ejTBA =eJA und A = ek TBA = e; o\
T

sowie xfA = ¢TBA = ¢,TA fiir | # j, k gelten. Daher wihlen wir iUJT = ¢, und ol = e; sowie

a:lT: elT fur | # 4, k

Aufgabe 5

a) Mit Zeilenumformungen erhalten wir

0 3 -1 1|1 00 O 0 3 -1 111 0 0 O
1 -3 1 —-1/0 1 0 0 Z3—Z5+575 1 -3 1 —-1/0 1 0 O
B
-5 1 0 0/0 0 1 0 0 -14 5 5|0 5 1 0
0 6 -2 3]0 0 0 1 0 6 -2 3]0 0 0 1
0 3 -1 1|1 0 00 00 -1 1|-14 -15 -3
Z3—Z3+571 1 0 0 0|1 1 0 O Z4—Z4—673 1 0 0 O 1 1 0
T S
Zo—sZo+71 01 0 0|5 5 10 Z1—Z1—375 01 0 0| 5 5 1
0 6 =2 3(0 0 0 1 0 0 -2 3]-30 =30 -6
0 01 —-1|14 15 3 0 001 012 15 3 1
Z1——171 1 0 0 O 1 1 0 0 Ty —Z1+Z4 1 0 0 0 1 1 00
Zu—Z4+271 01 0 O 5 5 10 01 005 5 10
0O 00 1]—-2 0 01 000 1|-2 0 01
1 0 0 01 1 0 0
Zeilen 01 0 0 5 5 1 0
permutieren 0O 01 012 15 3 1
000 1|-2 0 01
1 1 0 0
Wir sehen, dass A regulér ist, und haben zugleich A"l = 12 15 il)) (1) berechnet.
-2 0 01
Fiir die Matrix B ergibt sich
-1 1 0 —-1/1 0 0 O -1 00 -1/1 -1 0 O
0O 1 0 0101 0O Za—sTg— 323 0O 1.0 0|0 1 0 0
0O 01 0|0 0 1 O0 Ty =71 — 0O 01 0|0 O 1 0
0O 03 1|0 0 01 O o0 10 0 =31
1 00 1/-11 0 O 1000/ -11 3 -1
Zi——74 01000 1 0 O T\ —Z1—Z4 01000 1 O 0
—_— —_—
00100 O 1 O 00100 0 1 0
00010 0 -3 1 00010 0 -3 1

W

= o o O



11 3 -1
0 1 0 0
. e =1
Also ist B reguldr mit B~ = 00 1 o0
0 0 -3 1
Wegen
1 3 1/1 00 1 3 1]1 00
4 4 2|01 0 | &2=2228 [ g 8 2141 0
2 =2 0l0 0 1) #7520 \ g 8 —2/-2 0 1
1 3 111 0 0
Lzl [ g g _9| -4 1 0
00 0|2 —11

hat die Matrix C' den Rang 2, so dass C' nicht regulér ist.
Da A und B regulér sind, gilt:

42 49 10 2
5 5 1 0
-1 _ np—-14-1 _
(AB)"" =B~ A" = 12 15 3 1
—-38 —45 -9 -2
1 5 12 -2
15 15 0
-1 _ —IN\T _
A== 1 3 o
0 0 1 1
42 5 12 —38
49 5 15 —45
T™\—-1 _ —IN\NT _
2 0 1 -2

Hier verwendeten wir das folgende Resultat: Ist D € K™ " reguliir, so ist auch DT regulir
und es gilt (DT)~! = (D17,

In der Tat ergibt sich mit den Rechenreglen fiir transponierte Matrizen
(oY D'=(D "Y' =1'=1, wd DD HY =D 'D)I=1I'=1,.

b) Da A und AB regulir sind, bekommen wir die eindeutig bestimmten Losungen

1 0 1 -7
-1 0 -1 0

= -1 . = = -1 . =
x=A 0 _3 bzw. x = (AB) 0 _3
0 -2 0 7

Aufgabe 6

Gegeben sind die linear unabhingigen Vektoren aus C3

1 2 5
xr1 = 0 s Tro = 21 s xr3 = 31
1 0 1

Mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahren kann man ein Orthonormalsystem by, bs, b3 konstruieren so,
dass lin{by, ba, b3} = lin{xy, x9, x5} ist. Dabei werden die Vektoren by, by, bs rekursiv definiert durch

_ b
0% |

_ Bl ~ k—1 (
by :=x1, b =— und by := xp — —
|01 ] j=1 (b;1b5)

bj, by: fiir k =2,3.




Fiir die gegebenen Vektoren x1, x2, x3 ergibt sich

1 = 1 1
3 by 1 1
b1 =T = 0 5 b1 = == == 0 =—1|0 y
1 b VIZ+02+12 \;) V2,
und wegen
~ 2 1
(o]b1)=(|20]1]10])=2-T42i-04+0-1=2
0 1
erhalten wir
= 2 1 1
~ b1) - 2
by = g — 22 12)61: 2i | —= (o] =12 ],
11| o) 2\ 1
b by ! 211 ! 212
2 = — = = = —
ool VP 2P+ =12\ ) V6

Fiir die Berechnung von bs brauchen wir die Skalarprodukte

5 1
(zslb)=([3i]||0])=5-T+3i-0+1-1=6,
1 1
(z3lbe) = (| 3i ||| 2 |)=5-T+3i-2i+1-(-1)=5-6i*—1=10.
1 -1
Damit ergibt sich dann
2 - 5 1 1 1
~ (:E3|bj)~ . 6 10 . 1 .
by :==x3 — = bj=13i] —- (0] — 2t | == | —i |,
j; 165112 1) 2\) S\ 3\
- 1 1
1 1 1
bs b _ =i == | =i

bl VPP IR 3\ ) VB

Die drei linear unabhiingigen Vektoren by, by, b3 sind orthonormal. Wegen C-dim C? = 3 bilden
b1, by, by eine Orthonormalbasis des C3.

Aufgabe 7
Sei V' ein C-Vektorraum mit dim V' = n und {b,bs,...,b,} eine Basis von V. Wir definieren
a1
Qg
@:V—>(C”, a1by + agbo + ...+ apb, — .
Qnp,

und zeigen, dass @ die gewiinschten Figenschaften besitzt.
Zunichst halten wir fest, dass ® wohldefiniert ist, weil die Darstellung eines Vektors aus V als
Linearkombination der Basisvektoren b1, bs, ..., b, eindeutig ist.



® ist linear, denn fiir jedes * = a1b1 + a2bs + ... + apby, y = B1b1 + Boba + ... + Bpby, € V und
A € C ergibt sich

Aay + [
Aag + B2
P(Az +y) = ©((Aay + B1)b1 + (Aaz + B2)ba + ... + (Aaw, + Bn)by) = :
Aoy, + ﬁn
aq b1
a2 B2
=M [+ = AP (z) + D(y) .
an 67’1
a1
Q2
d ist surjektiv: Ist . € C" beliebig vorgegeben, so liegt a1b; + asba + ... + apby, in V und es
Oln
gilt
a1
Q2
(I)(qul + agby + ...+ Oénbn) =
Oln,
aq
Q2
® ist injektiv: Sind v,w € V mit ®(v) = | . | = ®(w), so folgt v = arby + agbe +. ..+ anb, = w,
(879

weil die Koordinaten beziiglich einer Basis eindeutig bestimmt sind.

Bemerkung: Eine bijektive, lineare Abbildung U — W zwischen zwei Vektorrdumen U, W nennt
man auch Isomorphismus. Zwei Vektorrdume U, W heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus
U — W gibt. Damit haben wir gezeigt, dass V isomorph zu C” ist.

Aufgabe 8 (P)

a) Da (xz —y|z) = (z]z) — (y|z) = 0 fiir alle z € H ist, gilt diese Gleichung insbesondere fiir
z=1x—1y,also ||z —y|? = (r —y|z — y) = 0. Mit (N1) folgt z —y = 0 bzw. x = y.

b) Wir zeigen, dass sowohl ||z|| > sup |(z|z)| als auch ||z|| < sup [|(z]z)] gilt.
z€H, ||z]I<1 z€H, ||z]I<1
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert

sup  |(z]2)| < sup |z - [|z]| = [l=]|-
z€H, ||2]I<1 z€H, ||2|I<1

Andererseits gilt fiir  # 0

loll = iy (@l2) = (@, ) < swp|(al2)]
zeH, ||z|<1

Fiir x = 0 ist die Aussage trivial.
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