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Aufgabe 1

,=—="“: Es gelte x < y und wir zeigen nun, wie daraus " < y" folgt:

$n:$.$ ..... x:(l‘x ..... x)xéxxl‘yg
~ | —
n-mal n—1-mal n—1-mal
x . "1;‘ ..... l‘ 'y y S DY S x y . y ..... y < y y ..... y f— yn‘
n—2-mal n—1-mal n-mal

,<=": Es gelte 2" < y™ und wir zeigen nun durch Widerspruchsbeweis, wie daraus z < y folgt:
Angenommen, es gilt nicht z < y. Dann gilt ¥y < z und analog zur Beweisrichtung ,=—* erhalten
wir daraus y™ < z™. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung z” < y™. Also war die Annahme
falsch, also gilt = < y.

Aufgabe 2
a) Es gilt
2vy < 2t +y?)e? = 0<el? —2eny/e +y? /et = (ex —y/e)*.
Die Aussage 0 < (cx — y/¢)? ist offenbar stets wahr, damit ist a) gezeigt.

b) Unter Verwendung von a) erhalten wir

a) 1
(+y)?=a+2zy+y’ <2’ +e® + Y’/ +y° = (1+%)a” + (1 * ?)yz.

Aufgabe 3
a) Wir zeigen 1.) Vo +y < Va+ /yund 2.) Vo + /y < %—l—%
Zu 1.)

Aufg. 1

Vity<Vz+yy = s+y<z+2Vzy+y = 0<2Vx/y.

Die letzte Ungleichung ist per Definition wahr.

Zu 2.)
: 0
\/5+\/§<\27+yx '@‘:@f oy +Vzy < ovr+yy
— 0<avr—aVy+yJy—yJo
— 0<(z—y)(Vr—Y).

Die letzte Aussage ist wahr, denn:

1. Fall: x = y. 0 < 0 ist wahr.

2. Fall: x <y. Wegen z <y <= /x <, /yist 0< (z—y)(v/x —/y) wahr.

3. Fall: x > y. Wegen z >y <= /x> ,/y folgt auch hier 0 < (z — y)(vVz — /¥).
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b) Es gilt

Va—vil < Vie—yl B (Va-vi) < (VIiE—ul)' = a—2Vayity <la—yl.

Im Fall z < y ist dies dquivalent zu
-2z y+ty<y—-z <= 20-2Jz/y<0 <<= Vz(vz-y) <0

Letzteres ist wahr wegen z <y = /z < /Y.

Fiir z > y (alternativ konnte man dies auch direkt aus obigem Fall folgern, weil der Ausdruck
IVr — /Y| < /|r — y| symmetrisch bzgl. Tausch 2 «w y ist) ergibt sich:

r=22/ryty<e-y = -2/ry<0 =  y(Vy-va) <o

Letzteres ist wahr wegen x >y = /x > \/y.

Aufgabe 4
Wir bemerken zunéchst, dass die Ungleichung x < 4 4+ v/ — 2 nur fiir x > 2 sinnvoll ist. Es gilt

r<d+vVr—2 <<= zxz—4< V-2
Im Fall x > 4 ist dies nach Aufgabe 1 dquivalent zu (man beachte x — 4 > 0)

(z—4)2<z-2 <= 2*-8r+16<2-2 <= 22-9x+18<0 <<= (z-3)(z—6)<0
<= (m—3 Ound z — 6 0)0der(w—3>0undx—6<0)
3

>
= (z- Oundz—6<0) <= z€[3,6].

<
Z

Da wir nur = > 4 betrachtet haben, gilt x < 4+ /2 — 2 in diesem Fall genau fiir = € [4, 6].
Fiir jedes x € [2,4) gilt x — 4 < 0 und, da die Wurzel nach Definition mchtnegatlv ist, geniigt jedes
x € [2,4) der Ungleichung z — 4 < 0 < vz — 2 und somit auch z < 4 + vz —
Insgesamt haben wir
r<4+Vr—2 <<= z€]2,6].

Aufgabe 5

a)

j—2 3-2 4-2 5-2 +2+ 2

Zj+1_3+1 441 541 5 17

Z5:5+5+...+5:111~5:555
N———
k=1 111-mal

DU+ = (2412 + (-1+ 12+ 0+ 1)+ 1+ 1)+ 2+ 1>+ B3+ 1)* + (4 +1)°

:1+0+1+4—|—9—|—16—|—25:56

3 3
ZZn(ner) Z (n+0) +Z (n+1) +Z (n+2)+ Z n(n + 3)

m=0n=m n=0 n=3

=(0+1+4+9)+ (2+6+12) (8—|—15)+18:75



b)
234+ 33 443 45% = 233
1 1 1 1 1
3+4+5+6_kz3k:

100 99 . 101

2 3 4 100 g+l j—1
1.3 724735 99101 Zn—l )(n+1) le(j+2)_j§3(j—2)j

c) Alle Summen sind gleich, denn jede ergibt a; 4+ ag + ... + a,. Dies ldsst sich mit Hilfe von
Indexverschiebungen einsehen:

n+1 n+1

li=k—1 J=l+2 k:=n+1-j
Zak = Zal—i-l ZCLJ 1—a1+za3 1= a1+zan k-

Aufgabe 6
a) Es gilt
n—1

Z(ak — ky1) =
k=0

(ap — a1) + (a1 — a2) + (a2 — az) + -+ + (an—2 — an—1) + (ap_1 — ap) =
ap—a1+ay —ax+ax—a3+—--+ap—2 —Op—1 + ap—1 — Ap =
ap+ (—a1 +a1) + (—az +az) + -+ (—an_1 + ap_1) — ap =

ap+0+0+---+0—a, =ag— an.

Bemerkung: Alternativ kann man obige Rechnung auch etwas formaler so formulieren:

n—1 n—1 n—1 n—1 n—2
E (ap —ag+1) = g ap — g akH:(ao—i-Zak)—(ZakH—i-an):
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0
n—2 n—2
a0+<2aj+1—2ak+1>—an:ao+0—an:a0—an,
7=0 k=0

wobei wir im vorletzten Schritt die Indexverschiebung j «~ k — 1 benutzt haben.

b) Wegen ¢ # 1 gilt

q" = — (1-¢q) ) ¢"=1-¢q

und die umgeformte Aussage sehen wir folgt ein:

n—1

(1-q) Zq S - L g =1

k=0
Bemerkung: Dle behauptete Identitit kann man auch durch vollstéindige Induktion! beweisen:

IA:FﬁrnzlgﬂtZk 0q =0 =1=112 furallquIR\{l}
IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte ZZ 0 d" =12 fiir alle g € R\ {1}. (IV)

!wird demnichst in der Vorlesung erklirt



Fiir jedes ¢ € R\ {1} ergibt sich damit

(n+1)—1

n n—1 n n n n n+1
k k k. nlvl—g n 1l—q¢ 1-q¢"+q¢"—q"-q 1—¢q
S == Y -
k=0 k=0 k=0 1—q 1—q 1—q 1—q
Aufgabe 7
Wir setzen

a)

b)

A={2*-2+2| xR},
B::{(—l)"—l—% | n e N},

1
C::{x—i—— \ O<x<42},
x

2

D::{£7|$ER}und

= f([0,1]).

1.) Es gilt min A = %:
Wir formen zunéchst den definierenden Term mittels quadratischer Ergdnzung um: Fiir jedes
x € R gilt

1 1 1\2 7
2 2
T —x+ T —x+ 171 + x 5 + 1
Daraus lesen wir einerseits ab, dass x3 — 2o +2 = % gilt; also liegt % in A. Andererseits sehen
242> g fiir jedes z € R ein. Also ist Z das kleinste Element von A.

2.) Aus 1.) folgt direkt inf A =min A = I.
3.) Maximum und Supremum von A exisitieren nicht:

Dazu zeigen wir, da8 A nach oben unbeschrénkt ist: Sei k € R. Wir setzen x := max{k, 2}.
Dann gilt 22 —2+2 =2 (x — 1) +2 > 2+ 2 > x > k, daraus folgt die Behauptung.
——

wir

>1

1.) Es gilt max B = 35:

Offenbar gilt 3 = (—1)? 4 3 € B. Sei nun m € B. Es bleibt m <  zu zeigen: Nach Definition
gibt es n € N mit m = (=1)" + % Wir machen folgende Falluntersicheidung:

Falls n ungerade: Dann gilt m = (—1)"+ 1 =-1+1<-141=0< 3.

Falls n gerade: Dann ist insbesondere n > 2 und es folgt m = (—1)"+ 1t =1+1 <141 =3
In jedem Fall folgt m < 2, also ist % das grofites Element von B.

2.) Aus 1.) folgt direkt sup B = max B = 3.

3.) Es gilt inf B = —1:

Fiir alle n € N gilt (—1)" + 2 > (=1)" > —1, also ist —1 eine untere Schranke von B.

Es bleibt zu zeigen, dass —1 die grofite untere Schranke ist. Dazu nehmen wir an, dass es eine
groflere untere Schranke K gibt, etwa K = —1 4 ¢ mit einem € > 0, und fiithren dies zu einem
Widerspruch. Es soll also gelten

3
2
1

[\l [e8)

1
n

1
K< (-1)"+ - fiir alle n € IN.

Da dies insbesondere fiir ungerade n gilt, folgt fiir alle ungeraden n € N

1 1 1
—1l+e<-14+—- <= ee<—- <= n<-.
n n €
Dies kann jedoch nicht sein, weil die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen nicht nach

oben beschrankt ist. Also ist die Annahme falsch, und es gilt —1 = inf B.



d)

4.) Es gilt —1 ¢ B:

Angenommen, —1 € B. Dann gibt es ein n € N mit (—1)"+ 1 = -1 <= (-1)"+1 = -1
Da auf der linken Seite eine ganze Zahl steht, muss auf der rechten Seite ebenfalls eine solche
stehen, so dass n = 1 folgt. Jedoch ist die Gleichung (—1)" + 1 = —1 fiir n = 1 nicht erfiillt.
Widerspruch!

5.) Aus 3.) und 4.) folgt direkt: B hat kein Minimum.

1.) Supremum und Maximum von C' existieren nicht:

Dazu zeigen wir durch Widerspruchsbeweis, dass C' ist nicht nach oben beschrankt ist: Ange-
nommen, [ ist eine obere Schranke von C, dann gilt :H—% < T fiir alle z € (0, 42]. Insbesondere
kénnen wir dann z = % € (0,42] einsetzen und erhalten % +n < T fir alle n € N. Erst recht
gilt dann n < I fiir alle n € N, im Widerspruch dazu, dass IN nicht nach oben beschréankt ist.

2.) Es gilt minC = 2:
Es gilt 2 € C' (man setze z = 1). Auflerdem erhalten wir fiir jedes = > 0 durch Multiplikation
mit x

1
T+ =22 = 2°4+1222 <+ 22-20+120 < (z—-1)>=0

X

und letzteres ist offensichtlich wahr. Also ist 2 das kleinste Element von C.
3.) Aus 2.) folgt direkt inf C =minC = 2.

1.) Es gilt min D = 0:
Es gilt 0 € D (man setze = 0).AuBlerdem gilt offenbar z?(1 +22)~1 > 0 fiir alle z € R. Also
ist 0 das kleinste Element von D.

2.) Aus 1.) folgt direkt inf D = min D = 0.

3.) Es gilt sup D = 1:
Die Menge D ist nach oben durch 1 beschrinkt, denn wegen 1 + 22 > 0 gilt

2
Tl e 22<1422
1+ 22
Die letzte Ungleichung ist natiirlich fiir alle z € R erfiillt. Es bleibt zu zeigen, dass 1 die
kleinste obere Schranke ist. Sei I' < 1 beliebig; wir wollen zeigen, dass I' keine obere Schranke

von D ist. Wir miissen also ein x € R finden mit ﬁ > I'. Dies ist dquivalent zu

T
2>T(1+2?%), also (1-T)2>>T, dh 2°> 1-T

und die letzte Ungleichung ist fiir ein hinreichend grofies = (etwa fiir z = % + 1) offenbar

erfiillt. Daraus folgt die Behauptung.

4.) Es gilt 1 ¢ D:

Angenommen, 1 € D. Dann gibt es x € R mit 1 =
der Widerspruch 1 = 0.

5.) Aus 3.) und 4.) folgt direkt: D hat kein Maximum.

2

1ji7. Daraus folgt 22 4+ 1 = 22 und daraus

1.) Es gilt min £ = 0:
Esist 0 = f(0) € E. Auflerdem gilt offenbar f(z) > 0 fur alle x € [0, 1]. Also ist 0 das kleinste
Element von E.

2.) Aus 1.) folgt direkt inf £ = min F' = 0.

3.) sup F und max FE existieren nicht:

Dazu zeigen wir durch Widerspruchsbeweis, dass F ist nicht nach oben beschrinkt ist: An-
genommen, E ist nach oben beschrinkt. Dann gibt es eine obere Schranke I' € (1, 00) mit
y <Tfiiralle y € E, d.h. fiir alle 2 € [0,1] N (R\ Q) gilt 1 <T <= & < (x).



Laut Vorlesung liegt zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen immer eine irrationale Zahl,

d. h. fiir alle a,b € R mit a < b gibt es ein £ € R\ Q mit a < £ < b. Insbesondere gibt es eine

irrationale Zahl £ € R\ Q mit 0 < £ < 1/T". Wegen 1/T" < 1 haben wir ein £ € [0,1]N(R\ Q)
1

gefunden mit { < . Dies steht im Widerspruch zu (). Somit ist die getroffene Annahme

falsch und FE tatsichlich nicht nach oben beschrankt.

Aufgabe 8
Es gilt fiir jedes o € R

« ist untere Schranke von M <= x>« firallexe M <+— —z< -« furalleze M
<=  —q ist obere Schranke von — M.

Sei nun M nach unten beschréinkt und « € R eine untere Schranke von M. Laut Vorbemerkung ist
dann —q eine obere Schranke von —M. Auflerdem ist —M nichtleer, weil M nichtleer ist. Damit
existiert nach dem Vollsténdigkeitsaxiom das Supremum sup(—M) =: I'. Geméfl Vorbemerkung ist
—I" eine untere Schranke von M. Um —I' = inf M zu zeigen, miissen wir noch begriinden, dass —I
die grofite untere Schranke von M ist, d.h. dass fiir jede untere Schranke s von M gilt: —I" > s.
Sei dazu s eine untere Schranke von M. Dann ist —s eine eine obere Schranke von —M. Wegen
I' = sup(—M) gilt I" < —s. Hieraus folgt —I' > s. Also ist —I" die grofite untere Schranke von M
und —I' = inf M ist bewiesen.

Aufgabe 9

a) Da A # () und B # () beschréinkt sind, also insbesondere nach oben beschrinkt sind, existieren
« :=sup A und § := sup B. Wir sollen nun zeigen, dass A + B nach oben beschriankt ist und
sup(A + B) = a + [ gilt. Dazu miissen wir zwei Dinge beweisen: Zum einen, dass « + (3 eine
obere Schranke von A + B ist; zum anderen, dass dies auch die kleinste obere Schranke ist.

Waéhlen wir ein beliebiges © € A+ B, so gibt esa € Aund b € B mit © = a +b. Da «
bzw. (8 obere Schranken fiir A bzw. B sind, gilt a < o und b < (. Addieren dieser beiden
Gleichungen liefert

r=a+b<a+p.

Damit wissen wir, dass sup(A + B) < a + [ ist, d.h. A + B ist nach oben beschrinkt und
«a + (3 ist eine obere Schranke.

Aber ist dies auch die kleinste obere Schranke? Dies kénnen wir garantieren, wenn wir zeigen:
Keine Zahl < « + 3 ist obere Schranke, d. h. zu jeder Zahl I' < o + 3 existiert ein x € A+ B
mit x > T

Sei also I' < a4 3 beliebig. Dann ist I' — o < § und, da ( die kleinste obere Schranke von B
ist, muss ein b € B existieren mit b > I' — .. Es gilt also a > I' — b. Daher existiert wiederum
eina € Amita > —b,d.h. esist a+b>1T, und wegen a +b € A+ B kann damit I" keine
obere Schranke von A + B sein.

Nun zum Infimum: Da A und B nach unten beschrinkt sind, folgt genau wie oben, dass auch
A+ B nach unten beschréinkt ist. Da inf M = —sup(—M) fiir beschrénkte nichtleere M C R
gilt, erhalten wir

inf(A+ B) = — sup(—(A + B)) = — sup((—A) + (—B)) = —(sup(—A) + Sup(—B))
= —(—inf A+ (—inf B)) = inf A + inf B.

b) ,—%
Nach Voraussetzung in Kombination mit dem Vollstdndigkeitsaxiom existiert I' := sup C € R.
Insbesondere gilt ¢ < T fiir alle ¢ € C. Wegen ) # C' C (0,00) folgt I' > 0. Sei x € 1/(;'. Es
gibt also ¢ € C mit x = 1/c. Insbesondere folgt x > 1/I". Also ist 1/T" untere Schranke von
1/ und nach Definition folgt inf(1/c) > 1/T" > 0.



7’<:“:

Nach Voraussetzung ist v := inf(1/c) > 0. Sei ¢ € C. Dann ist 1/c € 1/¢ und insbesondere
v < 1/c. Esfolgt 1/ > ¢. Also ist 1/~ obere Schranke von C, also ist C' nach oben beschrénkt.
aulerdem ist C per Definition durch 0 nach unten beschriankt. Also ist C' beschriankt.

Es bleibt noch sup C = m unter der Voraussetzung inf( 1/0) > 0 zu zeigen:

Wir haben bei der Beweisrichtung ,,=—“ gesehen, dass ﬁ untere Schranke von 1/0 ist.

Aus der Definition von inf(1/c) folgt daraus inf(1/c) > su;C' Also gilt m < supC.
1

Andererseits haben bei der Beweisrichtung ,,<=¢% gesehen, dass WII/C) obere Schranke von

C ist. Aus der Definition von sup C folgt daraus sup C' < m Aus beidem zusammen
folgt schlieBlich sup C' = m

Es gilt 1 / ( 1 /C’) = (), denn es gilt

z € 1/<1/C> —1l/zeljo=1/(1/z) eC+=z€C.

AuBerdem gilt nach Voraussetzung () # 1/0 C (0,00). Wenden wir b) auf die Menge 1/0 an,
so erhalten wir die Aussage c).

Aufgabe 10
Sei f: R — R mit f(z+y)=f(z)+ f(y) fir alle x,y € R.

a)

b)

Wegen f(0) = f(0+0) = f(0) 4+ f(0) ist f(0) = 0. Fiir jedes z € R folgt aus 0 = f(0) =
[+ (=) = f(z) + f(-2)

f(=z) = —f(=). (1)
Fiir jedes n € N und « € R gilt nach (n — 1)-maliger Verwendung der Voraussetzung
fna) = fet ta)= flat4u)+ @)= = f@) .+ @) =nf@). (2)
n-mal (n — 1)-mal n-mal

Hieraus folgt mit (1)
f(pz) = pf(x) fiir alle p € Z und z € R. (3)

[Fiir p € N siehe (2). Im Fall p = 0 ergibt sich f(0-z) = f(0) =0=0- f(x) fiir alle z € R.
Im Fall p € Z\ (NU{0}) ist —p € N. Deshalb liefert (2) fiir jedes z € R: f(—px) = —pf(x).
Da f(—px) = —f(pr) laut (1) gilt, folgt f(pz) = pf(z)]

Fiir beliebige ¢ € N und x € R schlieflen wir
)
f@) = flatn) D qrle) —  fla)=1f@). (4)

Sei nun r € Q). Dann existieren p € Z und ¢ € N mit r = g. Fiir jedes ¢ € R erhalten wir

Fra) = £(22) 2 pria) L 2f(a) = rf(a). (5)



Aufgabe 11 (P)

Seien ai,...,an,b1,...,by € R. Ist 1 (ax + br)? = 0, so ist die Ungleichung klar. Sei also
S r_i(ag + bk)? > 0. Dann folgt mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

n n

D an+b)* =Y (ak +bp)ar + Y (ak + i)y

k=1 k=1 k=1

Zak"‘bk Zak Zak+bk sz
k=1 k=1

N

n

I S ( Zak ;g)

k=1

Dividieren durch /> "p_, (ax + bx)? (> 0) liefert die behauptete Ungleichung.

Aufgabe 12 (P)
Sei f: NxN — N, f(m,n) :=2""12n—1).

Beh.: f ist injektiv. Hierzu miissen wir einsehen: Fiir alle (m,n), (m/,n’) € N x N gilt
fim,n) = f(m',n')y = (m,n)=(m'n).
Seien dazu (m,n), (m/,n') € N x N mit f(m,n) = f(m/,n’), d.h.
2m=1(2n —1) = 2" "1 (2’ — 1). (6)

Nun ist (m,n) = (m/,n’), also m = m/ und n = n’, zu zeigen. Es gilt
o= (9 — 1) = 9=+ gm=1(9y _ 1) D gmtlgm' =1 (9p 1y _ 9y 1

Da 2n’ — 1 ungerade ist, muss auch Qm*m/(2n — 1) ungerade sein. Dies ist nur fiir 2m=m" — | bzw.
m = m/ moglich. Setzen wir das in (7) ein, so folgt

2 lon —1) =212 —1) = m-1=2"-1 <= n=n.

Insgesamt haben wir (m,n) = (m/,n’). Hiermit ist die Injektivitit von f gezeigt.

Beh.: f ist surjektiv, d.h. f(IN x N) = N. Wir miissen begriinden, dass es zu jedem x € N ein
(m,n) € N x N gibt mit 2 = f(m,n).

Sei x € N. Wir zeigen zunichst, dass ¥ € N U {0} und u € N ungerade existieren mit z = 2*u.
Dazu betrachten wir Z := {y € N U {0} | 2¥ teilt x}. Wegen 0 € Z ist Z # (). AuBerdem gilt
Z c{0,1,...,2}, weil 2¥ > z fiir alle y € N mit y > z ist. Somit ist Z eine endliche, nichtleere
Menge. Daher existiert max Z =: k. Insbesondere teilt 2¢ die Zahl z, d.h. es gibt ein v € N mit
x = 2Fu. Wire u gerade, so existiert v € N mit u = 2v. Dann ist 2 = 2¥u = 2¥1y. Folglich teilt
2k+1 die Zahl z, so dass auch k + 1 in Z liegt, was aber der Maximalitét von k widerspricht. Also

ist u ungerade. Wir haben
u+1

2
Setze m ==k +1 € N und n := “ € N (da u ungerade), dann gilt z = 2™~1(2n — 1) = f(m, n).
Hiermit ist die Surjektivitdt von f bewiesen.

x = 2Fy = 2R 1712 —-1).

Bemerkung: Eine Menge A wird als abzihlbar unendlich bezeichnet, wenn sie die gleiche Méchtigkeit
hat wie die Menge der natiirlichen Zahlen IN. Dies bedeutet, dass eine Bijektion zwischen A und
N existiert, die Menge A also ,durchnummeriert werden kann. Wie oben gesehen, gibt es eine
bijektive Abbildung N x IN — NN, daher ist IN x IN abzihlbar unendlich.
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