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Aufgabe 1

a) i) In Polardarstellung laft sich 1 + /3 schreiben als
14+ V3i=2(cos(r/3) + isin(r/3)).
Mit der Formel von Moivre folgt
(14 V30)*2 = 2*2(cos(42 - 7/3) + isin(42 - 7/3)) = 2*2.

ii) Wir bemerken zunichst, da8 sich die Aussagen aus Ubungsblatt 3 Aufgabe 6 (Tele-
skopsumme, geometrische Summenformel) samt der zugehoérigen Beweise wortwortlich
ins Komplexe iibertragen lassen. Es gilt also

n—1
° Z(ak — ap41) = ap — ap, wobei n € N und ag, a1, ag, ..., a, komplexe Zahlen.
k=0

n—1 ) 1
q =
2.0 =7

Wir verwenden die geometrische Summenformel und erhalten

__qq , wobein € Nund g € C\ {1}.

22 . . .
1—(1—-1)% 1—(1—-9)* —i

1—i)f=—1 1— I 7 S I S 7
;( i) +Z i) 1-(1—4) + : i

=-1- z(l —(1—14)%).
Zur Berechnung von (1 — i)?® benutzen wir die Darstellung
1 —i=v2(cos(—7/4) +isin(—7n/4)) = V2(cos(n/4) — isin(r/4))
und die Formel von Moivre
(1-— (cos w/4) — zs1n(7r/4)) = 223/2 (cos(23 - m/4) — isin(23 - 7/4))
223/2 (cos(24 - /4 — m/4) —isin(24 - /4 — 7/4))
= 2%3/2 (cos(3-2m — m/4) — isin(3 - 27 — 7w/4))
= 2%3/2 (cos(—m/4) — isin(—m/4)) = 223/2( “z gy i2_1/2) =211 +9).
Hiermit erhalten wir
22
Y- =—1—i(1-2"(144) = —1—2" 442" — 1) = —2049 + 2047
k=1
iii) Mit 14i= 2 (cos(%)+isin(F)) und 1 —i = V2 (cos(F) — isin(Z)) ergibt sich nach
der Formel von Moivre

(144> + (1 —4)* = 2" (cos (%) + isin (%) + cos (%) — i sin (%))

nal nmw 0 fallsm =2k + 1,
2 cos( ) =
(—1)k22k+1 falls n = 2k.
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b)

i) Fiir z = 0 ist die gegebene Gleichung sicher nicht erfiillt. Ist z # 0, so gibt es (eindeutig

ii)

iii)

bestimmte) r > 0 und ¢ € [0, 27) mit z = r(cos(y) +isin(y)) (Polardarstellung). Nach
der Formel von Moivre gilt dann

2% = 1%(cos(6y) + isin(6¢)).

Dies ist gleich —1 = 1 (cos(r) + isin(n)) genau dann, wenn 7% = 1 und 6¢ = 7 + 2k7
fiir ein k € Z gilt, also genau dann, wenn r = 1 und ¢ = (2k+1)§ fiir ein k € Z ist. Die
Bedingung ¢ € [0, 27) ist nur fir k£ € {0,1,...,5} erfiillt. Somit besitzt die Gleichung

2% = —1 genau die sechs (verschiedenen) Losungen
2k+1 2k+1
2L = COS <(:;)7r>+isin <(:;)7T> fir k € {0,1,...,5}.
Bemerkung:

All diese Zahlen liegen in der komplexen Zahlenebene auf dem Einheitskreis.
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Zuerst bestimmen wir die Polardarstellung von 1—i. Wegen |1 —i| = /12 + (=1)2 = /2

und arg(l — i) = 27 — T = T lautet diese 1 — i = v/2(cos (ZF) +isin (IF)). Da-
her gilt 25 = 1 — 4 genau dann, wenn [2|° = /2, also |z| = 210, und Sbarg(z) =
%” + 2k7 fiir ein k € Z gilt. Wegen der Forderung arg(z) € [0,27) erhalten wir
genau die 5 Losungen z; € C mit |z| = 215 und arg(z) = o + 2T also 2 =
210 (cos(ZZ + 22m) + isin(ZE + 25T)), fir k € {0,1,...,4}.

Wieder bestimmen wir zuerst die Polardarstellung von (1 4+ v/34)%°. Analog zu a.i)
erhalten wir

(1+V30)% = 2%(cos(49 - 7/3) + isin(49 - 7/3)) =
2% (cos(8 - 27 + 7 /3) + isin(8 - 2w + 7/3)) =
2% (cos(m/3) + isin(n/3)).

Daher gilt 27 = (1 + v/34)* genau dann, wenn |2|7 = 2% also |z| = 27 = 128,
und 7arg(z) = § + 2kn fiir ein k € Z gilt. Wegen der Forderung arg(z) € [0,2m)
erhalten wir genau die 7 Losungen zj, € C mit |z;| = 128 und arg(zx) = 57 + 2]“7”, also
2z, = 128 (cos(Z& + 2A7) 4 jsin(& + ), fiir k € {0,1,...,6}.

Man kann die Losung analog zu i) bis iii) bestimmen. Alternativ ist manchmal die
Auffasung als Nullstellensuche eines Polynoms etwas kiirzer: Es ist

P 48=(24+2)(z2 =22 +4)=(2+2)(( = 1)* +3) =0 <=



z=—2oder (z —1)? = =3 <=
z=-2o0der z—1=+V3ioder 2 — 1= —V3i <
z=—2o0der z=1+V3ioder z=1—V3i.

c) Mit Hilfe von Re(\) = $(A+ A) (fiir A € C) erhalten wir

lz +w|® = z+w)(z+w) = (z+w)(Z+W) = 22+ 2w+ +w = |z|? +2 Re(2W) + |wl|?.

w3
—~—~

Daraus ergibt sich sofort
|z —w]* = |2]* + 2Re(2(=w)) + |—w|* = [2|* = 2Re(2w) + |w|*.

Addiert man diese Gleichungen, so folgt |z + w|? + |z — w|? = 2|2]? + 2|w|?.

Geometrische Bedeutung: In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der Diago-
nalenldngen gleich der Summe der Quadrate der Seitenldngen.

b Im

z+w

Aufgabe 2
2
a) Wegen a, = o — vermuten wir, dass (an)nen fiir n — 0o gegen 2 konvergiert.
n+1 1+ n
Fiir jedes n € IN ist
on — 2(n + 1) 2
—2| = = .
[n | n+1 ' n+1
Daher ergibt sich
2

la, — 2| <e <=

2
<g <= n>--—1.
n+1 €

Sei € > 0 beliebig. Wihle N € IN mit N > % — 1. Wie eben gesehen, gilt dann |a, — 2| < ¢
fiir alle n € IN mit n > N. Also konvergiert (ay)nen gegen 2.

b) Ist ¢ = 107!, so kann man beispielsweise N = 2-10'Y > 2.1010 -1 = % — 1 nehmen. Damit
gilt |a, — 2| < 10710 fiir alle n € IN mit n > 2 - 10'°.



Aufgabe 3

a)

b)

d)

f)

Bemerkung:
Solchen Briichen 1483t sich oft mit dem folgendem Standardtrick (Erweitern mit dem Kehrwert
der hochsten auftretenden Potenz) beikommen.

Diese Folge ist konvergent, denn es gilt

n*4+3n—-4  1/n+3/n*—4/n® 1 0+0—-0
L+n2+4n3  1/n34+1/n+4 0+0+4

Wegen ag, = 1+ i — 1 (k— o0) und agg41 = —1+ #_H — —1 (k — o0) besitzt die Folge
(an)nen die zwei verschiedenen Haufungspunkte 1 und —1. Daher ist (a,)nen divergent.

Mit der bekannten Formel )" | k = M, m € IN, ergibt sich fiir jedes n € IN

n2

2
k 1w n?(m?+1) 1-(1+n7?)
D D e I T
k=1 k=1

Wegen lim,, o, 2 = 0 folgt mit den Grenzwertsitzen lim,, o a, = w = %

Fiir jedes n € IN gilt

@3 (AR n @8R (@43 )
"SGR 2R (VnB 2 YRR G2V B2/
Wegen 2 +3/y/n — 2 und 3 Jg 2//n — 3 # 0 fiir n — oo konvergiert die Folge (ay,)nen nach

4
27"

den Grenzwertséitzen gegen g—g =

Bemerkung:

Solchen Differenzen, in denen ,#hnlich grofie“ Wurzelausdriicke auftreten, 1a8t sich oft mit
dem folgendem Standardtrick (Erweitern unter Beachtung der binomischen Formel (a—b)(a+
b) = a2 -2, a,b € R) beikommen. (Beachte: a, = vn2 + 1 —n = v/n2 + 1 —v/n2; hier dringt
sich der ,, Trick* geradezu auf.)

Es gilt fiir jedes n € IN

Vn2+14n n?24+1-—n? 1
an=vVn?+1l—-n=(vn2+1-—n)- = = .
" ( ) Vn2+1l4+n Vn2+14+4n  Vn2+4+14+n?

1 1 . . _
Wegen 0 < T < ;7 — 0 fiir n — oo folgt nlirgoan—o.

Der binomische Lehrsatz liefert fiir jedes n € IN

42
42 42
(1+n)42zz<k>nk:ag+a1n+...—|—a4gn42, wobel ay, = <k>
k=0

Wegen ayo = (g) = 1 ergibt sich (14 n)42 —n2 =ag+an+...+ann*h Folglich ist

a0+a1n+...+a40n40+a41n41
an = 1
n
(&%) a1 Q40 n—oo 42 42
:n41+n40+...+n+0441—>0é41:<41>:<1 = 42.



1—(1-1)5
1-(1-12)
(vgl. Aufgabe 6 b) vom 3. Ubungsblatt mit n = 5 und ¢ = 1 — %) um und verwenden im
Anschluss 1 — 0 (n — oo) sowie die Grenzwertsétze

11__((11__?)5=§(1_i>k:1+<1_;>+<1_2>2+<1_i>3+<1_;>4

n—oo

2l +1+12 412 +14 =5,

g) Zunichst formen wir den Ausdruck mit Hilfe der geometrischen Summenformel

h) Fiir jedes n € IN ist
Y T4 (R falls n = 2k fiir ein k € IN,
" Vn+/n—n falls n=2k+1 fiir ein k € NU {0}.

Es gilt |32 = L[3 +4i] = £v32+ 42 = L und [(32)"] = |3E2|» < ()" fiwr alle n € IN.

Wegen ()" — 0 fiir n — oo folgt (3%;1)” — 0 fiir n — o0, so dass sich lim,, %+(3J1r—542)” =1

ergibt. Nach Aufgabe 6 a) ist dann auch limj_.o 3 + (3324)%F = 1.

Fiir jedes n € IN gilt

n n— = n —Vn "n+\/ﬁ+\/ﬁ— n—|—\/ﬁ—n
tvn f‘( +vn f) Vntvn+yvn Jn+Jn+vn
Vi _ Vi
n(l+1/yn)+vn  Vn-/1+1/yn+n

1
IV ESTN S

Aufgrund von lim,,_,~ 1/4/n = 0 folgt nach den Grenzwertsétzen

1 1
I TSP S
Jm ynt Ve vVn= e =g

Nach Aufgabe 6 a) ist damit auch limg_, \/Qk +14+V2k+1—V2k+1= %

Die Folge (an)nen besitzt somit die beiden konvergenten Teilfolgen (as)renw und (asg+1)keN-
Ferner gilt limg_. o agp = % = limg_, o aggs1. Daher liefert Aufgabe 6 d), dass (a,)neN gegen
% konvergiert.

Aufgabe 4

(1) = (I

Sei e > 0. GemiB (I) gibt es ein N € IN so, daB |a, — a| < € fiir alle n € IN mit n > N gilt. Wir
setzen N := N + 1. Fiir alle n € N ist dann n > N gleichbedeutend mit n > N. Insbesondere
erhalten wir |a,, — a| < e < ¢ fiir alle n € N mit n > N.

L(IT) = (ITD)%:

Seit € R\ {0}. Dann ist  := -3t > 0. GeméB (II) gibt es zu € also ein N € N so, daf |a, —a| < ¢
fiir alle n € IN mit n > N gilt. Daraus folgt |a, —a| <e = % - 3t2 < 3t? fiir alle n € IN mit n > N.
» () = (I)“:

Seie > 0. Dann ist t := /% € R\{0}. GeméB (III) gibt es zu t also ein N € N so, daB |a, — a| < 3t?
fiir alle n € IN mit n > N gilt. Daraus folgt |an, —a| < 3t> = 3-§ = ¢ fiir alle n € N mit n > N.
Also gilt erst recht |a,, — a| < ¢ fiir alle n € N mit n > N.



Aufgabe 5
a) Es gilt
n—oo
Zn — 2
T+ Yn —> + iy (mit , = Rezp, yp =Imz,, x =Rez,y=Imz) <
Ves0 INeN |Tn + iy, — (x +iy)| < e fir allen € N mit n > N <~

Veso INew (2 — )2 + (yn — y)? < €2 fiir alle n € N mit n > N ()

Veso Inen (2n —2)? < &2 und (y, —y)? < & firallen € N mit n > N <=

Ves0 INenN |2n — x| < Eund |y, —y| < € fiirallen € Nmit n > N <

n—oo n—oo
Tp, — xund y, — .

Die Aquivalenz bei () sieht man so ein: Bei ,==*“ wihlen wir (zu vorgegebenem & > 0)
€ := &; bei ,,«<=* wihlen wir (zu vorgegebenem ¢ > 0) & := ¢//2.
b) Das folgt aus |zZ| = |z|. Genauer: Es gilt
n—oo
I — =

xn+z’ynnlo>o:c+iy (mit z, = Rezp, yp =Imz,, 2 =Rez, y =Imz) <—

Ves0 INenN |n + iy, — (v +iy)| < e fir allen € Nmit n > N <«

VesoINew V(2n —2)2 + (yn —y)2 < c fiirallen € N mit n > N <=
Ves0INeN |Tn — iyn — (x —iy)| < e fir allen € Nmit n > N <=

. n—oo .
Ty — 1Yy — T — 1Y <

— N—00
Zn — Z.

Bemerkung: Alternativ kann man die Aussage auch unter Verwendung von a) losen: Es gilt

n—o0 a)
Zn — 2

z, =% zund y, =3y (mit z, = Rezn, yp =Imz,, z =Rez, y =Imz)
n—oo N—00 a)
Ty — xund —y, — —y <

— N—00 _
Zn — Z.

Aufgabe 6

a) Wir erinnern uns zunéchst an die Definition einer Teilfolge: Sei (ay, )nen eine Folge und (ng)ken
eine Folge in IN mit n1 < no < ng < .... Ist by := ay, fir jedes k € IN gesetzt, dann heif3t
(br)kew Teilfolge von (an)nen-

Es sei (ap)nen eine konvergente Folge mit limy, .o a, =: @ und (an, )kew eine Teilfolge von
(an)nen. Wir zeigen, dass (ap, ke konvergiert und klirn an, = a gilt.
—00

Sei dazu € > 0. Wegen a,, — a fiir n — oo existiert ein N € IN mit |a, —a| < ¢ fiir allen > N.
Wegen n1 < ne < ... existiert ein K € IN mit nxg > N. Fiir alle kK € IN mit k£ > K ist dann
ng = ng > N. Deshalb gilt |a,, —a| < e fiir alle k > K, d.h. (a,, )ren konvergiert gegen a.

b) Die Folge (a,)nen besitze eine divergente Teilfolge. Zu zeigen ist, dass dann (ay, ),en divergent
ist. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Annahme: (a,)nen konvergiert. Dann konvergiert
laut a) jede Teilfolge von (ay)nen. Dies widerspricht der Voraussetzung, dass (a,)nen eine
divergente Teilfolge besitzt. Also ist die Annahme falsch und (ay,)nen divergent.



c)

d)

Diese Situation liegt bei folgendem Beispiel vor: Die Folge (a,)nen sei definiert durch a,, :=
(=1)™. Dann sind a9y, = 1 und aggy1 = —1 fiir jedes k € IN. Daher konvergieren die beiden
Teilfolgen (as)kew und (aski1)ken fiir & — oo. Jedoch ist (a,)nen divergent, weil (an)nen
die zwei verschiedenen Héufungspunkte —1 und 1 besitzt.

“=": Die Folge (an)nen konvergiere, etwa gegen a. Geméf a) konvergiert dann auch je-
de Teilfolge von (a,) gegen den selben Grenzwert. Insbesondere trifft dies auf die beiden

Teilfolgen (ask)ken und (asgkr1)keN zu.

“<=”: Nun seien die beiden Teilfolgen (ask)ren und (asg+1)ken konvergent und es gelte
a:= klim asp = klim agk+1. Wir zeigen nun, dass (ap),en gegen a konvergiert.
—00 —00
Sei dazu € > 0. Wegen aqr — a fiir k — oo gibt es ein K7 € IN mit
lagk, —a| < € fiir alle K € IN mit £ > K,

woraus
lam —a| < e fiir alle geraden m € IN mit m > 2K,

folgt. Wegen asgg+1 — a fiir k — oo gibt es ein Ky € IN mit
lagk+1 — al < e fiir alle k € IN mit k > Ko,

woraus
|am —a| < e fiir alle ungeraden m € IN mit m > 2K5 + 1

folgt. Demnach gilt fiir alle m € IN mit m > max{2K,2K> + 1}
lam — a| < e,

d.h. (an)nen konvergiert und zwar gegen a.

Aufgabe 7

a)

Da in 57 zwei Widerstinde R in Reihe geschaltet sind, ist W1 = 2R.

Fiir n > 2 sieht die Schaltung S, folgendermaflen aus:
: —

i

[
:
|
1

1
1
1
1
i
i
i
i
i
=]
L

Widerstand W,,_,

Widerstand R

Da die Widerstdnde R und W,,_; parallel geschaltet sind, gilt

l—l+ ! — E—iRW’”l
R R W, C R4AW,_

R und R sind in Reihe geschaltet, daher ergibt sich fiir den Gesamtwiderstand von S,

~ RW,,_1
Wpo=R4+R=R+ —+—~—.
+ + R+ W,
Zusammen haben wir
RW, 1 .
=2 = _— fi NN\ {1},
Wi = 2R, W, R+R+Wn,1 irne N\ {1}



b) Die Folge (an)nen mit a,, := W, /R ist gegeben durch

n—1

=2, =14 Inl
a on ]-+an1

fir n € N\ {1}.

Wir zeigen durch vollstéindige Induktion, dass %(1 +5) < a, < 2 fiir alle n € N gilt.

IA: Wegen a1 = 2 ist 1(1 +5) < < 2 fiir n = 1 erfiillt. Dabei beachte man, dass aus
V5 < 3 die Giiltigkeit der Unglelchung (14 \f) < (1 +3) =2 folgt.

IS: Sei n € IN. Fiir dieses n gelte £(1+ v/5) < a, < 2 (IV). Dann folgt einerseits
a 1 v 1 1+v5 3—-+v5
a1 =14 7=l g > 1 — =14 g':s g
—2+2v5 1 1
=1 -+ zVH
T 9-5 2 2\[
und andererseits
an, 1 v 1 2 5
—1 -1+ <1 —1+-=2¢02
Ap+41 +1+an +ain—|—].\ +%+1 +3 3

Auflerdem ist (ay)nen monoton fallend, denn fiir alle n € IN gilt

L+an+an—apn(l4+a,) —a2 +a, +1

a an, =14+ —ap, = =
L oo 1+n " 1+ ap, 1+ay,
_ 14+V5 _ 1=V
S s |G Y S N ESY.
1+ a,

¢) (an)nen ist als beschrinkte und monoton fallende Folge konvergent. Aus

An+1 =1+ 7 _T_nan fir alle n € IN
folgt fiir den Grenzwert a := lim a, nach den Grenzwertsétzen (Man beachte hm ap+1 = a.)
n—oo
a=1+ — —-d’4+a+1=0 a:H—Q‘/‘F’ oder a:%ﬁ.
1+a

1+xf

1+v5

Wegen a,, > 1‘*'2—‘/5 fiir alle n € IN muss auch auch a > gelten. Deshalb ist a = =5

Aufgabe 8

Definiere a,, := (14 1)". Zu zeigen ist a, < a,1 fiir jedes n € IN. Dies ist dquivalent zu
1\" 1 n+1 1\ " 92 n+1
1+—| <1+ — nt < nt
n n+1 n n+1

2\ " n
PN (n+1) <n+2 — n(n + 2) >n+1'
n(n +2) n+1 (n+1)2 n+ 2

Die letzte Ungleichung gilt: Die Bernoullische Ungleichung liefert ndmlich

() - (57 - () -

und wegen (n + 1)2 =n? 4+ 2n + 1 = n? + 2n = n(n + 2) folgt

21_L:1_ 1 :n—l—l'
n(n + 2) n+2 n+2




Sei b, := (1 + %)”“. Zu zeigen ist b, = by fiir jedes n € IN. Wir formen die Aussage b, > bp41
dquivalent um:

n+1 n—+2 n+1 n+2
1+l > (14 1 — n+1 > n+ 2
n n+1 n n+1

2\ nt+l n+1
(n+1) 2n+2 1+ 1 >n+2'
n(n + 2) n+1 n(n+ 2) n+1
Um die letzte Ungleichung zu zeigen, verwenden wir wieder die Bernoullische Ungleichung und

(n+1)2>n(n+2):

1 ntl n+1 n+1 1 n+2
14— > _ _
n(n + 2)

= =1 - :
T2 Ty T Thdl n+d
Aufgabe 9

a) Es seien (an)nG]N = ((_1)n)n€]N und (bn)nG]N = (1)n€]N‘
Dann ist (ay) beschréankt und (b,) konvergent. Jedoch konvergiert die Folge (c¢p)nen mit
Cp i= ap - by = (—1)" nicht.

b) Nun seien (a,)nen eine beschrénkte und (by,)nen eine Nullfolge. Behauptet wird, dass die
Folge (¢p)nen mit ¢, := a, - b, gegen 0 konvergiert.
Da (ay) beschrénkt ist, existiert eine Konstante K > 0 so, dass |a,| < K fiir alle n € IN gilt.
Deshalb ergibt sich fiir jedes n € IN

len| = lan - bl = lan| - [bn| < K|by|.

Wegen b,, — 0 konvergiert auch K|b,| — 0 fiir n — oo. Daher folgt ¢, — 0 fiir n — oo.

Aufgabe 10 (P)

a) Gegeben seien 0 < ¢ < 1 und eine Folge (an)nenuqoy mit |an+1—a,| < ¢" fiir jedes n € NU{0}.
Beh.: (an)nenuqoy ist eine Cauchy-Folge.
Wir zeigen zunichst: Veso IneN VnzN Vienu(oy [@ntk — an| < €.
Fiir beliebige k,n € INU {0} gilt

k—2 k—2
Apyk — Qn = Qn+k + < 5 an+j+1> - < 5 an+l+1) — Gp
=0

7=0
ji=l+1 k2 k-1
J=
= Ontk T (Z a"+j+1> - (Z an+j> — Qp
=0 =
k=1 k—1
= (L) - (Z i) =S langi -~ ) ()
Jj=0 =0
Hieraus ergibt sich unter Verwendung der Dreiecksungleichung und der geometrischen Sum-
menformel
S S — 1-¢* 1
+ y _ . o —
|antk — an| < ; Gnyji1 — Angj| < ;q" T=q" j_oqj =d" Y <S¢ -

Sei nun € > 0 beliebig. Wegen 0 < q < 1 konvergiert die Folge (1 )ne]N gegen 0, daher finden
wir ein NV € N so, dass |1q_ — 0] = 5 <e fiir alle n € N mit n > N gilt. Demzufolge ist

|antr —an| <€ fiir alle n > N und k € NU {0}. (2)



b)

Hieraus folgt
lam —an| < € fiir alle m,n € IN mit m,n > N.

Denn: Seien m,n € IN mit m,n > N beliebig. Ohne Einschrinkung sei m > n. Dann ist
k:=m —n € NU{0} und nach (2) ergibt sich |am — an| = |antr — an| < €.

Die Folge (an)nenugoy sei rekursiv definiert durch

1
ag ‘= 0’ ay = ]_7 Ap41 = i(an -+ a/nf]_) fuI‘ n e ]N

Wir berechnen die ersten Folgenglieder

_1( n )_1 _1( n )_3 . 1
a2—2a1 a0—2, a3—2a2 a1—4, a4_8’ a5—16
und bilden die Differenz von je zwei Folgengliedern
1 1 1 1 1
a] —ayg = g —a]=—=, G3—Qy=—, G4—0A3=——, G5— Q4= —.
1 0 ) 2 1 27 3 2 47 4 3 87 5 4 16

Wir vermuten ap41 — an = (—%)” fiir alle n € INU {0}. Dies bestétigen wir per Induktion:
IA: n = 0. Dies haben wir eben gesehen.

IS: Sei n € INU {0}. Fiir dieses n gelte a,11 — an, = (—3)". Dann folgt

1 1 v 1,1 1
On42 — Qn+1 = §(an+1 +an) — ang1 = —§(Gn+1 —an) = —5(—§)n = (_§)n+1_
Somit sind die Voraussetzungen aus a) (z.B. mit ¢ = %) erfiillt. Danach ist (an)nenugo)

eine Cauchy-Folge in R, das Cauchysche Konvergenzkriterium liefert ihre Konvergenz. Sei
a := limy,_ o Gy, Bilden wir in der Rekursionsformel von (a,) den Limes n — oo, so erhalten
wir unter Beachtung von limy,_, a, = limy, 00 apy1 = limy oo an—1 = a

1
azi(aJra) = a=a.

Hieraus kénnen wir keine Informationen iiber den Grenzwert a gewinnen.

Zur Bestimmung von a betrachten wir (1) mit n = 0, setzen dann a1 —a; = (—3)7 ein und
verwenden im Anschluss die geometrische Summenformel

k-1 k—1 1Nk
0" o = Yl —a)) = (50 = T = 20— (=)
=0 =0 2

z
05}
[¢]
=
—~
|
[Nl

)¥ — 0 fiir k — oo folgt lim aj = 2.
k—o0

10
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