KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE (KIT) WS 2010/11
Institut fiir Analysis
Dr. A. Miiller-Rettkowski

Dr. T. Gauss
Ho6here Mathematik I fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen, Physik und Geodisie
Lésungsvorschliige zum 6. Ubungsblatt
Aufgabe 1

a) Fir jedes n € IN gilt

3=13"<a, < V3" +3"=7V2.3"=3. V2.
Wegen /2 — 1 (n — oo) folgt nh_)n;o an = 3.
Bemerkung: Analog lisst sich fiir alle a,b > 0 zeigen: lim,, .., ¥/a™ + b" = max{a, b}.
b) Sei a > 0. Fiir jedes n € IN erhalten wir

a*—a " 1—a 2 a?r — 1

an_i_a—ni 1+a—2n:a2n+1'

Ay —

1. Fall: a € (0,1). Aufgrund von a? € (0,1) ist a®" = (a®)" — 0 (n — 00), woraus

i _ a®—1 0—-1
ng{oloanininoloa2n+1io+1i

-1
folgt.
2. Fall: a = 1. Hier ergibt sich a,, = 0 fiir alle n € N, so dass lim,,_. a,, = 0 ist.

3. Fall: a € (1,00). Wegen a® > 1 ist 0 < J; < 1. Daher gilt a=?" = ()" — 0 (n — c0) und

Bemerkung: Man kann auch mit Hilfe folgender Darstellungen argumentieren

a+a " —2a " 2a™ ™ 2
ap = =1- =1-
a” +aq " a® 4+ a" a2 +1
oder
—a" —a "+ 2a" 2a" 2
an an - qg—"n + an +qg—" + 14+ a—2n

c) Firallen € N gilt
(V)3 = W <an < Won="V6 . ¥n=(V6)" (Vn)/?,
Aufgrund von ¥/n — 1 und V6 — 1 fiir n — oo folgt mit Hinweis (i)
lim (Vn)Y? =1und lim (V6)Y/?- (Vn)/3=1.

n—oo n—oo

Daraus folgt mit dem Sandwich-Theorem sofort

lim a, =1.
n—oo
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d) Fiir jedes feste p € IN gilt

lim a, = lim Vn? = lim (Vn)? = (lim Vn)P =17 =1.

n—oo n—oo n—oo n—oo

e) Fiir k = 3 lautet Hinweis (ii)

¥
L

wd =03 = (u—v)Y wBTRR = (u— ) (u? 4 wv + 0?) (u,v € R). (%)
0

Sind u = v/n8 + 6n und v = V/n® + 6, so gilt

i

(* 3 ud — 3 3 (n% +6n) — (n% 4 6)

— By — o) 2 3 —nd.
an=n(u—v) =n w02 (06 + 6n)23 + (n6 + 6n)1/3(nb + 6)1/3 + (nf + 6)2/3

6n —6
" G 6+ (15 67 P+ 6/ (4 6/
6nt — 6n3
nt(1+6/n%)2/3 + n2(1 +6/n%)1/3n2(1 + 6/n%)1/3 + nt(1 + 6,/nb)2/3
6—6/n
(146/n%)2/3 4+ (14 6/n5)1/3(1 + 6/n%)1/3 + (1 + 6/n)2/3

12/3 £ 11/3 . 11/3 4 12/3

Damit ist die Folge (a,)nen konvergent mit Grenzwert 2.

f) Wir verwenden Hinweis (ii) fiir & = 10. Wir Setzen b, := V1 + 3n~% +n=9. Es gilt fiir alle
necN
b0 — 110 o onf@Bnt4n?) 3+n7°
WO +03 + . +by+1 B+ b+l BB b, 1

an = n4(bn—1) =nt

Wegen b,, — 1 folgt a,, — 1% (n — o0).

Bemerkung:

Die ,geschenkte® Aussage (i) aus dem Hinweis, die wir bald als Stetigkeit der Wurzelfunktion in
allgemeinerem Rahmen kennenlernen werden, sieht man so ein: Wir stellen zunéchst fest, dass fiir
alle y > 2 > 0 gilt &y — /= < {y — x. Der binomische Lehrsatz liefert namlich

k

(Vy =+ V) =y =)+

1=

1
(5)r=ayiar e
1

>0

Wir erhalten somit | &a,, — /a| < {/|an — a fiir jedes n € IN. Setzen wir ¢, := |a,—al, so gilt ¢,, — 0
und es reicht, {/c, — 0 zu zeigen. Wegen ¢, — 0 finden wir zu jedem € > 0 ein N = N(¢) € IN mit
cn < ¥ fiir alle n > N. Es gilt dann 0 < /¢, < e fiir alle n > N, d. h. lim,, . ¥/c, = 0.

Hinweis (ii) kann man leicht, von rechts nach links gelesen, mit vollstdndiger Induktion tiberpriifen.
Der Induktionsschlufl geht dabei so:

k k—1 k—1
(u—v) Zuk_jvj = (u—v) (uovk + Zuk_jvj) = (u— v)(vk + uZuk_l_jvj> =
5=0 5=0 j=0

S
—_

(u—v)oF +u(u—v) Y w1 e (u — v)vF +u(u —oP) = uF - h L

<.
I
o



Aufgabe 2

a) Fir jedes n € IN ist

) ey ey ey

Wegen

1 \n 1 \n-1 1
lim<1+ ):hm(1+ ) -(1+ )ze'l
n—o0 n—1 n—o0 n—1 n—1
folgt
. 1
lim a, = —
e

n—oo

b) Bekanntlich konvergiert (1—1—%)’” fiir m — oo streng monoton wachsend gegen e. Insbesondere
hat man also die Abschitzung (1 + %)m < e fiir alle m € IN und erhélt

(= () v

Offensichtlich gilt zudem a, > 1, und damit ist die Konvergenz a,, — 1 bewiesen.

c) Aus der Konvergenz von z;, := (14 1)" gegen e folgt, dass auch die Teilfolge (zx, Tok, T3k, - - - )
gegen diesen Grenzwert konvergiert, dass also x,; — e fiir n — oo gilt. Somit ergibt sich

an:<1+nlk)n <1+ ) = ¥ == Ve .

d) Auch die Teilfolge (14, Z24k,-..) von (z,) konvergiert gegen e, und man erhélt

1 \" 1\
(1+-i-k> :xn+k<1+n+k> e e-lfk:e.

a) Fiir jedes k € IN gilt

(=270 1 (=2 1 ((=2P)F 1 ( 8)’{

Aufgabe 3

—_

32+l T 32k __E'W__g'

9
Daher ergibt sich mit Hilfe der geometrischen Summenformel fiir jedes n € IN

RS A A ]

Wegen |— 8/9| < 1 ist (=8/9)"*! — 0 (n — o0). Also konvergiert (s,) gegen

. 1 1-0 1
lim s, =—=|——— —1|=
n—oo 6|1—(-8/9) 6

9+8 17

51°

9 17] 4

b) Fiir jedes n € IN gilt

n

=3 S~ mmeey
§ kzzo(kJrl)! 2o (k+ 1) Z{)(k" k+1)> o (n+ 1)



c¢) Nach dem binomischen Satz gilt fiir jedes m € INU {0}

o m\ (1T VTS m) (1) 1\" nN\"  /3\"
- == ) D L 1+=-) =(-) .
> (1)) -6) 206 -6) () - ()
k=0 k=0
Mit Hilfe der geometrischen Summenformel erhalten wir also
n m n+1 n+1
3 1 (3™ 3\"*
i ;)(4) 1-32 1

Wegen |3/4] < 1 gilt (3/4)"*! — 0 (n — o0o). Wir erhalten somit schlieSlich

Sp = 4(1 - (i)nH) 41 - 0) = 4.

Aufgabe 4

In allen drei Féllen folgt aus der angegebenen Bedingung im allgememeinen nicht, dafl (a,,) konver-
giert. Wir geben zur Begriindung dazu jeweils eine offensichtlich divergente Folge als Gegenbeispiel
an.

i) Wir setzen (an)nen := ((—1)")nen. Dann gilt |ay, + ant1] = 0 fiir alle n € IN, daher erfiillt
(an) Bedingung i).

ii) In der Saaliibung haben wir gesehen, dass vn+ 1 — y/n — 0 fiir n — oo gilt. Die ist per
Definition #quivalent zur Voraussetzung ii) bezogen auf die Folge (an)nen := (v/7)nen.
(Die harmonische Reihe wére ein weiteres Gegenbeispiel.)

1 falls n gerade
0 falls n ungerade
gilt |ay - any1| = 0 fiir alle n € IN, daher erfiillt (a,) Bedingung iii).

iii) Wir definieren die Folge (a,)nen durch a, := { fiir alle n € IN. Dann

Aufgabe 5

Es sei z € R beliebig. Wir konstruieren die Folge (z,,)nen wie folgt: Fiir jedes n € IN gilt = < x+ %
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass zwischen diesen beiden reellen Zahlen eine rationale Zahl liegt;
es gibt also ein x, € Q mit x < x, <z + %

n—

Wegen z < z, < = + % fiir alle n € IN und « + % 2%, ¢ konvergiert (2, )nen gegen .

Aufgabe 6

Wir beweisen die Aussage durch vollsténdige Induktion.
LA.: (n = 0). Offenbar gilt ag < k%ap.

LV.
I.S.: Sei n € N U {0}. Fiir dieses n gelte a,, < k™ap (I.V.). Dann folgt ap+1 < ka, < k-k"ay =
Ertlag.

Aufgabe 7
n
Wir setzen oy, := Pk Nach Definition von e und o, gilt fiir jedes n € IN
k=0
o0
1 1 1 1 1
e— oy = — == + - +oe
" k:zn;rl k! n! (n—i—l m+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3) )
< 1 i 1 geom. Reihe 1 ( 1 1) - 1 (7’L+ 1 1> . 1 )
n! k - n\1- 1L )l ) T ol
nl (n+1) n\1— =5 n! n n-n!



damit ist die Abschiatzung von ¢, nach unten gezeigt. Weiter gilt

o0

1 - 1
K" (n+ 1)1

e— oy =
k=n+1

womit auch die Abschitzung nach oben bewiesen ist.

Aufgabe 8

a) Wir bemerken zunéchst, daf8 fiir alle n € IN

b)

_ Camn _ J A+ = 2" falls n gerade
an = (1+(=1)")" = { (1—1)%+1= 0 falls n ungerade

gilt. Salopp la8t sich das so ausdriicken:

(an) = (0,22,0,2%,0,2%,0,2%,0,...) = (0,4,0, 16,0, 64,0, 256,0,...).

Wir untersuchen nun, welche Haufungspunkte die Folge (a,,) hat:

Uneigentliche Haufungspunkte:

Die Teilfolge der geraden Indices, also (asi)ren = (22%)rew = (4,16,64,256,...), ist
nach oben unbeschrinkt. Also ist auch (a,)nen nach oben unbeschriankt, besitzt also
den uneigentlichen Haufungspunkt oo.

Weiter ist die Folge (a,) offenbar nach unten durch 0 beschrinkt ist, —oo ist also kein
Haufungspunkt von (a,).

H&aufungspunkte in R: Die Teilfolge der ungeraden Indices, also

(a2k+1)renuqoy = (0)renugoy = (0,0,0,...),

konvergiert offenbar gegen den Grenzwert 0, also ist 0 ein Haufungspunkt von (ay,).

Weitere Haufungspunkte in R gibt es nicht: Sei H € R\ {0}. Wir wéhlen € := |H| > 0.
Dann liegen in der entsprechenden e-Umgebung U.(H) nur endlich viele Folgenglieder
von (an): Wegen 0 ¢ U.(H) liegen, wenn iiberhaupt, nur Folgenglieder mit geraden
Indices in U.(H). Von diesen sind aber offenbar fast alle grofler als |H| + ¢ = 2|H| und
liegen damit nicht in U.(H). Also ist H kein Haufungspunkt.

Fazit: (ay) hat genau die Haufungspunkte oo, 0.

In Bezug auf Hiufungs-/Grenzwerte konnen wir offensichtlich eine feste endliche Zahl von
Folgengliedern zu Beginn der Folge aufler Betracht lassen. Es geniigt somit, die Folge (a,,) nur
ab dem (74656-3—1)+1-tem Folgenglied zu betrachten. Fiir n € IN mit n > (74656-3—1)+1 =
223968 gilt offenbar

1+1/2™, n =3k fir ein k € IN
an =14 m, n=3k—1fiireinkeN.
24+ (n+1)/n, n=3k—2firein ke N

Damit untersuchen wir die Folge (a,) nun auf Hiufungspunkte:

Uneigentliche Haufungspunkte:

Fiir alle n € IN gilt offenbar 0 < 1/2" < 1/2, 1 < (n+1)/n =1+ 1/n < 2 und damit
min{l +0,7,2 + 1} < a,, < max{1+1/2, 7,2+ 2}. Also ist (a,,) nach oben und unten
beschriankt. Also sind co und —oo keine Haufungspunkte von (a).



Haufungspunkte in R:
Offenbar gilt asp =1 +1/2%* - 1, azp_1 =7 — 7 und agp_o =2+ 1+1/(3k —2) — 3
fiir k — oo. Also hat (ay) die Haufungspunkte 1, 7 und 3.
Weitere Haufungspunkte gibt es nicht: Angenommen, H € R\ {1, 3, 7} ist ein Hiufungs-
punkt von (a,). Dann gibt es eine Teilfolge (an,)jen von (a,) mit ap, X H. Wir
betrachten die folgenden Teilmengen von Indices dieser Teilfolge:
Ry:={jeN: n; =3k fiir ein k € N},
Ri:={jeN:n;=3k—1firein k € N},
Ry:={j€eN:n; =3k —2firein ke IN}.

Mindestens eine dieser Menge hat unendlich viele Elemente. Wir behandeln den Fall,
dass dies fiir Ry zutrifft, ausfiihrlich; die beiden anderen Fille verhalten sich analog. Wir
gehen also davon aus, dass Ry unendlich viele Elemente hat. Dann hat (a,;) also eine Teil-

folge (an,, )ien, deren Indices alle durch 3 teilbar sind; also folgt ay;, =1+1/2" iy

Andererseits folgt gilt auch an =00 1 wie fiir jede Teilfolge (ay, ), siche Aufgabe 6 a)
vom 5. Ubungsblatt. Daraus folgt schlieflich der Widerspruch H = 1.

Fazit: (a,) hat genau die Haufungspunkte 1, 3 und .

Aufgabe 9

Zum Beispiel folgende Folgen erfiillen das Verlangte:

i)

(an)nen durch a, := 7+ (=1)" -6 fiir alle n € IN.

Bemerkung:

Die gleiche Folge 1483t sich alternativ auch so beschreiben:

I { 1 falls n ungerade
n

13 falls n gerade ’ wobei n € IN.

(bn)new mit b, := 0 fiir gerade n und b, := n fiir ungerade n.

Bemerkung:

Das ist kein Widerspruch zu Ausage 7.2.A2 der Vorlesung: (b,) hat den uneigentlichen
H&aufungspunkt oo.

iii)  (¢p)nen mit ¢, := (—1)"n fir alle n € IN.
Bemerkung:
Die gleiche Folge 1483t sich alternativ auch so beschreiben:
—n  falls n ungerade .
Cp 1= , wobei n € IN.
{ n falls n gerade
iv)  (dp)nen mit dy == 2010 + S fiir alle n € IV,
Bemerkung:
Ein anderes Beispiel einer Folge mit der gewiinschten Eigenschaft ist (salopp geschrieben):
(dp)nen := (0,5000, 2010, 2010, 2010, 2010, . .. ).
Aufgabe 10

Wir zeigen zunéchst mit vollstédndiger Induktion, dass 0 < a, < 1 fiir alle n € IN gilt.
Induktionsanfang: Nach Voraussetzung ist 0 < a < 1. Daher gilt a1 := %a € (0, %) c (0,1).
Induktionsschluss: Sei n € IN. Es gelte 0 < a,, < 1 (IV).

Es ist an41 = 3(a+a2) > 1a > 0 (dazu brauchen wir die Induktionsvoraussetzung gar nicht). Aus
0 < ap < 1 folgt a2 < 1 und damit

an1 = 3(a+a2) < 3a+1) <i1+1)=1



Nun zeigen wir mittels vollstdndiger Induktion, dass a,+1 — a, > 0 fiir alle n € IN gilt.
Induktionsanfang: Es ist ap — a; = 3(a +af) — 3a = 3a = 2a® > 0.
Induktionsschluss: Sei n € IN. Es gelte a,+1 — a, = 0 (IV). Dann folgt

n+2 — Gnt1 = %(a + a721+1) - %(a +ay) = %(a%_,_l —ay) = % (any1 = an) (Gny1 +an) 2 0.
>0 nach IV ;r()

Da (ay,) monoton wichst und nach oben durch 1 beschrénkt ist, konvergiert die Folge gegen einen
gewissen Grenzwert ¢ < 1. Diesen erhalten wir, indem wir in der Gleichung a, 1 = %(a +a2) den
Grenziibergang n — oo durchfithren. Dies liefert

c=1(a+c?), also ¢®—2c+a=0, dh co=1+VI—a.

Da uns bereits ¢ < 1 bekannt ist, ergibt sich c =1 — /1 — a.

Aufgabe 11 (P)

Wir zeigen zuerst mit vollstéindiger Induktion: (x) % <ay <1 fiir alle n € IN:

LA: (n=0) % < ag < ist wegen ag = 1 wahr.

L.S.: Sei n € NU{0}. Fiir dieses n gelte 3 < a,, < 1 (LV.). Daraus folgt 3 < a,, +1 < 2 und daraus

1 1
<

5 = 1 < 3 <1, also % < ant1 < 1, was den Induktionsbeweis abschlieft.
a
Damitnfolgt fiir jedes n € INU {0}

1 1
14+ apy1 1+ay,

lant2 — ant1]| =

_ ‘(1+an) - (1+an+1) _
(1 + ans1)(1 + an)
|ant1 — an ) apt1 — an| :ﬁla |~ a|
(It an)(l+an) = A+ Ha+3 9
Gemaf Satz 5.3.2 der Ergénzungsvorlesung (mit 6 := % € (0,1)) folgt daraus, dass (a,) konvergiert.

Schliefllich bestimmen wir nun noch a := lim a,. Aus (x) folgt sofort a > % Auflerdem folgt aus
n—oo

1
der Rekursionsformel beim Grenziibergang n — oo a = Toa Daraus folgt a(1+a) = 1 und damit
a

5—1
a= —% + § Wegen a > % folgt schlielich a = \[2 .

Aufgabe 12 (P)

Zunichst betrachten wir den Fall a = 0. Zu jedem & > 0 miissen wir ein ng € IN so finden, dass
1L(a1 4+ ay)| < e fiir alle n > ng gilt.

Sei also € > 0 beliebig. Wegen a,, — 0 existiert ein m € IN mit

€

5 fiir alle n > m. (%)

lan| <
Mit diesem festen m gilt dann
I~ noo
- E ap — 0,
n
k=1

denn die hier auftretende Summe ist von n unabhéingig. Aus dieser Konvergenz folgt wiederum,
dass ein n; € IN existiert mit

> fiir alle n > n; . (%)

k=1

<

SENS
IO

Setzen wir ng := max{m,n1}, so gilt fiir alle n > ny wegen der Dreiecksungleichung

—i—lZa lia
n F n F

k=1

1 n
e

k=1

n

+% > lal,

k=m+1

1
< ‘ ag <
n




und wegen n > n; und (x*) sowie n > m und (x) folgt

n n

+
k=m+1 k=1

+

313

S|
2| ™
STRQ)
S|
CTRQ)
DO ™
| M

<+
2

Damit ist die Behauptung im Falle a = 0 bewiesen. Ist a # 0, dann betrachtet man die Folge
b, := a — a,. Wegen b, — 0 folgt mit dem schon Bewiesenen

1 n
S I,
n

k=1

und wegen
n

SRS

1 n 1 n
5Zbk: (a—ak):a—EZak
k=1 k=1

impliziert dies %(al + .-+ ay) — a, so dass auch der allgemeine Fall erledigt ist.

k=1
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