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Aufgabe 1

Die beiden geometrischen Reihen ) >° (%)n und > 7, (%)n sind wegen ‘%‘ < 1 bzw. ‘%‘ <1
absolut konvergent.
Thre Reihenwerte sind gegeben durch >0 (3)" = 1_% =3 und Y00 (3)" = 25 =3.
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a) Wir bezeichnen mit Y >° ¢, das Cauchy-Produkt dieser beiden Reihen. Nach Definition

k n—kok k . .
gilt dann ¢, = Y5 ()" (3 ) > ro én,kgk = Yo% = = > r_o2" Mit Hilfe der
k _ 1 2nfla

- 3n 2—1

geometrischen Summenformel erhalten wir schlielich ¢, = 3% Y ro2
Bl (3)" (1)
3n 3 3) -
Daraus folgt unter Beriicksichtigung den oben angegebenen Reihenwerte
1\n 2\M 2\ 7 1\n
2n=o Qil : 22:%%(5)1 iZE:Zio‘%z§:§%;io(2(§) -(3)") =
23, (3)" -0k (3)" =23-5=73.

b) Direkt aus den oben angegebenen Reihenwerten folgt > 00 (£)" - >0 (2)" =3

9
3 =3

Aufgabe 2
Sei ¢ € (0,1). Die geometrische Reihe Y >° /¢™ ist dann absolut konvergent. Nach Satz 10 in 8.4

gilt
<1iq>2: <nzo ) Z<qu - k> :§<an201> =2+ 1"

Diese Reihe ist als Cauchyprodukt absolut konvergenter Reihen ebenfalls absolut konvergent. Indem
man das Cauchyprodukt dieser Reihe mit ) 2/ ¢™ bildet, ergibt sich

(i) i (G o) () - (s ve)

n=0 kO
}:( }:k+108”4954 Lin+1)(n+2)q"
n=0 k=0

Fiir die gegebene Reihe erhalten wir daher

00 2
Z(”+1)(n+2)qn:2< ! ) '11 :(1_2q)3'

= l—gq —q
Aufgabe 3
a) i) Qe%m:2<cos(g7r)—|—isin(g7r)>:2( f—i—z( i)) -2 —iV/2.
3. 5 o3 s . —3n¢[0,2
i) arged 5™ = arg(e® - e 5™) = arg e s™ amlo.2m) —3r42m=Lr
i) o] = fen e = feT e = £ 1= ¢

b) Wir setzen x := Rez und y := Im 2.
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i) Esgilt [e??| = |[e*Te?¥| = €% und arg ?* = arg(e?*e?™¥) = 2y—2km mit einem geeignetem
k € Z. Ein Vergleich der Polardarstellung beider Seiten der Gleichung e = 4 liefert
somit e?* = 4 und 2y — 2km = 0. Das ist gleichbedeutend mit = In2 und y = k.

Die Menge der Losungen der Gleichung e?* = 4 ist also {In2 +ikn: k € Z }.

ii) Bsgilt 22 = (v+iy)? = 22 —y?+2zyi. Daraus folgt |exp(2?)| = |e(22)| = ‘e“’CQ_yz -e2xyi} =
e Y’ Wegen z,y € R ist e v =1 gleichbedeutend mit z? — y> = 0. Die letzte
Gleichung ist genau fiir x = y oder z = —y erfiillt.

Die Menge der Losungen der Gleichung |ez2‘ =1 ist also

{z€C: Rez=Imzoder Rez=—Imz}.
(In der komplexen Ebene sind dies alle Punkte auf den Winkelhalbierenden.)

iii) Es gilt |z] € [0, 00), also folgt {e”zw =1 und argel?l = |z| — 2k7 mit einem geeignetem
k € NU{0}. Ein Vergleich der Polardarstellung beider Seiten der Gleichung e*/?l = —1
liefert somit |z| — 2km = 7. Das ist gleichbedeutend mit |z| = (2k + 1)7.

Die Menge der Losungen der Gleichung e’l?l = 1 ist also

{z€C: |z| =(2k + 1)m, wobei k € NU{0} }.
(In der komplexen Ebene ist dies die Vereinigung aller Kreislinien um 0 mit den Radien
2k +1)m, k e NU{0}).

iv) Fiir alle ¢ € C gilt e¢ # 0. Die Gleichung e’ =375 = ( hat also keine Losungen.

Aufgabe 4

Sei n € IN fest. Wir betrachten die Gleichung z” — 1 = 0 bzw. z” = 1. Nach Satz 5 aus 6.4
der Vorlesung hat diese Gleichung genau die Losungen cos(2£T) + isin(27) = e2mik/n iy | =
0,1,...,n—1.

a) z—1=0 hat also genau die Losung e".

22 — 1 =0 hat also genau die Losungen e® und e™.

C 2m; Ly
23 —1 =0 hat also genau die Losungen e, e3* und es °.

o . s
z* —1 =0 hat also genau die Losungen €°, e2?, e™ und e32°.

b) Gemifl dem Fundemantalsatz der Algebra hat das Polynom z"™ — 1 Nullstellen (gezéhlt
mit Vielfachheiten). Andererseits haben wir gesehen, dass die n (verschiedenen!) Zahlen
e2mi0/n g2mil/n 2mi2/n - 2mi(n—1)/n Nyllstellen von 2" — 1 sind. Daraus folgt, dass die

Linearfaktorzerlegung von z"™ — 1 gegeben ist durch

n—1
M= H(z _ 627rik/n) ]

k=0
Aufgabe 5
Definitionsgeméf gilt fiir jedes z € R

o0 2k+1 3 5
() = S 1)kt A
sm(x)—kz_o( 1) ST e

Sei z € [0, 2] fest. Fiir jedes k € INU {0} setzen wir aj, := %

Wir méchten das Leibnizkriterium (Satz 9 a) in 7.7) anwenden und zeigen dazu, dass (ax)renuo)
eine monoton fallend Nullfolge ist.

Schritt 1: (ay)renuoy ist monoton fallend:

Es gilt

x2k+3 p2k+l (2k +3)!
< s g
(2k+3)! ~ (2k+1)! (2k +1)!

a1 < ag 2% < (2k +3)(2k +2).



Wegen 22 < 4 und 6 < (2k + 3)(2k + 2) fiir alle k € INU {0} ist die letzte Ungleichung erfiillt.
Schritt 2: (ar)rewufoy ist eine Nullfolge:

2kl 92k+1 2 2 2 2 2 2 4
0<a, = < = .- ... . <2-1-1-----1- = .
QE+1)! ~ 2k+1)! 1 2 3 2k 2k +1 2k +1 2k+1

Wegen 0 "% () und %ﬂ ) folgt damit aus dem Sandwich-Theorem ay, h=ee ),
Schritt 3:

Das Leibnizkriterium liefert nun
Son+1 < sin(z) < sg, fir allen € NU {0},
wobei s, := > }_o(—1)¥ay die n-te Partialsumme bezeichne. Fiir n = 0 ergibt sich

23
x—gzslésin(x)ésozx.

Aufgabe 6

a) Wir setzen p := 0; dann gilt f(p) = 0. Sei ¢ > 0. Es ist zu zeigen: Es gibt § > 0 so, dass
|f(z) — f(p)] < e fiir alle x € R mit |z —p| < § gilt. Wir wihlen ¢ := ¢ > 0. Dann folgt
. . |z| falls z € Q
— — = = < ==
fur alle & € R mit o —pl < 8 1) — /)] = 7@l = { (1 P EER 0 b <ol
|z — p| < 6 = €. Das war zu zeigen.

b) Seiz € R mit x # 0. Wir wissen bereits, dass es dann eine Folge rationaler Zahlen (g, )nen
mit ¢, —> z und auch eine Folge irrationaler Zahlen (T )nen mit z, "% x gibt. Aus der
Definition von f folgt dann aber f(qn) = ¢ —> x und f(z,) = 0 =3 0. Wire f in z stetig,
so wiirde aus Satz 1 aus 10.1 in dieser Situation z = f(x) = 0 folgen. Das ist ein Widerspruch
zu x # 0, also ist f nicht stetig in x.

Aufgabe 7 (P)
Es gilt nur dann f,(z) # 0, wenn
n—n2|x—%|>0 & lz-t<l o Llop-lol o 0<z<2

Fir 0 <z < = gilt

1

n
.1 2 . .

und fiir ;> <z < £ ergibt sich

fl@)=n—-n*(x—1)=2n-n’

Wir erhalten die folgenden Schaubilder:

y A
31 31 31
21 24 b 21
1+ bil 14 14+ I3
1 1/2 1 s 23 1



(Man beachte, dass der Mafistab auf z- und y-Achse unterschiedlich gewé#hlt ist und dass zum
Schaubild von f3 auch der Abschnitt der x-Achse zwischen % und 1 gehort.)

Berechnen wir noch die Grenzwerte:

Oben haben wir schon festgestellt, dass f,,(0) = 0 fiir alle n € IN gilt. Folglich haben wir trivialer-
weise f,,(0) =2 0.

Oben hatten wir auch gesehen, dass f,,(z) = 0 fiir alle z > % gilt. Fiir jedes x € (0, 1] gilt daher:
Ist n > 2, so folgt f,(z) = 0. Die Folge (f,(z)) ist also ab einem gewissen Index konstant 0. Dies
liefert f,(z) 2720 fiir alle z € (0, 1], insbesondere also fiir die beiden gegebenen Werte = = %
und z = ﬁ.

Beim letzten Grenzwert ist auch das Argument von n abhéngig; hier ergibt sich

Fale) = mac{n — 0| — 1,0} = max{n, 0} = n "= oo, *)

Wir haben nachgerechnet, dass lim,, .~ f,(z) = 0 fiir jedes x € [0, 1] gilt. Daher konvergiert (f,,)nen
auf [0, 1] punktweise gegen die Nullfunktion.

Allerdings liegt keine gleichméfiige Konvergenz vor: Geméf3 Definition konvergiert die Funktionen-
folge (fy) gleichméBig auf [0, 1] gegen die Nullfunktion, falls

Ve>03dng e NVn >ng Ve e0,1]: |fu(z)—0]<e

erfiillt ist. Negation liefert die Bedingung, dass die Funktionenfolge ( f,,) nicht gleichméBig auf [0, 1]
gegen die Nullfunktion konvergiert:

Je >0Vno € N3In>ng Iz €[0,1]: |fu(z)| =&

Aufgrund von (%) ist diese Bedingung erfiillt (wéhle z.B. e = 1/2, n = ng, © = 1/ng), d.h. (fn)nen
konvergiert auf [0, 1] nicht gleichméBig.

Bemerkung: Diese Aufgabe ist ein eindrucksvolles Beispiel dafiir, dass bei einer (punktweise) kon-
vergenten Folge stetiger Funktionen f,, aus der Stetigkeit der Grenzfunktion im allgemeinen nicht
die GleichméBigkeit der Konvergenz folgt.

Aufgabe 8 (P)

Da die Funktionenfolge (f,)new auf D gleichmiBig gegen f konvergiert, finden wir zu ¢ = 1 ein
n € N mit |f,(x) — f(z)] < 1 fiir alle z € D. Da f, beschrénkt ist, finden wir M € R mit
|fn(z)| < M fiir alle x € D. Dann gilt fiir jedes x € D

[f(@)] = |fa(@) + fo(@) = f@)] < |fa(@)| + [fulz) — flz)] < M + 1.
Also ist f beschrankt.
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