KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE (KIT) WS 2010/11
Institut fiir Analysis
Dr. A. Miiller-Rettkowski

Dr. T. Gauss
Ho6here Mathematik I fiir die Fachrichtungen
Elektroingenieurwesen, Physik und Geodisie
Lésungsvorschliige zum 11. Ubungsblatt
Aufgabe 1

a) Wir suchen Zahlen a,, mit

1

o0
f— Z (x — )", also 1—x—|—2m— Zanx—l—l

Nun gilt wegen 22 +2r —3 = (z +1)2 — 4

:U+2:U— Zanaﬁ+ Zan$+1”+2 4Zanx+

= —dag —4dai(z +1) + Z(an,Q — day)(z+1)"
n=2

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen hat diese Potenzreihe den Wert 1 genau dann, wenn
die folgenden Gleichungen erfiillt sind:

—4ag =1, —4aq =0, ap—o —4a, =0 fiurallen>2.

Es folgt: ag = —%, a; = 0und a, = ian_g fiir jedes n > 2. Vollsténdige Induktion liefert:
agk1 = 0 und agy, = —(3)F+! fiir alle k € INU {0}.

Bemerkunyg fir Studierende der Physik: Wegen X/|agx| = (%)(H‘l/k /2 ko, (%)1/2 3 und
4/ |agk+1] = 0 ist der Konvergenzradius der Potenzreihe (lim sup,, o V/|an|)” (5) =2.

b) Wir suchen Zahlen a,, mit
oo oo
tanhz = Z anx", also sinh z = cosh x Z anx™ .
n=0
Setzen wir die Potenzreihendarstellungen von sinh z und cosh x ein, so bedeutet dies
x+%x3+--- = (1+%x2+---)(a0+a1x+a2x2+a3x3+--~).
Wir multiplizieren auf der rechten Seite aus; dann haben wir die Gleichung
T+ 42+ =ag+ a1z + (a2 + 3a0)z” + (az + ga1)x® + -

Somit liefert der Identitatssatz fiir Potenzreihen

1 1 1
ap=0, a1=1, az+ 50 =0, a3+ 50 =5,

ol

also ag =0,a; =1, a2 =0und ag = —
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Aufgabe 2

a)

b)

Sei f: [a,b] — [0,00) stetig und es existiere ein xg € [a, b] mit f(zg) > 0.

Sei € := % f(zo). Nach Voraussetzung ist ¢ > 0 und aufgrund der Stetigkeit von f in zg
existiert ein 6 > 0 mit |f(x) — f(zo)| < € fiir alle x € [a, b] mit |z — x¢| < J. Fiir solche x gilt
nach der umgekehrten Dreiecksungleichung

f(x) = f(zo) = (=f(@) + f(z0)) = f(z0) = [f(z) = flzo)| 2 26 —e =¢.

Setzt man « := max{a,zo — 0} und = min{b,xo + d},sogilt a < a < f<bund f(z) > ¢
fir alle z € [«, B]. Zusammen mit der Abschétzung f(z) > 0 fiir alle z € [a, b] folgt

/abf(x)dx:/aaf(a:)der/ff(x)der/;f(x)dx
E/aQOda:—F/jadm—i—/:de:(5—a)5>0‘

Seien f,g: [a,b] — R stetige Funktionen mit f(z) > g(z) fiir alle « € [a,b] und f(xg) > g(zo)
fiir ein zg € [a, b].

Betrachte die Funktion h : [a,b] — R, x +— h(z) := f(z) — g(z). Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig, und es gilt h(x) > 0 fiir alle z € [a,b]. AuBerdem ist h(zg) =
f(zo) — g(xog) > 0. Somit sind die Voraussetzungen des a)-Teils fiir die Funktion h erfiillt.
Dieser liefert

b
/ h(z)dx >0,

woraus aufgrund der Linearitéit des Integrals

/abf(x)dx > /abg(a:)da:

folgt.

Aufgabe 3

a)

Wegen || Z|| < 3 liegen in jedem dem Intervalle [1,2), [2,3), [3,4), [4, 5] mindestens zwei Punkte
der Zerlegung Z.

Wir bezeichnen die Punkte aus Z N [1,2) mit a¢ := :L‘(()O) < acgo) < < x%%) =: by, wobei

ng € IN.

Weiter bezeichnen wir die Punkte aus Z N [2,3) mit a; := :cél) < acgl)

wobei n1 € IN.
Die Punkte aus Z N [3,4) und Z N [4, 5] bezeichnen wir analog.

< e < $$111) = bl»

Aus der Definition von f folgt dann unmittelbar

no

w(f,2) =Y 1@ — ) + 1@ - )+
k=1

ni

Z 4($§€1) - :L‘,(i)l) + 2(1‘(()2) — %(111))_{_

2($§€2) — :L‘,(i)l) + 2(1‘(()3) — ;U%))—{—

Telesko
B(ay) —apy)



1(bo—1)+1(a1 —bp) +4(b1 —a1) +2(ag — by) +2(b2 — az) +2(as — ba) + 3(5 — a3).
Analog erhalten wir
Q(f,Z) =1(bg—1)+4(ay —bo) +4(by —a1) +4(az —b1) +2(by — az) +3(az — b)) + 3(5—as).
Wir vereinfachen jeweils noch zu
w(f,Z)=1(a1 — 1)+ 4(b1 — a1) + 2(a3 — b1) + 3(5 — a3) und
Q(f,Z) =1(bg — 1) + 4(az — bp) + 2(ba — a2) + 3(5 — ba).

b) Wir betrachten eine Zerlegung Z mit & := || Z|| < 3. Mit den Bezeichnungen aus a) erhalten
wir aus der Konstruktion der entsprechenden Punkte dann

2-5<by<2 3-6<b <3 4-86<by<4 und
2<a; <245, 3<as<3+95, 4<az3<4+3.
Mit dem Ergebnis aus a) erhalten wir
w(f,Z)>212-1)+43—-6—-(249)) +24—-3)+3(5—(4+0)) =10 — 115 und
Qf,Z2)<12-1)+4B+5—-(2—-9))+2(4-3)+3(b—(4—0)) =10+ 116.
Es gilt also 10 — 110 < w(f, Z) < o(f, Z) < Q(f,Z) < 10+ 114, und daraus folgt

lim o(f,Z) = 10.
1Z]—0 (. 2)

5
Also ist f integrierbar und es gilt / f(x)dx = 10.
1

Aufgabe 4

Auf [1,a] ist % stetig, also integrierbar. Mit Satz 13.1.3 erhalten wir zunéchst

3

n

al 1 (ol ; 1/n\k—=1 _ 7: 1/n _
/1 dx = lim 1-(a 1)2 T (al/myi ('™ 1 = lim (a 1)) 1=

xT n— o0
k=1

1/n _ 1
lim (a*/™ —1)n = lim ¢
Wir bemerken, dass
Ina)? Ina)3 Ina)?
lim a* —1 _ lim exp(zlna) — 1 ~ lim 1+zlna+ @ 2!(1) + & 3!a) 4L 4,a) +---=1 _
z—0 X z—0 X z—0 X
. z(lna)?  2%*(na)®  2*(na)* )
ig% Ina+ o1 + 3l + 1 = Ina gilt.
“1 at/" — 1
Daraus folgt schlieflich / —dr = lim ———— =Ina.
1T n—oo 1/n
Bemerkung:
= 1 21
In der Vorlesung wurde Z(—l)k— = / Edm gezeigt. Zusammen mit dem eben gezeigten konnen
_ 1
k=1 , '
wir also den Reihenwert der alternierenden harmonischen Reihe angeben: Z(_l)kE =In2.
k=1



Aufgabe 5
Fiir jedes n € IN gilt

i C/efk:f:(z— kgl)e_%.

k=1 k=1

SERS

Ist x,(cn) = % fir £ = 0,1,...,n gesetzt, so ist Z, := {xé"),xgn),.. } {O,n,..., nl,l}
eine Zerlegung von [0,1] und £M™ := (mg n) mén),...,m,(ln)) = (%,%,..

Zwischenvektor. Wir definieren f : [0,1] — R, = +— e * und erhalten eine Riemann-Summe
or (€M, Z,) == Ezzl(xé :B;n)l) (mén)) = (k- %)e‘g. Da f als stetige Funktion iiber
[0, 1] integrierbar ist, gilt

. 1
Jim 0(7.2) = /0 f()ds

Weiter gilt | Z,,|| = 2 — 0 (n — 00). Aus beidem zusammen folgt lim,, o0 o(f, Z,) = lim) 7~ o (f, Z).
Insgesamt erhalten wir

nILIEOEZ\/ —k = Jim o(f,Z,) = lim of /f

1Z]—0

.,1) ein zu Z, passender
—T

1 .
Bsp. (2) in 10.11
/exdx Sp(): 1l—etl=1-
0

o |~

Aufgabe 6 (P)

a) Die Funktion f ist als Komposition stetiger Funktionen auf (0, 1] stetig.
Allerdings ist f auf (0,1] nicht gleichméfig stetig. Beweis:
Sei ¢ = 1 und sei § > 0 beliebig. Wihle m,n € IN so, dass m > n und 1/n < § gilt. Fur
x =1/n und y = 1/m ergibt sich
lt—y|l=1/n—1/m <4,
jedoch ist
[f@)—fy)l=In—-—m|=>1=e.
Folglich ist f nicht gleichmiBig stetig auf (0, 1].
b) Die Funktion f ist auf [1,00) gleichméBig stetig. Beweis:

Wir schétzen zunéchst fiir beliebige x,y > 1 ab

1 y =2 ly—z|- |z +y [ + [y]
’f(x)_f(y)’_‘ﬁ_i‘_‘ 2 ‘_ xgyg \‘ _‘T‘ xgyg
r+y 1 1
=ly — o 22 :|y—x\<x7y2+%)<2\y—$’-

Nun sei ¢ > 0. Wir withlen 6 = ¢/2. Fiir alle z,y > 1 mit |z — y| < ¢ gilt nach obiger
Ungleichung

|f(z) = fly)| <2|ly—z| <20 =e.
Also ist f auf [1,00) gleichméBig stetig.

Aufgabe 7 (P)

Als stetige Funktion auf dem abgeschlossenen und beschrinkten Intervall [a,b] ist f gemifl der
Erginzungsvorlesung gleichméfig stetig.
Wir konstruieren nun das n-te Glied einer geeigneten Folge von Treppenfunktionen (t,), € IN.



Sei dazu n € IN fest. Geméfl der gleichméfligen Stetigkeit von f gibt es ein § > 0 so, dafl aus
z,y € [a,b] mit |x —y| < 6 folgt: |f(x) — f(y)| < 1/n. Wir unterteilen [a,b] in die disjunkten
Intervalle I := [a,a—i—%), = [a+%,a+%), o i = [a—l—%,a—i— %), I = la+ %,b], wobei
J € IN so gewihlt sei, dal das ,letzte” Intervall I; nicht entartet sei und eine Lénge von hochstens
0 habe.

Wir definieren t,, : [a,b] — R durch

f(a) falls z € Ih
fla+ é) falls 2 € I
t(z) = fla+3%) falls z € I3

fla+ %) falls = € I;

Nach Definiton ist ¢, eine Treppenfunktion. AuBerdem lafit sich sup |f(z) — t,(z)| wie folgt
z€la.b]

abschitzen: Sei = € [a,b] zunéchst fest. Dann gibt es ein Intervall I, wobei k£ € {1,2,...,j}
mit x € I, insbesondere gilt also |z — a + %| <.
B folgt [/(2) — ta(2)] = | F(2) — fla+ 551)] < 1/n.
|f(x) — tn(z)] 148t sich also unabhingig von z abschétzen, wir erhalten damit
If = tnlloo = sup |f(z) —tn(x)] <1/n.
z€la.b]
Daraus folgt mit dem Sandwichtheorem lim ||f — t,|lcc = 0. Das bedeutet, (,)nen konvergiert
n—oo

gleichméflig gegen f.
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