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Aufgabe 1

a) Wir suchen Zahlen an mit

1
f(x)

=
∞∑

n=0

an(x− x0)n, also 1 = (x2 + 2x− 3)
∞∑

n=0

an(x + 1)n .

Nun gilt wegen x2 + 2x− 3 = (x + 1)2 − 4

(x2 + 2x− 3)
∞∑

n=0

an(x + 1)n =
∞∑

n=0

an(x + 1)n+2 − 4
∞∑

n=0

an(x + 1)n

= −4a0 − 4a1(x + 1) +
∞∑

n=2

(an−2 − 4an)(x + 1)n .

Nach dem Identitätssatz für Potenzreihen hat diese Potenzreihe den Wert 1 genau dann, wenn
die folgenden Gleichungen erfüllt sind:

−4a0 = 1, −4a1 = 0, an−2 − 4an = 0 für alle n > 2 .

Es folgt: a0 = −1
4 , a1 = 0 und an = 1

4an−2 für jedes n > 2. Vollständige Induktion liefert:
a2k+1 = 0 und a2k = −(1

4)k+1 für alle k ∈ N ∪ {0}.

Bemerkung für Studierende der Physik: Wegen 2k
√
|a2k| = (1

4)(1+1/k)/2 k→∞−−−→ (1
4)1/2 = 1

2 und
2k+1

√
|a2k+1| = 0 ist der Konvergenzradius der Potenzreihe (lim supn→∞

n
√
|an|)−1 = (1

2)−1 = 2.

b) Wir suchen Zahlen an mit

tanh x =
∞∑

n=0

anxn, also sinhx = cosh x

∞∑
n=0

anxn .

Setzen wir die Potenzreihendarstellungen von sinhx und coshx ein, so bedeutet dies

x + 1
3!x

3 + · · · =
(
1 + 1

2!x
2 + · · ·

)(
a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + · · ·

)
.

Wir multiplizieren auf der rechten Seite aus; dann haben wir die Gleichung

x + 1
3!x

3 + · · · = a0 + a1x + (a2 + 1
2!a0)x2 + (a3 + 1

2!a1)x3 + · · · .

Somit liefert der Identitätssatz für Potenzreihen

a0 = 0, a1 = 1, a2 + 1
2!a0 = 0, a3 + 1

2!a1 = 1
3! ,

also a0 = 0, a1 = 1, a2 = 0 und a3 = −1
3 .
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Aufgabe 2

a) Sei f : [a, b] → [0,∞) stetig und es existiere ein x0 ∈ [a, b] mit f(x0) > 0.

Sei ε := 1
2f(x0). Nach Voraussetzung ist ε > 0 und aufgrund der Stetigkeit von f in x0

existiert ein δ > 0 mit |f(x)− f(x0)| < ε für alle x ∈ [a, b] mit |x− x0| < δ. Für solche x gilt
nach der umgekehrten Dreiecksungleichung

f(x) = f(x0)− (−f(x) + f(x0)) > f(x0)− |f(x)− f(x0)| > 2ε− ε = ε .

Setzt man α := max{a, x0 − δ} und β := min{b, x0 + δ}, so gilt a 6 α < β 6 b und f(x) > ε
für alle x ∈ [α, β]. Zusammen mit der Abschätzung f(x) > 0 für alle x ∈ [a, b] folgt∫ b

a
f(x) dx =

∫ α

a
f(x) dx +

∫ β

α
f(x) dx +

∫ b

β
f(x) dx

>
∫ α

a
0 dx +

∫ β

α
ε dx +

∫ b

β
0 dx = (β − α)ε > 0 .

b) Seien f, g : [a, b] → R stetige Funktionen mit f(x) > g(x) für alle x ∈ [a, b] und f(x0) > g(x0)
für ein x0 ∈ [a, b].

Betrachte die Funktion h : [a, b] → R, x 7→ h(x) := f(x)− g(x). Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig, und es gilt h(x) > 0 für alle x ∈ [a, b]. Außerdem ist h(x0) =
f(x0) − g(x0) > 0. Somit sind die Voraussetzungen des a)-Teils für die Funktion h erfüllt.
Dieser liefert ∫ b

a
h(x) dx > 0 ,

woraus aufgrund der Linearität des Integrals∫ b

a
f(x) dx >

∫ b

a
g(x) dx

folgt.

Aufgabe 3

a) Wegen ‖Z‖ < 1
2 liegen in jedem dem Intervalle [1, 2), [2, 3), [3, 4), [4, 5] mindestens zwei Punkte

der Zerlegung Z.

Wir bezeichnen die Punkte aus Z ∩ [1, 2) mit a0 := x
(0)
0 < x

(0)
1 < · · · < x

(0)
n0 =: b0, wobei

n0 ∈ N.

Weiter bezeichnen wir die Punkte aus Z ∩ [2, 3) mit a1 := x
(1)
0 < x

(1)
1 < · · · < x

(1)
n1 =: b1,

wobei n1 ∈ N.

Die Punkte aus Z ∩ [3, 4) und Z ∩ [4, 5] bezeichnen wir analog.

Aus der Definition von f folgt dann unmittelbar

ω(f, Z) =
n0∑

k=1

1(x(0)
k − x

(0)
k−1) + 1(x(1)

0 − x(0)
n0

)+

n1∑
k=1

4(x(1)
k − x

(1)
k−1) + 2(x(2)

0 − x(1)
n1

)+

n2∑
k=1

2(x(2)
k − x

(2)
k−1) + 2(x(3)

0 − x(2)
n2

)+

n3∑
k=1

3(x(3)
k − x

(3)
k−1)

Teleskop
=

2



1(b0−1)+1(a1−b0)+4(b1−a1)+2(a2−b1)+2(b2−a2)+2(a3−b2)+3(5−a3).

Analog erhalten wir

Ω(f, Z) = 1(b0−1)+4(a1−b0)+4(b1−a1)+4(a2−b1)+2(b2−a2)+3(a3−b2)+3(5−a3).

Wir vereinfachen jeweils noch zu

ω(f, Z) = 1(a1 − 1) + 4(b1 − a1) + 2(a3 − b1) + 3(5− a3) und

Ω(f, Z) = 1(b0 − 1) + 4(a2 − b0) + 2(b2 − a2) + 3(5− b2).

b) Wir betrachten eine Zerlegung Z mit δ := ‖Z‖ < 1
2 . Mit den Bezeichnungen aus a) erhalten

wir aus der Konstruktion der entsprechenden Punkte dann

2− δ ≤ b0 ≤ 2, 3− δ ≤ b1 ≤ 3, 4− δ ≤ b2 ≤ 4 und

2 ≤ a1 ≤ 2 + δ, 3 ≤ a2 ≤ 3 + δ, 4 ≤ a3 ≤ 4 + δ.

Mit dem Ergebnis aus a) erhalten wir

ω(f, Z) ≥ 1(2− 1) + 4(3− δ − (2 + δ)) + 2(4− 3) + 3(5− (4 + δ)) = 10− 11δ und

Ω(f, Z) ≤ 1(2− 1) + 4(3 + δ − (2− δ)) + 2(4− 3) + 3(5− (4− δ)) = 10 + 11δ.

Es gilt also 10− 11δ ≤ ω(f, Z) ≤ σ(f, Z) ≤ Ω(f, Z) ≤ 10 + 11δ, und daraus folgt

lim
‖Z‖→0

σ(f, Z) = 10.

Also ist f integrierbar und es gilt
∫ 5

1
f(x) dx = 10.

Aufgabe 4

Auf [1, a] ist 1
x stetig, also integrierbar. Mit Satz 13.1.3 erhalten wir zunächst∫ a

1

1
x

dx = lim
n→∞

1 · (a1/n − 1)
n∑

k=1

1
1 ·

(
a1/n)k−1

(
a1/n)k−1 = lim

n→∞
(a1/n − 1)

n∑
k=1

1 =

lim
n→∞

(a1/n − 1)n = lim
n→∞

a1/n − 1
1/n

.

Wir bemerken, dass

lim
x→0

ax − 1
x

= lim
x→0

exp(x ln a)− 1
x

= lim
x→0

1 + x ln a + (x ln a)2

2! + (x ln a)3

3! + (x ln a)4

4! + · · · − 1
x

=

lim
x→0

ln a +
x(ln a)2

2!
+

x2(ln a)3

3!
+

x3(ln a)4

4!
= ln a gilt.

Daraus folgt schließlich
∫ a

1

1
x

dx = lim
n→∞

a1/n − 1
1/n

= ln a.

Bemerkung:

In der Vorlesung wurde
∞∑

k=1

(−1)k 1
k

=
∫ 2

1

1
x

dx gezeigt. Zusammen mit dem eben gezeigten können

wir also den Reihenwert der alternierenden harmonischen Reihe angeben:
∞∑

k=1

(−1)k 1
k

= ln 2.
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Aufgabe 5

Für jedes n ∈ N gilt

1
n

n∑
k=1

n
√

e−k =
n∑

k=1

(k

n
− k − 1

n

)
e−

k
n .

Ist x
(n)
k := k

n für k = 0, 1, . . . , n gesetzt, so ist Zn := {x(n)
0 , x

(n)
1 , . . . , x

(n)
n } = {0, 1

n , . . . , n−1
n , 1}

eine Zerlegung von [0, 1] und ξ(n) := (x(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
n ) = ( 1

n , 2
n , . . . , 1) ein zu Zn passender

Zwischenvektor. Wir definieren f : [0, 1] → R, x 7→ e−x und erhalten eine Riemann-Summe
σf (ξ(n), Zn) :=

∑n
k=1(x

(n)
k − x

(n)
k−1)f(x(n)

k ) =
∑n

k=1(
k
n −

k−1
n )e−

k
n . Da f als stetige Funktion über

[0, 1] integrierbar ist, gilt

lim
‖Z‖→0

σ(f, Z) =
∫ 1

0
f(x)dx.

Weiter gilt ‖Zn‖ = 1
n → 0 (n →∞). Aus beidem zusammen folgt limn→∞ σ(f, Zn) = lim‖Z‖→0 σ(f, Z).

Insgesamt erhalten wir

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

n
√

e−k = lim
n→∞

σ(f, Zn) = lim
‖Z‖→0

σ(f, Z) =
∫ 1

0
f(x) dx =

∫ 1

0
e−x dx

Bsp. (2) in 10.11
= 1− e−1 = 1− 1

e .

Aufgabe 6 (P)

a) Die Funktion f ist als Komposition stetiger Funktionen auf (0, 1] stetig.

Allerdings ist f auf (0, 1] nicht gleichmäßig stetig. Beweis:
Sei ε = 1 und sei δ > 0 beliebig. Wähle m,n ∈ N so, dass m > n und 1/n < δ gilt. Für
x = 1/n und y = 1/m ergibt sich

|x− y| = 1/n− 1/m < δ ,

jedoch ist
|f(x)− f(y)| = |n−m| > 1 = ε .

Folglich ist f nicht gleichmäßig stetig auf (0, 1].

b) Die Funktion f ist auf [1,∞) gleichmäßig stetig. Beweis:

Wir schätzen zunächst für beliebige x, y > 1 ab

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣ 1
x2

− 1
y2

∣∣∣ =
∣∣∣y2 − x2

x2y2

∣∣∣ =
|y − x| · |x + y|

x2y2
6 |y − x| |x|+ |y|

x2y2

= |y − x| x + y

x2y2
= |y − x|

( 1
xy2

+
1

x2y

)
6 2 |y − x| .

Nun sei ε > 0. Wir wählen δ = ε/2. Für alle x, y > 1 mit |x − y| < δ gilt nach obiger
Ungleichung

|f(x)− f(y)| 6 2 |y − x| < 2δ = ε.

Also ist f auf [1,∞) gleichmäßig stetig.

Aufgabe 7 (P)

Als stetige Funktion auf dem abgeschlossenen und beschränkten Intervall [a, b] ist f gemäß der
Ergänzungsvorlesung gleichmäßig stetig.
Wir konstruieren nun das n-te Glied einer geeigneten Folge von Treppenfunktionen (tn)n ∈ N.
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Sei dazu n ∈ N fest. Gemäß der gleichmäßigen Stetigkeit von f gibt es ein δ > 0 so, daß aus
x, y ∈ [a, b] mit |x− y| ≤ δ folgt: |f(x)− f(y)| ≤ 1/n. Wir unterteilen [a, b] in die disjunkten
Intervalle I1 := [a, a+ 1

δ ), I2 := [a+ 1
δ , a+ 2

δ ), . . . , Ij−1 := [a+ j−2
δ , a+ j−1

δ ), Ij := [a+ j−1
δ , b], wobei

j ∈ N so gewählt sei, daß das ”letzte“ Intervall Ij nicht entartet sei und eine Länge von höchstens
δ habe.
Wir definieren tn : [a, b] → R durch

t(x) =



f(a) falls x ∈ I1

f(a + 1
δ ) falls x ∈ I2

f(a + 2
δ ) falls x ∈ I3

...
f(a + j−1

δ ) falls x ∈ Ij

.

Nach Definiton ist tn eine Treppenfunktion. Außerdem läßt sich sup
x∈[a.b]

|f(x)− tn(x)| wie folgt

abschätzen: Sei x ∈ [a, b] zunächst fest. Dann gibt es ein Intervall Ik, wobei k ∈ {1, 2, . . . , j}
mit x ∈ Ik, insbesondere gilt also |x− a + k−1

δ | ≤ δ.
Es folgt |f(x)− tn(x)| = |f(x)− f(a + k−1

δ )| ≤ 1/n.
|f(x)− tn(x)| läßt sich also unabhängig von x abschätzen, wir erhalten damit

‖f − tn‖∞ = sup
x∈[a.b]

|f(x)− tn(x)| ≤ 1/n .

Daraus folgt mit dem Sandwichtheorem lim
n→∞

‖f − tn‖∞ = 0. Das bedeutet, (tn)n∈N konvergiert
gleichmäßig gegen f .
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