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Aufgabe 1

Die Funktion f: (0,00) = R, x — h‘TI ist auf (0, 00) differenzierbar. Um das Monotonieverhalten
von f zu untersuchen, betrachten wir f’. Fiir jedes x > 0 gilt
1

f,(x)_g-x—(ln:v)-l_l—lnx >0 fiir z < e,
N x2 T a2 <0 fiirz>e.
Somit ist f auf { Eg’i) streng monoton { E;?lce };s(;end (dal man den Punkt e jeweils mit ein-

schlieBen kann, erhélt man direkt aus dem Mittelwertsatz).
Fiir z,y € (0, 00) ergibt sich

. . Exp.fkt. streng mon. wachsend
>yt = e In(z) - gz-In(y) RN

In(x In(y
o) 20 f@) > 1)
T Yy
Da m > e und f auf (e,00) streng monoton fallend ist, folgt f(m) < f(e). Deshalb liefert obige

Aquivalenzkette e™ > 7€,

y-In(z) >z - In(y)

Aufgabe 2

a) i) Seien 0 < y < z. Definiere f: [y,z] — R, t — tlnt. Dann ist f auf [y, z] stetig und
auf (y,z) differenzierbar mit f'(t) = 1-Int+t¢-1 = 1+ Int, t € (y,z). Nach dem
Mittelwertsatz existiert ein £ € (y, ) mit

sz —yly = (& -9 €)= (@ — )1 +10E) < (& - y)(1 + ),
weil In: (0,00) — R streng monoton wachsend ist.
ii) Seien 0 < y < z. Betrachte die Funktion f: [y?, 2% — R, u + e“. Da f auf [y2, 2] stetig

und auf (y?, 22) differenzierbar ist, erfiillt f die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes.
Danach existiert ein & € (y?, 22) mit
x2 2 x
e — e = f(@®) — f(y*) = (2" =) (&) = (& — y) (@ + y) & < (x—y)(z +y)e

N——
>0

2

wegen der Monotonie der (reellen) Exponentialfunktion.

b) Wir betrachten die Funktion f: (0,00) — R, y +— cos/y. Die Kettenregel liefert, dass f auf
(0, 00) differenzierbar ist mit f'(y) = 7;1%‘@ fiir alle y > 0. Nach dem Mittelwertsatz existiert
zu jedem x > 1lein § € (v — 1,2 + 1) mit

fE+1) = fz—1)
(x+1)—(z—1)
Hieraus ergibt sich die Abschétzung

‘COS\/!L“F 1—cosvax — 1‘ =

cosvVx +1—cosvr—1 —sin/§,
2 WE

= f/(gx) ’ d.h.

sin /&, < 1 &E(@—laz+1) 1
Ve | Ve T Va1

Wegen lim,_, o \/% = ( ist der zu bestimmende Grenzwert 0.
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Aufgabe 3

a)

b)

d)

f)

g)

Hier kann man sofort eine Stammfunktion hinschreiben:
1
1
/0 (1+2x2)%de = §(1+22)* | _, = (3" —1%) =10.

Wir zerlegen das Intervall:

2 1 2 1 2
/ ]a:—l]dac—/ \x—1|dx+/ \x—1|dx—/ (1—x)dx+/(m—1)dw
-2 -2 1 -2 1

— (m—%xQ)‘;%-(%xg—x)‘j
=(1-3)-(-2-2+2-2) - (3-1) =5.

2 2

Wegen (sin® z)’ = 2sinx cosz ist %sin x eine Stammfunktion von sinx cos z:

w/2
/0 sinx cosx dx = %sianEfo = %(sin%%w) - sin2(0)) =1(1-0)=1.

Auch hier kann man eine Stammfunktion leicht finden:

! x 1t —8z
——dr = —— —dx
0 V9 —4a? 4 Jo 2v9 — 4a?
1
— Lo —4?| = -L(V/5-V9)=13-V5).

z=0

Hier wenden wir die Substitutionsregel mit g(t) = v/t an. Wir ersetzen also /¢ durch z und
g (t)dt = (24/t )~1dt durch dz. Dabei miissen wir auch die Integrationsgrenzen anpassen:
t = 1 entspricht = g(1) = 1 und ¢ = 4 entspricht z = g(4) = 2.

4 1 49 1
ﬂ¢M+ﬁﬂhﬁl+ﬂdﬁ“

2
2 2
:/1 T G =2l +al],_, = 2(In(3) —In(2)) = 2In 3.

Um dieses Integral zu berechnen, verwenden wir partielle Integration fiir f(x) = lnz und
¢'(z) = 2. Mit f'(z) = 27! und g(z) = 122 folgt

[ atmeds = [ j@d (@) de = faga)lin — [ @) da
:%xQIDx‘;_l—/l %x%_ldaz:%(tene—lnl)—/l txde

=1 (1), =4 - K@ - D= k@ D),

Sei k € Z. Wir betrachten zunéichst das Integral ohne Betrag:

km

/(k_l)7T sinzdr = — cosm}ii(k_l)w = — cos(km) + cos((k — 1)m)
= (D (DM = (1) + (- =21

Da die Sinusfunktion ihre Nullstellen genau in k7 mit & € Z hat und stetig ist, ist sin auf

dem ganzen Intervall [(k — 1)m, k7] entweder > 0 oder < 0. Folglich gilt

km km
/ |Sina:|dx:‘/ sinxdx| =2.
(k—1)m (k—1)m




h) Die Substitution e’ =t, dt = 2ze®” dx fiihrt auf

1 22 . 2 1 € .
/ x e Sln(em)dx:/ tsintdt.
0 2.5

Mithilfe von partieller Integration ist

1 [r¢ . t e 1 [° —tcost+sintye e sine cosl—sinl
— tsintdt = —— cost| +— costdt = [—} = ——cose+ + .
2/, 2 12 ) 2 12 2 2

i) Wir substituieren zuniichst t = \/z, d.-h. z = ¢2. Dann ist dz = 2t dt und aus z : 1 — 4 ergibt
sicht:1—2

4 2
/ arctany/ vz — 1dz = / arctan(vt — 1) - 2t dt;
1 1

nun substituieren wir u =/t — 1, also t = u?> + 1, dt = 2udu, t: 1 — 2 wird zu u : 0 — 1,
1 1
= / arctan(u) - 2(u? + 1) - 2udu = / (4u3 + 4u) arctan(u) du .
0 0

(Natiirlich hitten wir die beiden Substitutionen auch zu einer zusammenfassen kénnen.) Dann
fiihren wir eine partielle Integration aus mit f(u) = arctan(u) und ¢'(u) = 4u® + 4u:

1
— (4 2 1 4 2
= (u* +2u )arctan(u)‘uo—/o (u” + 2u )1—|—u2 du
1(U2—|—1)2—1 1 1 1
_ _3 2
_3arctan(1)—/0 H_u2du—47r—/0 (U +1)du+/0 1+u2du
= 31— (3u° +u)‘i:0 + arctan(u)‘izo =3r—3+ir=m-1%.

Aufgabe 4

a) Hier substituieren wir u = e'. Dies liefert du = e! dt und damit

T

T t [3
1
/ theﬁ dt = / o du = arctan(u) + k|,__, = arctan(e®) + k,

wobei k € R beliebig. Folglich ist jede der Funktionen R — R, x + arctan(e®) + k, k € R,
eine Stammfunktion von f: R — R, t — ﬁ, und es gibt keine weiteren Stammfunktionen.

b) Die Substitution u = 1 — ¢ liefert du = (—1) d¢, also

T t 1—x 1— 1—2
/ \/mdt: \/ﬁu(_l)duz/ (ul/Q—U_l/Q)du:%u3/2—2u1/2+k:’

=201 2?2 -2 — )2 1k,

u=1l—x

wobei k € R beliebig.

¢) Wir verwenden partielle Integration mit f(¢) = arcsin ¢ und ¢'(¢t) = 1:
T T T
/ arcsin t dt = / 1-arcsin tdt =t arcsin t|,__— / t arcsin’(t) dt

X
t
_ : _ _ ; J1 42
= g arcsin x /mdt—xarcsm:c—k 1 t—i—k’tzx

=g arcsin x + /1 — 22+ k,

wobei k£ € R beliebig.



Aufgabe 5
a) Wir betrachten die Funktionen f: R — R, z — fox sin(e!) dt und g : R — R, x — sinz.

Dann ist f nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf R differenzierbar
mit f/(x) = sin(e”). Bekanntlich ist auch ¢g auf R differenzierbar mit ¢'(z) = cosz. Wegen
F(z) = f(g(x)) — f(x) liefert die Kettenregel, dass F' auf R differenzierbar ist mit

F'(z) = f'(9(x)) ¢ (x) — f'(z) = sin(e*™%) cos(z) — sin(e®) fiir jedes z € R.

b) Die Funktion R — R, z — [;(1+ 4t)et” dt ist nach dem Hauptsatz auf R differenzierbar.
Daher ist f als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar. Fiir jedes z € R
gﬂt ! x? x? x? 2y a2 2 x?
fl(x) =1 +42)e” +e¥ +xe” 20 = (2+4x 4 22%)e” =2(1+x)*e” .
Also gilt f'(z) = 0 genau dann, wenn & = —1 ist. Wegen f’(z) > 0 fiir alle z € R\ {-1}
wechselt f’ in —1 das Vorzeichen nicht, so dass in —1 keine lokale Extremstelle von f vorliegt.
Folglich besitzt f auf R keine lokalen Extremstellen.

Aufgabe 6

Sei (z0,40) der Schnittpunkt im ersten Quadranten der Geraden mit der Hyperbel 2% — y? = 1.
Fiir 2,y > 0 gilt 22 — y?> = 1 genau dann, wenn y = vx2 — 1 ist.
Das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (x,0) und (xo,yo) hat den Flicheninhalt

1 1
Fp := §$0y0 = 5330\/33%—1.

Die gesuchte Flache erhalten wir, indem wir hiervon die Fliache unter der Hyperbel

0
FH::/ Va2 —1ldz
1

subtrahieren. Partielle Integration fiithrt auf

/”1 Ve Ldr = (2327 1)

1

x0 /ZO 12 d
— —F ax
=1 1 Va2 -1
o 2_1 o 1

1

Kiirzen wir den Integranden im zweiten Summanden und addieren auf beiden Seiten [ 1930 Va2 —1dz,

so bekommen wir
" Vo1 [ 1 71
2 2 —1ldr ==z a:—l—/ —dx.
/1 oV 1 Var-1

Wegen Arcosh’(z) = ——~— fiir 2 > 1 und Arcosh(1) = 0 folgt

Vr2-1
To 1 1 To 1 1
/1 Va2 —1lde = B zoy/x3 — 1 — §<Arcosh(:n)> T3 zoy/x3 —1— B Arcosh(zxg) .

Also betriagt der gesuchte Flicheninhalt

1 1 1 1
Fp— Fy = §xm/x% —-1- (2 zo\/xd — 1 — 2Arcosh(x0)> = §Arcosh(:v0).




Aufgabe 7

Es gilt
) ™
ay = / sinz dr = [—cos x|
0

Zur Berechnung von ay benutzen wir partielle Integration mit f(z) = sinz und ¢'(x) = sinx

/02(sina:)2d:1::/02 sinz -sinzde = [sinz - (— cosz)] :0—/02 cosz - (—cosx)dx
3

—g—/ (sinz)? da .
0

:/Og(cosx)zdxZ/Og(l—(smx)2) dr =

Betrachtet man den ersten und den letzten Term in dieser Gleichungskette, so folgt

= —cosg — (—cos0) =

Bl

8w

2 : 2 _m _ 2 : 2 _m
2 (sinz)dx = 3, also  ag = (sinz)“dx = 7.
0 0
Nun sei n € IN mit n > 2. Partielle Integration fiithrt auf
bl 2 1
an = / (sinz)" dx = / (sinz)" ™" - (sinz) dx
0 0
= [(sin:c)"_1 - (—cos x)}fzo - /2 (n —1)(sinz)" 2 cosz - (— cos ) dz
0
(n—1) / sinz)" 2(cosz)?dx = (n — 1) / (sinz)" %(1 — sin® ) dz
0 0
== -2 an) 9

(n—1) (/0 (sinz)™™ de—/[)2(sinx)”dw> = (n—1)(an_o

also
n—1
ap — an—92 .
n
Mit Hilfe dieser Rekursionsformel erhalten wir
2 2 3 3 4 8 5 5%
a3 = —a = — as = — Q = —_— as = —Qa = — ag = — Q = —_—
3 3 1 37 4 A 2 167 5 5 3 157 6 6 4 32
Bemerkung: Ist n gerade, d.h. existiert £k € IN mit n = 2k, so gilt
n—1 n—1 n—3 n—1 n—3 n-—>5 1
an = Upo = . Aped = ... = . . R
" n n—2 n n—2 " 4 n n—2 n—4 2 0
_(2k—1)-(2k—3)-(2k—5)- -lz_ (2k)! ™
2k -2k —1)-2(k—2)-...-2-1 2 22k. (k)2 2°
Ist n ungerade, d.h. existiert £ € NU {0} mit n = 2k + 1, so gilt
n—1 n—1 n—3 n—1 n—3 n-—>5 2
ap = Up_9 = . Apetg = ... = . . R —)
" n=2 n n—2 " 1 n n—2 n—4 3 !
(n=1)?-(n—3)2-(n—-5)?2....2? )
= - .
C(26)2(2(k— 1)) (2(k—2))% .- (2-1)2 2% (k)2
N (2k +1)! 2k + 1)

Diese expliziten Darstellungen von a,, bestétigt man leicht mit Hilfe von vollsténdiger Induktion



Aufgabe 8 (P)

a) Gemaéf der Losungformel aus der Ergidnzungsvorlesung erhalten wir mit p(z) := sinz, ¢(x) :=

b)

sin x und etwa xg := 0 fiir jedes a € R mittels

y(z) = aexp <_ / x () dt> texp (- / (1) dt> /x exp ( /x t p(T)dT)q(t) dt eine Lisung

0
auf R, wobei dann y(z¢) = a gilt. Gemif der Ergénzungvorlesung sind das alle Losung der

Differentialgleichung.
Damit gilt

T T x t
y(x) = aexp < — / sintdt) + exp < — / sintdt) / exp (/ sin TdT) sin(t) dt =
0 0 0 0

aexp ([cost];=F) + exp ([cost];=f) / exp ([— cos 7]7Z4) sin(t) dt =
0
aexp(cosx — 1) 4+ exp(cosz — 1) / exp(1l — cosT)sin(t) dt =
0

xr
a exp(cos x) + exp(cos x) / exp(— cost)sin(t) dt =
€ 0
a exp(cos x) + exp(cos x)[exp(— cos t)]\=F =
e
a exp(cos ) + exp(cos x)(exp(—cosz) —e) =
e
a
—exp(cosx) + 1 — eexp(cosx)
e

(2 - e) exp(cosz) + 1.
e

Weil a — ¢ — e eine Bijektion von R nach R ist, lautet die allgemeine Losung der gegebenen

Differentialgleichung also
y(x) = aexp(cosx) + 1, wobei a € R beliebig.

Wir bemerken zunéchst, dafl die rechte Seite nur fiir x # —1 definiert ist. Wir kénnen die

Differentialgleichung also auf (—oo, —1) oder auf (—1, c0) betrachten. Wegen der Anfangsbe-

dingung y(1) = % ist nur das letztgenannte Intervall von Interesse. Gemafl der Losungformel

aus der Ergénzungsvorlesung erhalten wir mit p(x) := —H%, q(x) = ﬁ und zg = 1
mittels
T T x t

y(x) = y(zo) exp (—/ p(t) dt)-+exp (—/ p(t) dt)/ exp (/ p(7)d7)q(t) dt die Losung
auf (—1,00). ’ ’ ’ ’
Damit gilt

y(r) =

1 S| S| z b -2

— exp —/ ———dt | +exp —/ ——dt / exp / — dr dt =

2 1 1+t 1 1+t 1 1 1+T (1+$)2

1 =z =z * T= —2

5 €XP (In(1 + 6)];=7) + exp (In(1 + )]i=T) /1 exp ([~ In(1+ T>]T:§)W dt =

1 1 1/ 1 —2

(1 a4 (1 Lz .2 dt =

y+a) -5+ +o) 2/1 11t “(111)2



2

1 r—
4(1+:U)+(1+ac)/1 mdt:

1 ! -
4<1+x>+<1+w>[<1+t>2L1 -

1 1 1 1
4(1+x)+(1+$)<(1+x)2 —4> = it

c) Wir schreiben die Gleichung in der Form
y'(z) + 20y (z) + 2y(2) = g() . (%)
Wir setzen also a := —1, b:= 2 und g(x) := e” cos(z).
Wir gehen geméf der Ergénzungsvorlesung vor und betrachten zunéchst das folgende Problem
" (2) +wip(z) =0,  (z) #0

mit w? = b —a? = 2 — 1 = 1. Offenbar ist () := sin(z) eine Losung, die zumindest einer
Umgebung (etwa (0, 7)) der vorgegebenen Stelle z( := 7/2 nicht verschwindet.

Die allgemeine Losung von () erhalten wir dann durch die Losungsformel

z [T f(t)p(t)dt x
y(z) :6ax<(p(x)/ fm{ij(f)()dr—i—clap(x)/ (p(lT)QdT—l—c%o(x))

mit f(x) := e*g(x) = cos(x) und gewissen ¢y, c2 € R.
Es folgt

I /o cos(t) sin(t) dt ¢
y(x) = <s1n / dr + c¢; sin(z) / —5—dr + 2 sin(x)) .
sin?

(1) /2 sin?(7)

Wir berechnen die auftretenden Integrale:
t=1 1 1

[ eostsn@ai= [Fsnw] = Sentr) -5,

cos(t) sin(t) dt z 1gin2 1 x
/ I/Q dT:/ 4251n QT) 2dT:1x—1/ 21 dr,
sin? (1) /2 (1) 2 2 Jr 2 sin®(7)

/ 1 [ cos(T)yx _ cos(z)
—5 dr = | — — =

/2 sin®(7) sin(7) |, o sin(z)

Bemerkung: Die Idee fiir eine Stammfunktion zu ﬁ erhdlt man aus dem Vergleich mit

tan = (g2 = L.

Es gilt also

1 1 cos(z) —cos(x)

o) = (o) (g + 5 5) + o) Sy o)) =

e (;xsin(a}) + (% — 1) cos() + 3 sin(m)).

Mit den Anfangsbedingungen y(7/2) = 0, y/(7/2) = 0 bestimmen wir nun ¢; und co: Es gilt
0=y(n/2) = e”/Q(%w/Q -1+ 0+ c2-1) und damit ¢ = —m/4. Damit folgt

1

y'(z) = e” (233 sin(z) + (% — cl) cos(z) — %sin(x)—{—



1 1 . 1 . T
% cos(z) + 3 sin(x) — (5 - cl> sin(x) — 1 cos(a;)), also

1 1 1
0=y'(m/2) ze”/2<27r/2-1+0—1-1+2-1— (5-) .1_0> und damit ¢; = 0.
Wir erhalten also
(1 . 1 .
y(z) =e 5T sin(z) + 3 cos(x) — m/4sin(z) |.

Die obige Berechnung hat gezeigt, dal dies eine Losung auf (0, ) ist. Wie man aber leicht
nachpriift, 16st y die Diffrentialgleichung auf ganz R.
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