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Aufgabe 34

a) Fiir x # 1 gilt wegen 1 — 23 = (1 — z)(1 + = + 2?) [Diese Gleichheit erhilt man mit Hilfe der
geometrischen Summenformel 4.11 (1) oder der Polynomdivision (1 — %) : (1 — x).]

1 3 l+z+2%) -3 (@z—-1)(z+2) x+2

l—z 1—2a3 1—a3 (1—2)Q+z+22) 1+az+22
Damit ergibt sich fiir den Grenzwert

1 3 . T+ 2 1+2 3
_— = lm-—— = = =~ = 1.
l—2z 1—23 z—1 142+ x?

lim —

o1 141412 3

b) Setzen wir zur Abkiirzung a := /8 + z und b := 2, so ergibt sich mit der bekannten Glei-
chung a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?) [wieder geometrische Summenformel 4.11 (1) oder
Polynomdivision] die Darstellung

Byao—2=a—b= (V8 +a) — 2 - °
(V8+x)2+2v/8+x+22 (V8+xz)2+2v8+x+4
Folglich hat man nach Satz 8.3 und Beispiel in 8.6

V84 1z —2 1 1 1

lim = lim

z—0 x e0 (VBT a)?+2B+u+4 (V8)2+28+4 12

c) Dieser Grenzwert existiert nicht. Der Z#hler des Bruchs hat in = 3 ndmlich keine Nullstelle,
und wegen (2% — x)/(x +2) — 6/5 fiir x — 3 gilt

2—r—6 x—3 x+2

22—z 1 2?2 —x 400 fiir z — 3+,
. —
—oo fiir x — 3—.

d) Firalle xz > 1 gilt

CWEEIP-(E)? 4
=~ -~ sy L

und damit erhalten wir

1 1
\/$+1+\/x—1—2\/5:\/m+\/§—\/m+\/§
Ve =T+ Vo - (Ve +1+Ve) Vi—1-vz+1

Vet l+vo) (Vo 1+V2) (Vorl+ o) (Ve 1+va)
(z—1)—(z+1)
Vot 1+ Vo) (Vo —1+va)(Vo—1+Va+1)
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Insgesamt ergibt sich

lim $3/2(\/x—|—1+\/:n—1—2\/5)

r—00

—2q3/2

A Vr+14+ Vo) Vr—1+Vo)Vo—1+Vz+1)
~2 ~2 1
= lim .

Vit +)(V1-1/z+1)(VI-1jz+/1+1/z) 2:2:2 4

Mit der Reihenentwicklung von sin x hat man fiir jedes x # 0

1 1 z-sinz z—(z—g28+42°—..) b — G2’ +
sint x  xsinxz m(;g—%:ﬁ—}—..,) N ZEQ—%JLA—}—... ’
und hieraus folgt wegen der Stetigkeit von Potenzreihen (vgl. Satz 8.7)
1/ 1 1 Fzd — Lad+ ... F—gr? ... a4 1
lim<, —>:1im 3 15! = lim 32~ " i’!2 =3 -
z—0 ¢ \sinz =z z—0 x3—§x5+... =0 1 — 522 4 ... 1 6
f) Wir erhalten wegen lim,_,o Sigz =1 (vgl. Beispiel in 8.4)
esin:r -1 esinm —1 sinz esinm -1
limzlim( - . )zlim,.
z—0 x z—0 sm T x z—0 SInx
Bei dieser Umformung muss man beachten, dass aus lim;_.q Sig‘r = 1 insbesondere folgt, dass
sinx # 0 in der Ndhe von xg = 0 gilt.
Fiir jede Folge (z,,) mit 2, — 0 und x,, # 0 hat man also sinz,, — 0 und sinz,, # 0 fiir fast
alle n. Daher folgt aus lim,_.g % =1 (vgl. Beispiel in 8.4)
esin'a:n - ]. n—oo 1 )
sin z,,
Demnach existiert der zu untersuchende Grenzwert: lim,_.q 651“:71 = 1.
Aufgabe 35
a) Die rationale Funktion z — i;:i;ﬁ ist nach Beispiel in 8.3 auflerhalb der Nullstellenmenge

b)

des Nenners stetig. Wegen 22 — 4z + 3 = (z — 1)(x — 3) verschwindet der Nenner fiir z = 1

oder x = 3. Daher ist x — zz:igig auf R\ {1, 3} stetig, so dass auch f auf R\ {1, 3} stetig

ist. Nun gilt fiir z € R\ {1,3}
> —3x+2 (z—-1)(x—2) x-2

I = T s -)@-3) -3

Somit ist lim, .1 f(z) = =2 = 3 = f(1), d.h. f ist auch in der Stelle 1 stetig. Da 3 eine

2 —3z+2
) z2—42+3
lim,_.3 igiiiig nicht (vgl. Aufg. 34 ¢)). Also ist f in 3 unstetig (unabhéngig davon, was der

Funktionswert f(3) tatséchlich ist).

Nullstelle des Nenners und keine Nullstelle des Zahlers von

ist, existiert lim, .3 f(x) =

Wegen z2 + 2z — 15 = (z — 3)(x + 5) ist dieser Ausdruck fiir # € [—7, —5] nichtnegativ, 23
hingegen negativ, also gilt f(x) = 23 fiir z € [-7,—5]. Fiir x € [0,3] ist (z —3)(z +5) <0
und 23 > 0, also gilt f(z) = 2% + 2z — 15 fiir z € [0,3]. Fiir x € [-1,0) ist 2® € [~1,0),
aber 22 4+ 2r — 15 < 14+ 0 — 15 = —14, also gilt f(x) = 2% + 22 — 15 fiir € [~1,0). Das
Minimum zweier stetiger Funktionen g und h ist als Komposition stetiger Funktionen stetig:
min{g,h} = %'g*h' (vgl. Aufgabe 8 vom 2. Ubungsblatt). Daher ist f jedenfalls auerhalb
{—5,—1} stetig. Da 22 + 27 — 15 und = + 5 in —1 nicht denselben Wert annehmen, gilt

Jim fo) =47# 16 = f(-1) = lim f().

Nach Satz in 8.10 ist f in —1 nicht stetig. Entsprechend gilt, da 2> und x + 5 an der Stelle
—5 verschieden sind, dass f in —5 nicht stetig ist.



Aufgabe 36

a) Wir definieren die Funktion h : [a,b] — R durch h(z) := 2 — g(z). Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig. Wegen g¢([a,b]) C [a,b] gilt h(a) = a — g(a) < a —a = 0 und
h(b) =b—g(b) > b—b = 0. Daher liegt yp := 0 zwischen den Funktionswerten h(a) und h(b).
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es (mind.) ein zg € [a,b] mit h(xzo) = 0, d.h. g(xg) = =o.

b) Auf dem Intervall [0,2] ist f nach Satz 8.3 stetig. Zudem ist fiir > 0 offenbar f(z) > 0 und

flx) =231 — 1 L <1 Deshalb gilt fiir die stetige Funktion f : [0,2] — [0,2] gemiB a):
43 z+3

Es gibt (mindestens) ein g € [0,2] mit f(x¢) = zo. (Solch ein z¢ heifit Fizpunkt von f.)

c) Wir verifizieren zunéchst, dass die Funktion f : [0, 2] — [0, 2] monoton wachsend ist. Fiir alle
x,y € [0,2] gilt ndmlich
1 1 1 1
<

>— = 1- <l—-—
z+3 " y+3 T+ 3 y+3

x<y f@) < f(y).
Nun zeigen wir, dass die Folge (yn)nen,, definiert durch yo € [0,2] und yy, = f(yn—1) fiir
n € N, monoton ist. Dazu unterscheiden wir zwei Félle:

Fall yo < f(yo): Die Folge (yn)nen, ist monoton wachsend, d.h. Vn € N: y,,_; < y,. Denn:
IA: n=1. Esist yo < f(yo) = v1.
IS: Sei n € N. Es gelte y,—1 <y, (IV). Da f monoton wachsend ist, folgt

I\
Yn = f(yn—l) < f(yn) = YUn+1 -

Fall yo > f(yo): Die Folge (yn)nen, ist monoton fallend, d.h. Vn € N: y,,_1 > y,.
Dies kann man dhnlich wie eben durch vollstdndige Induktion beweisen.

AuBlerdem gilt yo € [0, 2] und y,, = f(yn—1) € [0, 2] fiir alle n € N, also ist (yn)nen, beschrénkt.
Die beschrénkte und monotone Folge (yn)nen, konvergiert nach Satz 6.4.

Bemerkung: Macht man in der Rekursionsformel y,+1 = f(y,) den Grenziibergang n — oo
(und beachtet dabei die Stetigkeit von f), so ergibt sich fiir den Grenzwert a der Folge (y)
die Gleichung

a= lim y, 1 = lim f(ya) = f(a),

d.h. a ist Fixpunkt von f. Rechnen wir a aus: Es gilt a = Z—ig Nach Multiplikation mit a + 3

erhiilt man die quadratische Gleichung a? 4+ 2a — 2 = 0 in a, die genau fiir a = —1 + v/3 oder
a = —1 — /3 erfiillt ist. Wegen y,, > 0 fiir alle n € Ny muss a > 0 gelten, also a = —1 4+ /3.

Aufgabe 37

n—oo

a) Esgilt f,(0) =0 fiir alle n € N, also f,,(0) —— 0. Fiir z > 0 gilt

z +nz? + nx B az/n—}—xQ—i—x nooo T2 AT

= = 1.
1+ nx I/n+x v

fa(z) =

Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die Funktion f : [0, 00) — R mit

0, z =0,
f(x)_{x—Fl, x>0

Auf [0, 00) ist die Konvergenz nicht gleichméBig, da die Funktion f in 0 unstetig ist, alle f,
dort aber stetig sind (vgl. 8.8 (d)).



b)

Auf [a, 00) mit einem a > 0 liegt dagegen gleichméBige Konvergenz vor. Fiir jedes x € [a, 00)
gilt nédmlich

T+ na’ + nx x+nz?+nr — (z+1)(1 + nx)

_ _ _ | =
al) = fla)| = | ) =
r+nrl4+nr—z—nx:-—1-nzx -1 1 n—o0
= = S ::an 0.
1+ nx 14+ nz 1+ na

Nach 8.8 (a) konvergiert (f,,) auf [a, c0) gleichméfig gegen f.

Es gilt f,(0) =1 fur alle n € N. Ist = € (0, 1], so folgt |1 — x| < 1 und damit
falz) = (1 —2)" === 0.

Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die Funktion f : [0,1] — R mit
o-{o s

Auf [0,1] ist diese Funktion unstetig, im Gegensatz zu den Funktionen f,; also kann die
Konvergenz auf [0, 1] nicht gleichméBig sein (vgl. 8.8 (d)).

Auf [%, 1] liegt jedoch gleichméfBige Konvergenz vor: Fiir alle z € [%, 1] gilt wegen |1 — z| < %
[fu(@) = f(@)] = [fu(x)| = |1 —2)" = 1 — =" <277,
und nach 8.8 (a) bedeutet dies gleichméfige Konvergenz.
Offenbar gilt f,(0) = 0 fiir alle n € N. Fir € (0,1] ist ¢ := 1 — 2 € [0,1) und es ergibt sich
fn(2) = nzg™ 2= 0.

(Dass ng" — 0 fir n — oo gilt, folgt daraus, dass wegen /ng” — ¢ < 1 fiir n — oo die
Reihe iiber ng™ konvergiert.) Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die
Funktion f mit f(x) =0 fur alle x € [0, 1].

Obwohl die Grenzfunktion f stetig ist, liegt keine gleichméfBige Konvergenz vor: Geméfl De-
finition konvergiert die Funktionenfolge (f,) gleichméfBig auf [0, 1] gegen f, falls

Ve >03dng e NVn>no Ve e [0,1]: |fulz)— f(z)| <e

erfiillt ist. Negation liefert die Bedingung, dass die Funktionenfolge ( f,,) nicht gleichméfig auf
[0,1] gegen f konvergiert:

Je>0Vng e NIn>ng Iz €[0,1]: |fulz) — f(x)] > e.

Wegen
1 _ 1 1 _ _ 1I\—mn __ 1 1y\—n N—o0 1
G =n a7 -aq1)" = iqGR)" =m0 ) " = mm+ )™ ——e

gilt |fn(%ﬂ)| > e~ ! fiir fast alle n € N.

Ist € := %6*1 gesetzt, dann finden wir also zu jedem ny € N ein n > ng und ein z € [0, 1] mit

|fn(x) — f(2)| = |fu(z)] > e (némlich z = n%rl) Dies schliefit gleichméfiige Konvergenz aus.



Aufgabe 38
a) Als Komposition stetiger Funktionen ist f auf [—1, 1]\ {0} stetig. Fiir z € [-1,1] \ {0} gilt

C1-V1—a? 14+V1—-a2  1-(1-2%) x
B x 1+vV1—22 z(1+VI—22) 1+vV1—22

Demnach gilt lim, ¢ f(z) = 0 = f(0), und damit ist f auch stetig in 0.

f(x)

(1)

b) Wir zeigen zunéchst |f(z)| < 1 fir alle z € [-1,1]: Fiir x € [-1,1] \ {0} gilt

(1) |z|

[f(@)] =

— < 7| <1
14+V1—22
———

>0

Wegen f(0) = 0ist |f(z)| <1 fiir alle z € [—1, 1] bewiesen. Hieraus folgt f([—1,1]) C [-1,1].

Nun zeigen wir [—1, 1] C f([—1,1]). Sei dazu yo € [—1, 1]. Dann liegt yo zwischen f(—1) = —1
und f(1) = 1. Aufgrund der Stetigkeit von f existiert nach dem Zwischenwertsatz ein xg €
[—1,1] mit yo = f(zo) € {f(x): = €[-1,1]} = f([-1,1]). Da yp € [-1, 1] beliebig war, folgt
—11] € £([-1,1)).
Insgesamt ergibt sich f([—1,1]) = [-1,1].

c¢) Um die Existenz der Umkehrfunktion von f nachzuweisen, verwenden wir folgendes Resultat:
Seien X,Y Mengen und f : X — Y eine Funktion. Gelingt es, die Gleichung y = f(z) durch

Aquivalenzumformungen (!) in die Form = g(y) zu bringen (wobei z € X, y € Y und
g:Y — X), dann ist f bijektiv und die Umkehrfunktion von f lautet g.

Fir x € [-1,1] \ {0} gilt

1—V1I— a2
y = f() = y=—" - — 1—a2y=+1-— 22

x
ity 1—2zy+2%? =1—22 — 22(1+y?) =2y
2
= z(1+y%) =2y — x = 1+yy2.
Fir x = 0 gilt y = f(0) = 0, also gilt auch hier z = 24 Die Rechnung zeigt: f besitzt eine
g 1+y
Umkehrfunktion, die durch
2y
-1
1,1 = [-1,1],
N e Aind R A )2

gegeben ist.

d) Seien x1, 23 € [~1,1] mit 27 < x9. Zu zeigen ist f~1(x1) < f~!(z2). Dies ergibt sich aus

1 o o 2m 2m 2mp(1+ 2}) — 221 (1+23)  2(z2 — x1 + vizy — 123)
f T (@) — [ () = 2 3 = 2 2 = 2 2
I+z; 1429 (1+23)(1+ z7) (1+25)(1 + 1)
_ 2(1’2 —x1 + $1I2(.’E1 — 172)) _ 2(1’2 — 1'1)(1 — $1$2) >0
(1+23)(1 + 27) (1 +23)(1 +=27) ’

denn wegen —1 <z <z < 1ist 129 < 1.

e) Da f~! die Umkehrfunktion von f ist, ist f die Umkehrfunktion von f~'. Da f~! streng
monoton wachsend ist, ist es ihre Umkehrfunktion f nach Satz 8.11 auch.
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