Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) WS 2011/12
Institut fiir Analysis

Priv.-Doz. Dr. P. C. Kunstmann

Dr. D. Frey

Hohere Mathematik I fiir die Fachrichtung Physik

Lésungsvorschliige zum 8. Ubungsblatt

Aufgabe 39

a) Ist f(z) = 0 fir alle z € R, so ist die Behauptung trivial. Sonst wihlen wir ein z; € R mit
f(z1) # 0 und setzen € := |f(z1)]. Wegen lim,—_ f(z) = 0 und lim, .~ f(z) = 0 gibt es
ein M > 0 mit

If(z)| <e fiir alle z < —M und fiir alle z > M.

Nach Definition von ¢ gilt z; € [—M, M].

Die stetige Funktion g : [-M, M] — R, = — g(z) := | f(x)|, nimmt auf der kompakten Menge
[—M, M] nach Satz 8.15 ihr Maximum an, d.h. es existiert ein zp € [—M, M| mit g(x) < g(zo)
fir alle z € [-M, M].

Fiir jedes z € [-M, M] gilt somit |f(z)| = g(z) < g(xo) = |f(x0)|. Auch fir = ¢ [-M, M] ist

xle[—M,M]

[f@) <e=I[flz)] < |f(zo)

b) Nach Satz 8.15 nimmt die stetige Funktion f auf der kompakten Menge [a,b] ihr Minimum
an, d.h. es gibt ein z¢ € [a,b] mit f(x) > f(xo) > 0 fiir alle x € [a,b]. Demzufolge gilt fiir
jedes x € [a, D]

1 1
— <

f(x) = f(o)

Die Funktion % ist also nach oben durch C' beschrinkt; eine untere Schranke von % ist z.B. 0.

= C < o0.

Aufgabe 40
a) und b) Laut Vorlesung gilt jedes = € (0, §)

sinz >0 und cosz > 0. (1)

Durch mehrfache Anwendung der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus erhalten wir

— cos T — T L T)—cosT cos™ — sin T sin T
0 =cos§ = cos(§ + §) =cos g cos g —sin g sin §

= cos(g + §) cos g —sin(g + §) sin g

6
— 2m _ n2m T T oin2 T 3m _ T Gin2 T
—(cos ¢ — sin 6)0086 2COS6SIH G = Cos” & 300868111 6
woraus
2w 2T
cos” g —3sin” § =0 (2)

aufgrund von (1) folgt. Da cos? & + sin® Z = 1 gilt, ergibt sich hieraus 4sin® Z = 1, also
1
3= ‘sin %‘ D sin %. Einsetzen in Gleichung (2) fiihrt auf cos® Z = 3sin2% = 3, woraus sich

cos § = %\/g wegen (1) ergibt. Aus den Additionstheoremen folgt weiter

)
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sin § = sin( = 2sin co V3,
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cos § = cos( 0s = sin §.
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Zusammen mit den in der Vorlesung berechneten Funktionswerten von Sinus und Cosinus
ergibt sich folgende Tabelle:

x 0 us us us s

6 4 3 2
sinz | 3v0 V1 V2 LV3 LV4
cosz | 3V4 V3 3V2 V1 3V0

Aufgabe 41

a)

b)

Um Real- und Imaginérteil von z; zu ermitteln, betrachtet man am besten die Polarkoordi-
naten von 1 — iy/3. Die Linge dieser Zahl betréigt

1-iv3| =12+ (-V3) = Vi=2,
und nun gilt es noch, das Argument von 1 —iy/3 zu finden, d.h. ¢ € (—7, 7] mit
1—i\/§:2ei‘p:2(cos<p+isincp), also cosgo:% und sing0:—%\/§.
Dies ist genau fiir ¢ = —%ﬂ' der Fall; damit ist 1 — iv/3 = 2e~7/3. Es folgt
2 = (1 _ i\/§)42 _ (26—i7r/3)42 — 942 ,42(—im/3) _ 942 —14mi _ 2427

denn e~ 14 = cos(—147) + isin(—147) = 1. Somit sind Re z; = 242, Im z; = 0, |21| = 2*? und
argz; = 0.

Wie zuvor gesehen, ist 1 + V3i = 2¢X5 . Damit erhalten wir

2ets 201 o 201 - ,
2y = ( e? ) - (el%) — 3201 _ 13dim _ cos (1347) +isin (1347) = 1.

2e'3
Also sind Rezo =1, Im 29 = 0, |22] = 1 und argzy = 0.
Es sei t € (0,27). Wegen e’ — e~ = 2isin ¢ fiir ¢ € R erhalten wir
2(t)=1—¢ = (e_it/2 — e”/Q)eit/2 = —2isin(t/2) e*/? = 2sin(t/2) /2

wobei fiir die letzte Umformung —i = e~""/2 verwendet wurde. Damit haben wir bereits die

gesuchte Polardarstellung von z(t) gefunden, denn fiir alle ¢t € (0,27) gilt sin(¢/2) > 0 und
$(t —m) € (—m, . Also hat z(t) die Linge 2sin(t/2) und das Argument (¢ — ).

Wir haben
z—e"%ﬂ—cos 51 + ¢sin 51 __}f_i\@
a a 4 4 ) 2 277

3 jlsm 157 o 157 B 71 o 7£ _1 _3'
Z"=e 4 =cCos <4 )+zs1n<4 = cos 1 + i sin 1 —2\[ 2\/5
Z150 _ ei75ffr = cos @ + 7sin @ = COS 31 + 4 sin 3j =

a a 4 1) 2 2 )= "

weil 750 = 93 - 8 + 6 und somit 20T = 93 - 27 4 5T ist.

und



Aufgabe 42
a) Firz,yecRmitz,y,z+y ¢ {n/2+kn:kcZ} gilt

tan(z-+y) sin(z +y) sinz cosy+ siny cosx cosx cosy (sors + EEZZ) tanx + tany
n(x = = = R = .
Y cos(z + y) COSZ CcOsy —SINT Siny  cosx cosy (1— %) 1 —tanz tany

b) GeméfB Vorlesung ist tan : (—7/2,7/2) — R streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.
Die Umkehrfunktion von tan heifit Arcustangens arctan : R — (—m/2,7/2). Also gilt

arctan(tan(z)) fir alle z € (—7/2,7/2),

=z
tan(arctan(y)) =y fiir alle y € R.

Nun seien z,y € R mit [arctanz 4 arctany| < 5. Wir setzen X := arctan(z),Y := arctan(y).

Mit Hilfe der Identitéit tan(X +Y) = % aus Teil a) erhalten wir

tan X + tanY z+y
) :arctan( )

X 4Y = arctan(tan(X +Y)) = arct (
+ arc an( an(X + )) arctan 1—tan X tanY - Ty

c) Fiir jedes y € R gilt

Y 1LY Y_ oY 9eY
Coshy—I—Sinhy:e—;e +e 26 :%:ey.

Damit ergibt sich fiir alle x € R und n € N

(coshz + sinhx)" = ()" = e"* = cosh(nz) + sinh(nz) .

d) Fiir jedes z € R gilt

y = Arsinh x <= x:sinhy:T — 2r=e¢eY—¢e"
G2 gV — e 1 = W 2e¥ =1
== () -eV+at=2+1 = (! =22+1
— | —z|=V22+1 <= e'=z+Va2+1 oder e =2— V2241
—_———
>|z|>z
<z—z=0

L2 g+ a2+l = y=log(z+V22+1).
e) Fiir jedes z € (—1,1) gilt
(e¥—e¥) e -1

_ 2y —
= — ) =-1-
(e¥+ev) e+l ez —1) v

14+ 14+ 1 14z
= = 2y:log< ) = y:§10g< )

Cl-z 1—=x 1—=x

y=Artanh x <= z =tanhy=

SN

— ¥

Aufgabe 43
a) Sei x > 0. Wegen der Injektivitét von log : (0,00) — R ist die gegebene Gleichung zV* =
(v/x)* dquivalent zu
log(zV") = log((vz)*) & Valogz=zlogyz & Valogr = izlogr & (Va—iz)logz=0.

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn logz = 0 (also z = 1) oder wenn /z = %x gilt.
Aus Letzterem folgt x = %xQ und damit z(1 — %l‘) = 0, also z = 4. (Man beachte = > 0.)
Somit gilt V% = (\/z)® genau fiir = 1 oder x = 4.



b) i) FirzeRist

2%71 + 3z+1 — 2x+4 + 3I71

<~ =
= 2°(3-2%=3"(1-3)
= 2°(-%)=3"(-3)

27 8/3 2\ 16
3 T 312 (3) " 93

16 log 3¢ log16 —log 93

= =1 — ) =9 .

T =082 (93> log 2 log2 — log 3

ii) Die Gleichung z'°810% = 100 2 ist nur fiir z € (0, 00) sinnvoll. Fiir x > 0 gilt

2198107 = 100 2 log (#1810 %) = log;,(100 z)

(logyo @) (logig z) = logy(100) + logo(z)
(logo ) —logye(x) =2 =0
(logyo — 2)(logyp(x) +1) =0
logigpx =2 oder logy(z)

x=100 oder z=10""=

—1

rreteae

1

-

c) Die Identitit logy(v/7 — v/3) = 2 — logy(v/7 4 v/3) folgt sofort aus
logg(\ﬁ — \/§) + 10g2(\ﬁ+ \/3) = 10g2((\f7 — \/§) . (\ﬁ+ \/3)) = logy(7 — 3) = log,y(4) = 2.

Aufgabe 44

a) Wir verwenden die Potenzreihen der vorkommenden Funktionen.

[

sinhz —sinz ($+%$3+--~)—(1’—%gj3+f...)

a4 a0 2021 2
z(coshaz — 1) (14 g22+--+)—1) TSR 3l 37

e

(Beim Grenziibergang kiirzt man mit 23 und verwendet die Stetigkeit von Potenzreihen.)

b) Auch hier kommen wieder Potenzreihen zum Einsatz:

x? z?loga

a® —cosz  (cosz?)(e

— Ccos )

tanz? sin x2
(cosz?)((1 + (22 loga) + o (z2loga)® + -+ ) — (1 — da? +—--))
r2 — %(.%2)34__...
(cos mz)(xz(loga + %) +-4) -0

= loga + 1.
22— L@ - 2

c) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass (e* —1)/z 220 gilt. Folglich ergibt sich

1 1 -
lim —2¥ — fim loi =1, denn logy maNy)
y—ly —1 y—1 eo8Y — 1

Wir setzen nun f(z) := %iﬁ’ Dann gilt f(z) =% 1 und wir erhalten
i (log((2))*) = lim (o + Dog f(@)) = Jim (@4 (/) - DL
— lim o+ D7) - 1)+ Jim BT i (o4 170 - 1)
. 2 . 2x+42
= dm et Doy = o =



d)

Fiir den zu untersuchenden Grenzwert ergibt sich also wegen der Stetigkeit der Exponential-
funktion

lim (f(z))*™ = lim elosf @)™ = exp( lim log(f(a:))‘“’l) —el=e.

T— 00 Tr— 00

Wieder untersuchen wir zunéchst den Logarithmus:

log((tan :J:)tan(%)) = tan(2z) log(tan z) = tan(2z)(tanx — 1)%

. —r/4
Genau wie eben folgt dann wegen tan z oon/d, 1

lim log((tan x)tan(%)) = lim tan(2z)(tanx —1).

xz—m/4 xz—m/4
Unter Verwendung der Additionstheoreme ergibt sich

tan(2z) (tanz — 1) = sin(2z) sinx — cosw _ 2sin(xz) cos(z) sinz — cos

cos(2x) CoS T cos? x — sin? x cos T
2sinx r—7 /4 2- %\/§
= — - — 1 1 =
cosz + sinx 5\/§+§ﬂ

Der zu berechnende Grenzwert ist somit e~ 1.
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