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Aufgabe 45
Zunichst sei n € N. Alle Funktionen f,, sind stetig an der Stelle 0, denn fiir x # 0 gilt

| fn(x)| = ‘a:" sin(x_1)| <z",

z—0

woraus fp(z) —— 0 = f,(0) folgt.
Die Funktion f, ist differenzierbar in 0, wenn der Grenzwert

lim M = lim = lim 2"~
z—0 xr—0 z—0 xT z—0

2" sin(z71) — 0 Lsin(z1)

existiert. Fiir n > 2 existiert dieser Grenzwert [es handelt sich dann um limg_.o fr,—1(x) = 0], fir
n =1 jedoch nicht: Fiir die Folge (z)), := ((5 + km)™!)), gilt ndmlich ), — 0 (k — c0), aber

fi(zx) — £1(0)

: - (T k
p— =sin(z, ') = sin(§ + km) = (—1)

konvergiert fiir & — oo nicht.
Da fo(x) = sin(z 1) fiir x # 0, zeigt diese Uberlegung auflerdem, dass fo in 0 nicht stetig ist. Nach
Satz 10.1 ist fy in 0 auch nicht differenzierbar.

Aufgabe 46
a) Nach Definition gilt f(z) = 2 V% = €!°8® V7 fiir jedes = > 0.

Ist g: (0,00) — R,z + log(z)¥x gesetzt, so ist f(x) = 9@ = E(g(z)). Die Kettenregel
liefert
fl(z) = E'(g(x)) ¢'(z) = E(g(x)) d'(x) = () g'(z), @€ (0,00).

Weiter gilt nach der Produktregel

. 1. 1 (341
o/ (x) = log! (@) Vi Hlog(z) (%) = L Y 4log(a) L am2r0 = VECTIBE) =y g o),
also Y= (311
filay = VOB by e 0.00).
3z
b) Anwendung der Produkt- und Kettenregel liefert fiir jedes x € R
f'(z) = —2sin(2x) 5% + cos(2x) 5% cos x = (cos(2x) cosx — 2sin(2z)) esne

c) Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man fiir jedes z € (1,00)

11
"(z) = log’ (1 log’ (z) = S
f'(xz) = log'(log z) log'(x) gz z
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d) Fiir jedes z € (0,7) gilt [Man beachte sinz > 0 fiir alle z € (0,7).]
f(x) = 2°7 (sinz)® = elog@)sine loglsinz)z _ log(z)-sinatlog(sine)x _ p(1og(1)-sin z4log(sin z)-z) .

Mehrmalige Anwendung der Ketten- und Produktregel ergibt fiir jedes = € (0, 7)

/

f'(x) = E'(log(z) - sinz + log(sinx) - z) - (log(x) - sinx + log(sinz) - )

1 3
= E(log(z) - sinx + log(sinz) - x) - (— sin x + log(x) cos(x) + (;_Ob$ x + log(sin x))
x inz

sinz /. g (SIDT x . >
2% (sinx) ( Tt og(x) cos(z) + o og(sin z)

Aufgabe 47

a) Wir betrachten die Funktion f: (0,00) — R, y — cos /y. Die Kettenregel liefert, dass f auf
(0, 00) differenzierbar ist mit f/(y) = —;1?/@\/5 fiir alle y > 0. Nach dem Mittelwertsatz existiert
zu jedem x > 1ein &, € (r — 1,z + 1) mit

fle+1) - flz-1)
(x4+1)—(z—-1)

o cosvr+1—cosyvor—1 —siny§,

Hieraus ergibt sich die Abschitzung

i 1 &€(@-lz+l) |
‘COS\/(L’—FI—COS\/{L‘—l‘: SH\I/{& < Ve < Nt
x x -

Wegen lim,_, o ﬁ = 0 ist der zu bestimmende Grenzwert 0.

b) Fiir t > 0 setzen wir f(t) := tlogt. Dann ist f differenzierbar mit f/(t) = 1-logt +t- 1 =
1 +logt. Zu z > y > 0 existiert gemafl Mittelwertsatz ein £ € (y, z) mit

zlogz —ylogy = (z —y) f'(§) = (z —y)(1 +1og&) < (z —y)(1 +logz).

Aufgabe 48

a) Esgilt f/(z) = 8(e* +4)72 - 2% = 16e2"(e2* + 4)~2 > 0 fiir alle x € R; also ist f streng
monoton wachsend und damit injektiv. Wegen

1—(f(2)> =1— (1 =8(e> +4)™)> = 1 — (1 — 16(e** +4) ! + 64(e** +4)7?)
=16(e* +4)71 — 64(e* +4)7? = 16(e* +4) 7 2((e** +4) — 4) = 16e**(e*" +4) 2
gilt auch die behauptete Gleichung.

b) f hat als Bildbereich (—1,1), denn z + (e** + 4)~! hat als Bildbereich (0, ). Da stets
f'(x) # 0 gilt, liefert der Satz iiber die Umkehrfunktion, dass f~1: (—1,1) — R differenzierbar
ist mit

1 2) 1 1

-y = = = ir alle — .
U0 = 51y ~ T guimE 1o releve b

c) Wir lésen f(z) =y nach z auf:
1-8(e*+4) "=y <= (1-y) ' =% +4) = 8(1—y) ' —4=¢€*
— z = 3log(8(1— y) - 4).
Damit ergibt sich fiir jedes y € (—1,1)

1 8 4 4 1

R B (i (7 R (i e T el




d) Bsgilt f0)=1-5=—5 f(0)=1- (=5 =25, /(=5 =0uwd (/7)(=5) = T
T(x) = f'(x0)(x — xo) + f(x0), also T(x) =300 —3

ist die Gleichung der Tangente an das Schaubild von f in zg = 0. Die Tangente an das
Schaubild von f~! in yo = —% hat die Gleichung

Ty) = (W) y—vo)+f '), also T(y)=21y+1.

Aufgabe 49

a) Hier kann man die Regel von de I'Hospital zweimal anwenden (jeweils fiir ,,%“; die Ableitung
des Nenners hat in der Nihe von 1 keine Nullstellen). Wegen (z%)" = (e*1°8%) = 2%(xlogz) =
x”(1 + log z) ergibt sich

. % —x . 2®(1+logz) —1 . 2%(1+logz)®+2"L 141
lim ———— = lim - = lim : = =—-2.
z—11—xz+logxr z—1 -1+1 z—1 -4 —1

b) Wir versuchen, ob wir die Regeln von de 1'Hospital anwenden kénnen. Hier konvergieren
Zéahler und Nenner gegen 0, die Ableitung des Nenners ist in der Ndhe von 0 ungleich 0, aber

lim M i 22 cos(1/x) + 22 sin(l/x)x% i 22 cos(1/z) + sin(1/x)
z—0  (sinz)’ z—0 CoS & z—0 CoS T

existiert nicht, denn fiir z,, := ((n+ 3)7)~! hat der Bruch den Wert (—1)"/ cos z,,. Die Regel
von de I’Hospital ist nicht anwendbar; der urspriingliche Grenzwert existiert aber:

2
. x?cos(l/x .
lim # = lim —
z—0 s x z—0 SInx

~zcos(l/z)=1-0=0.

c¢) Auch hier kann man die Regel von de I'Hospital zweimal anwenden (jeweils fiir ,,%“; die
Ableitung des Nenners hat in der Nihe von 0 keine Nullstellen). Wir erhalten

22 . 2 .
I e — 14+ zsinz . —2ze +sinx + xcosx
im = lim

X

~ lim (422 — 2)e™ + 2cosx — wsin B
a;_>() _x2(1 2)—3/2 _ (1 _ xQ)—l/z ) -

2

Alternativ kann man hier die Potenzreihendarstellungen von e und sin x verwenden:

e —l4asing | (1—a®+% 2 4 )1+ @2 -4 42— )
lim = lim

=01 —g2+4+22—-1 20 V1—z24+22 -1

1 a2 1 22 2B(WV1-—a2—22+1
S S SV ] i ekt s
x—0 2 3‘ 3' 5' 1—z¢—2x +2$ —1

Aufgabe 50
Fiir A > 0 ist die Funktion fy: R — R gegeben durch fy(z) := arctan(A\z).

a) Esgilt f1(0) = 0. Da f) injektiv ist, besitzt f) keine weiteren Nullstellen.
b) Nach der Kettenregel ist die Funktion f3 auf R differenzierbar mit

f4(z) = arctan’(3z) - 3 = 1_”3333)2 , z €R.



Die ersten beiden Iterationsschritte des Newton-Verfahrens mit Startwert xg = % lauten

fa(xo) 1 arctan(1) 1 27 1 =
Ty T3 3 T3 34 3 6’
3(z0) TH
1 tan(1— %) 1 1+ (1-2)?
To =1 _fg:(ml):7_z_—arc ang 2):7—5—7—’_( 2 arctan(l — 7).
Bl "3 6 ity 306 3

Sei zp € R mit |zg| > % Wir wollen zeigen, dass das Newton-Verfahren nicht konvergent ist,
d.h. dass die durch

Tn+l = Tn — fé\(xn)_lf/\(xn) , n < I\IO s

rekursiv definierte Folge (2, )nen, nicht konvergiert. Zuerst beweisen wir mittels vollstédndiger
Induktion: |z,,| > % fiir alle n € No.

IA: n = 0. Nach Wahl des Startwerts zq ist |zo| > % erfiillt.
IS: Sei n € Ny. Fiir dieses n gelte |z,| > % (IV). Zu zeigen ist, dass dann |z,41]| > % gilt.
Per Definition gilt

Ty = Ty — f?(azn) e %(/\xn) o arctan(\z,) (1 + \2z2) .

Nach (IV) ist A |z,| > 2. Wegen der Monotonie von arctan folgt arctan(A |z, |) > arctan(2) > 1
und damit

tan(Azy,) (1 + A2 1+ A2
arctan( l‘n/)\( + Axy,) = arctan(\ |z,|) (—i')\xn) >1- )\m% = Nzy| |zn] = 2|2y -
——
>2
Die umgekehrte Dreiecksungleichung liefert
arctan(Az,,) (1 + \222 1v) 2
o] > | RO LENED | > | — | = ] > 2
A A

Daher ist (x,,), keine Nullfolge, d.h. (2, )nen, konvergiert nicht gegen die Nullstelle von fy.
Dem vorigen Induktionsbeweis kénnen wir entnehmen, dass (2, )nen, divergiert: Wegen

arctan(\z,,) (1 + A\2z2)
A

4
|Tpy1 — x| = > 2|x,| > " fiir alle n € Ny

ist (n)nen, keine Cauchyfolge in R und somit divergent.

Aufgabe 51

Die Funktion f: (0,00) — R, z — 8% ist auf (0, 00) differenzierbar. Um das Monotonieverhalten

T

von f zu untersuchen, betrachten wir f’. Fiir jedes x > 0 gilt

1

f,()_g-:z—(loga:)-l_l—logac >0 fir z <e,
7= x? 2 <0 firz>e.
Somit ist f auf { Eg’i))) streng monoton { ;:ilce };S;nd . Fiir 2,y € (0, 00) ergibt sich

. . Exp.fkt. streng mon. wachsend
¥ >y = €Y log(z) , gu-log(y) £

<2 ) @) > 1),

y - log(z) > z - log(y)

Da m > e und f auf (e,00) streng monoton fallend ist, folgt f(7) < f(e). Deshalb liefert obige
Aquivalenzkette e™ > 7€,
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