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Aufgabe 58

Sei f:[1,2] = R, x+ €. Zuerst bemerken wir, dass f als stetige Funktion iiber [1, 2] integrierbar
ist. Betrachten wir fiir ein n € N die Zerlegung Z, = {zo,z1,...,2,} des Intervalls [1,2] mit
xj:=14j/n fir j € {0,1,...,n}, so gilt fir die Teilintervalle I; := [x;_1, ;]

mj = inf f(I;) = f(zj—1) = "1 und M; :=sup f(I;) = f(zj) =e"7,

denn f ist monoton wachsend. Somit ergibt sich wegen |[;| = z; —z;_1 = % fiir die Untersumme
von f beziiglich Z,

n n n n n—1
evi 1 - e . e
sp(Zn) = my|I;| = = eI BN/ SN ety
=1 =1 j=1 =1 =0

— (el/myn —
_e 1 (e'/™) _ e(l1—e) —ele—1) 1/n pooo
n 1—el/n n(l — el/m) el/n —1

und daraus folgt fiir das untere Integral von f
sy =sup{ s¢(Z): Z ist Zerlegung von [1,2] } > lim s¢(Z,) =e(e—1).
n—oo

Fiir die Obersumme von f beziiglich Z,, erhélt man

zn>=iMj|fj|= " Zelﬂ/": Z(“ Mor(Za),
j=1 j=

so dass auch S¢(Z,) — e(e — 1) fiir n — oo folgt. Damit besteht die Abschitzung
Sy =inf{ S¢(Z) : Z ist Zerlegung von [1,2] } < lim S¢(Z,) =e(e—1)
n—oo
fiir das obere Integral. Da stets sy < Sf gilt haben wir e(e — 1) < sy < Sy < e(e — 1), d.h.
sy =Sy =-e(e—1), und dies bedeutet fl x)dr = e(e —1).
Bemerkung: Alternativ kann man nur sy berechnen und dann Satz 11.6 anwenden. Da f € R[1,2]
ist, folgt aus lim, oo s¢(Zn) = e(e — 1) direkt, dass sy = Sy = fl x)dx =e(e — 1) gilt.
Aufgabe 59
a) Fiir jedes n € N gilt

1 & ”(k k—l) "y
n
k=1 k=1

Ist x,gn) ::%fﬁrk:O,l,...,n gesetzt, so ist Z,, := {xon ,xgn) ...,x%")}:{o,%,... n-l 1}

9 ) n
= (xgn),x;”), . (n)) (L,2...,1) ein zu Z, passender

und erhalten eine Riemann-Summe

eine Zerlegung von [0, 1] und &™)

Zwischenvektor. Wir deﬁnieren f:00,1] 5 R, 2+ e ®

or(€™, Z,) =37 1( - x,&n)l)f(m(n ) Shi(E— @)6_% Da f als stetige Funktion
iiber [0,1] integrierbar ist und da |Z,| = £ — 0 (n — oo) gilt, ergibt sich gem#B Satz 11.6
lim — b= i de=[ e*de=1-¢e'=1-1.
S S e
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b) Hier betrachten wir die Zerlegung Z,, := {0, %, %, ..., 3} des Intervalls [0, 3] und den passenden

Zwischenvektor £ := (L 2 3). Erneut konvergiert die Feinheit von Z,, fiir n — oo gegen
n’n

Null. Mit der Funktion g: [0,3] — R, z + sin(7z) gilt nach Satz 11.6

1, 1 n L km\ _ 1 on k k—l L km\ _ 1 (n) Z o 3 d
i 3 sin(iF) = 3 (= 5 snlE) = f ol 20) = [T
3 —_—
:/ Sin(ﬂ'x)dx:M:g,
0 ™ m

Aufgabe 60

a) Hier kann man sofort eine Stammfunktion hinschreiben:
' 3 1 41 1(qd 4
/0 (1+22)° de = g(1422) |, _, = 53" —1%) =10.

b) Wir zerlegen das Intervall:

2 1 2 1 2
/ ]m—l]dx:/ \x—l\dx+/ \x—l\dx:/ (l—x)dac—i—/(:r—l)dx
) -2 1 -2 1

1 2
)|+ (a* - a)|,

~ (o~}
(- -(2-2+@-2) - (}-1) =5.

2 2

c) Wegen (sin’z)’ = 2sinzcosz ist § sin” z eine Stammfunktion von sin z cos z:

/2
/ sinz cosz dx = %sin%v‘;rfo = %(sinz(%ﬂ) — sinQ(O)) =i1-0=1.
0

d) Auch hier kann man die Stammfunktion leicht finden:

1 x 1 [/t —8x
——dr = —— ——dx
0 9 — 4x2 4 /o 2v/9 — 422
1
=19 —4?| = L(V/5-V9)=13-V5).

=0

e) Hier wenden wir die Substitutionsregel mit g(t) = v/t an. Wir ersetzen also v/t durch x und
g (t)dt = (24/t )~1dt durch dz. Dabei miissen wir auch die Integrationsgrenzen anpassen:
t = 1 entspricht x = ¢g(1) = 1 und ¢ = 4 entspricht x = g(4) = 2.

4 1 49 1
/1\/5(1+\/5)dt:/1 vt o

2
2 ) .
e e 2, = 20s) - @) =212

f) Um dieses Integral zu berechnen, verwenden wir partielle Integration fiir f(x) = logx und
¢ (z) =z. Mit f'(z) = 27! und g(z) = 2?2 folgt

/1 rlogade = / f(@)d (@) dz = f@)g(@)|"_, - / F(@)g(x) do

€
1.2 ¢ _
=5 logm‘le /1

=3¢ = (12") o =3

(&
22rtde = %(62 loge —log1) — /1 twdy

N[

e — %(62—1) = %(624—1).



g) Sei k € Z. Wir betrachten zunéchst das Integral ohne Betrag:

km
/ sinxdr = — cosx}ii(k_l)ﬂ = — cos(km) + cos((k — 1)m)
(k—1)m -

— (1 (D = (D) + DD =2

Da die Sinusfunktion ihre Nullstellen genau in km mit & € Z hat, ist sinx auf dem ganzen
Intervall [(k — 1), km| entweder > 0 oder < 0. Folglich gilt nach Satz 11.3 (2)

km km
/ |sinz| dx = ‘/ sinz dz
(k=) (k=)

h) Wieder kommt partielle Integration zum Einsatz: f(z) = sinz und ¢/'(z) = sinx.

/0 (sinz)?dz = sinz - (— cos :L‘)|;r:0 - /0 cosz - (—cosx)dr = /0 (cos z)? dx

- [(1 ~ (sin2)?) do =7 — /Oﬁ(sinx)Q dz.

Betrachtet man nun den ersten und letzten Term in dieser Gleichungskette, so folgt

s ™
2/ (sinz)?dz =, also / (sinz)? dx = im.
0 0

=2.

i) Wir substituieren zuniichst ¢t = \/z, d.h. z = t2. Dann ist dr = 2t dt und aus x : 1 — 4 ergibt
sich t:1 — 2, also ist

4 2
/ arctany/ vz — 1dz = / arctan(vt — 1) - 2t dt;
1 1
nun substituieren wir u = v/t — 1, also t = u? 4+ 1, dt = 2udu, t: 1 — 2 wird zu u : 0 — 1,
1 1
= / arctan(u) - 2(u? + 1) - 2udu = / (4u> + 4u) arctan(u) du .
0 0

(Natiirlich hitten wir die beiden Substitutionen auch zu einer zusammenfassen kénnen.) Dann
fiihren wir eine partielle Integration aus mit f(u) = arctan(u) und ¢'(u) = 4u? + 4u:

1
= (u” + 2u®) arctan(u) ‘uo_/o ("t 2u )1+u2 du
1(u2—|—1)2—1 1 I
~ 3arctan(1) — [ e ED =L s *+1)d /d
arctan(1) /0 112 u=ym /()(u+)u+01+u2u

=3r— (%u‘3 + u)‘izo + arctan(u)‘izo =3r—3+ir=m—1%.

Aufgabe 61

a) Wir verwenden partielle Integration mit f(z) = arcsin z und ¢'(z) = 1:

/ arcsin x dr = / 1-arcsin z dxr = x arcsin = — / x arcsin’(z) dx

r = x arcsin x + V1 — x2.

x
rarcsin x — | ———=d
/ V1—a?
b) Hier substituieren wir u = e®. Dies liefert du = e* dx und damit
e’ 1
/ T dx = /u2 1 du}u:ez = arctan(u)‘u:em = arctan(e”).
c) Wir substituieren u = 1 — x. Dies liefert du = (—1) dz, also

x 1—-u -
/ Viao / v DUl = J@ B, = -2

=2(1-2)3? —2(1 - x)"/2.




Aufgabe 62

Wir betrachten die Funktionen f: R — R, x +— [ sin(e’) dt und g: R — R, z > sinz.

Dann ist f nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf R differenzierbar mit
f'(z) = sin(e®). Bekanntlich ist auch g auf R differenzierbar mit ¢'(z) = cosz. Wegen F(x) =
flg(x)) = (f o g)(z) liefert die Kettenregel, dass F' auf R differenzierbar ist mit

F'(z) = f'(g(x)) ¢'(z) = sin(e5™®) cos(z) fiir jedes z € R.

Aufgabe 63

a)

b)

In der Ubung wurde gezeigt: Ist f : [a,b] — R beschrinkt und hat hichstens endlich viele
Unstetigkeitsstellen in [a,b], so gilt f € Ra,b).

Seien f € Rla,b] und g : [a,b] — R beschrinkt. Es gelte f(x) # g(x) fiir héchstens endlich
viele z € [a, b].

Setze h := f — g sowie M :={z € [a,b] : f(x) # g(x)}. Wegen h(z) = 0 fiir alle x € [a,b] \ M
ist h auf [a,b] \ M stetig. Da M (nach Voraussetzung) endlich viele Elemente enthélt, ist A in
hochstens endlich vielen Stellen in [a, b] unstetig und damit gemé&f obiger Aussage iiber [a, b]
integrierbar. Nach Satz 11.3 (2) gilt nun mit h, f € R|a,b] auch g = f — h € R|a, b).

Es verbleibt f: hdxr = 0 zu beweisen, denn dann liefert Satz 11.3 (2): f;gdaz = f; fdz.
Wegen | f; hdz| < f; |h| dx geniigt es zu zeigen:

b
/ hldz = 0.

Es gilt |h(z)| > 0 fiir alle x € M und h(z) = 0 fiir alle x € [a,b] \ M. Da M endlich ist,
folgt s)5(Z) = 0 fiir jede Zerlegung Z von [a, b]. Demnach ist das untere Integral s, = 0 und

wegen h € Rla, b] ist f: |h| dz = s = 0.

Es sei zundchst n = 1. Wir betrachten die Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R, p(z) = ¢
fir x € (a,b). Die Funktionswerte in den Randpunkten sind nicht vorgegeben. Ferner sei

@ [a,b] = R, §(x) = ¢ fiir x € [a,b]. Dann ist ¢ beschréinkt, ¢ € Rla,b] und p(z) = ¢(x)
fir x € [a,b] \ {a,b}. Nach a) gilt folglich ¢ € R]a,b] mit

/abSO(x) dx = /abé(x) dz = c1(b— a).

Sei nun n € N beliebig. Nach obiger Uberlegung ist ¢ auf jedem Teilintervall [j_1,25], 7=
1,...,n, integrierbar mit

[ etade = cia; - ,-0)

i1
Die mehrfache Anwendung von Satz 11.7 (1) liefert nun, dass ¢ € R]a, b] ist mit

n

/abso(x) dr = Zl / p(a)dz =) ej(@j = j1).

Tj—1 j=1
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