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Aufgabe 64

a) Ausy = (z+ %)y folgt durch Trennung der Verénderlichen %’ = —i—% und wir erhalten durch
Integration fiir z # 0

/
2
log(|y|) = /Zdy = /.Z‘ + - dz = 2% + 2log(|z]) + ¢ = $2% +log(2?) + ¢ fir c € R.
Hieraus ergibt sich

ly(x)| = @ /2 Hlog(@*) te fiir c € R,

also

y(z) = e 2? v’/ oder y(z) = —e2? e/ fir c € R.

Da iiberdies y = 0 eine Losung der gegebenen Differentialgleichung ist, folgt

y(z) = C e/ fir C € R.

b) Hier handelt es sich um eine lineare inhomogene Differentialgleichung. Die Losungen yg der
homogenen Gleichung y};, = 2zyy sind yg(z) = ce”” fiir ¢ € R. Die Losungen y der inhomo-
genen Gleichung 3’ = 2zy + x kann man mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel

x
y(zr) = ce® + e””z/ e tat
0

erhalten. Wegen

ist
y(z) = ce” —%Jr%@xQ:C@mQ_% fir C € R.

¢) Die homogene Gleichung 3’ + ycosxz = 0 bzw. ¢y = —y cosz hat die allgemeine Losung

yH(fL') — ef*COSIEd[Z‘ — e*Sln$+C — Ce*SlI’llE fur c e R

Eine Losung yp der inhomogenen Gleichung 3’ +y cos z = sinz cos z finden wir mit Variation
der Konstanten

_si i . Subst. t=sinz _gj
yp(x) = e “nx/e“”sm:n cosx dx = e bl]”/tet dt|,_. .

partilnt. e sinr (tet - /et dt‘t:sin :1:) = e (tetL —e + C’ltzsin x)

= e*Si”(sinxeSi”—eSi”—i—C) =sing — 1+ Ce 5107 fir C eR.

Beispielsweise fiir C' = 0 ist yp(z) = sinz — 1. Die allgemeine Losung y der Differential-
gleichung 3 + ycosx = sinx cosx erhalten wir, indem wir zu einer speziellen Losung des
inhomogenen Problems yp die allgemeine Losung yr des homogenen Problems addieren:

y(x) = yu(z) +yp(z) = ce” ST Lging — 1 firceR.
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Aufgabe 65
Gesucht sind alle Losungen des Anfangswertproblems

/o __ 22
yo = avl=y, (AWP)

y(0) = wo, wobei yo € [-1,1].

Man kann sofort ablesen: Jede Losung y der Gleichung y' = x4/1 — y? ist auf (0,00) monoton
wachsend (weil dann 3/(xz) > 0 fiir alle z € (0,00) gilt) und auf (—oo,0) monoton fallend (weil
y'(z) <0 fiir alle z € (—00,0) gilt).
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Richtungsfeld von ¢y’ = x+/1 — 2.

Wir betrachten zuniichst den Fall, dass fiir den Anfangswert y(0) = yo € (—1, 1) gilt. Trennung der
Veranderlichen fithrt auf

x / x
/ AU / tdt
0 1—y(t)? 0
und mittels der Substitution n = y(t), dn = y/(t) dt erhilt man unter Beriicksichtigung von y(0) = yo

y(z) 1 2

=,
Yo v1-— 772 2
woraus
.7}2

arcsiny(z) = 5 + arcsin yo

folgt. Wegen arcsin : (—1,1) — (=3, 5) ist der Definitionsbereich von y enthalten in

I:={zeR: %2 +arcsinyy € (=%,%)}

={z€eR: 2% € (=1 — 2arcsinyg, T — 2arcsinyp) } .

Im Fall yo > —1 gilt arcsinyg > — 37, also ist —7 — 2arcsinyy < 0. Damit ergibt sich

1= {x eR: 2%e 0,7 — 2arcsiny0)} = (—\/71 — 2 arcsin ¥, \/7r — 2arcsiny0) .
Im Fall |yo| < 1 gilt also fiir die Losung y von (AWP)
y(z) = sin(% + arcsin yo) firezel.

Offenbar erfiillen sowohl y(z) = 1, z € R, als auch y(z) = —1, = € R, die Differentialgleichung
y =xy/1— 92

Wir fassen zusammen:

Im Fall yp = 1 (dann ist I = ) wegen arcsin(1) = 7/2) existiert die eindeutige Lésung von (AWP)

y(lx) =1 fir x e R.



Im Fall yp € (—1,1) existiert die eindeutige Losung von (AWP)

() = sin(%2 + arcsin yo) firzel,
Y 1 firx ¢ I.

Im Fall yg = —1 existiert keine eindeutige Losung von (AWP). Beispielsweise sind

y1(z) = —1 firx e R

Losungen von (AWP).

Aufgabe 66

a) Da es sich bei der gegebenen Differentialgleichung ¢/ = — 1f;2y + 1 fxg um eine lineare Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung handelt, ist das Anfangswertproblem eindeutig losbar. Zur
Bestimmung der Losung kénnen die Losungsformel aus 12.3 der Vorlesung verwenden. Wir

erhalten

- 1+ 22 4
A = —  dt = —2log(1+ )| = —21 — | =log ———
@=[ og(1+ 1)’ og(HlQ) o8

und damit

L 1. AW 4 A) / LAl S
y(x) e +e . e T2 ds

4 4 |
— “s(1 4 52
TESIE + (1—}—372)2/1 43( + s%)ds

i, Lol 11
(1+22)2  (1422)%2\2 4 2 4

1 1, 1, 13

b) Fiir z € R mit y(x) # 0 multiplizieren wir die gegebene Differentialgleichung mit 3y?(z) und
erhalten

33 ()Y (2) = 1+2+ 3% (x) < (vP(x) =142+ 3% ().
Die Substitution z(x) = y3(z) fiihrt dann auf die lineare Differentialgleichung
() =1+z+ 3z(z). (1)

Das zugehorige Anfangswertproblem ist eindeutig 16sbar. Um die Lésungen von (1) zu be-
stimmen, machen wir den Ansatz z(x) = ce3® 4 ax + b und erhalten

2 (x) = 3ce’® +a =1+ x+ 3ce>® + 3ax + 3b,

welches genau fiir a = —%, b= —% und beliebiges ¢ € R erfiillt ist. Also ist z(z) = ce3* — %x—%
fiir ¢ € R eine Losung der Differentialgleichung (1). Durch Einsetzen der Anfangsbedingung

ergibt sich weiter z(0) = (y(0))® =8 < ¢ = . Somit ist

76 1 4\
y(zr) = <9e3m — 3= 9) , T€R,

die gesuchte Losung des Anfangswertproblems (beachte dabei, dass y(z) # 0 fiir alle x € R).



Aufgabe 67

a) Essei ¢ : I — R eine Losung von (AWP). Nach der Kettenregel folgt, dass mit ¢ : I — R
auch ¢ : —I — R differenzierbar ist. Da ¢ Losung von (AWP) ist, gilt weiter ¢(z) € J fiir alle
zel, zgel, ¢(xg) =yo und ¢'(x) = f(x, ¢(x)) fiir alle 2 € I. Hieraus folgt nach Definition
von ¢, dass ¢(x) = ¢(—x) € J fiir x € -1, —xg € —I und ¢(—x0) = P(x0) = yo gilt, sowie

3(@) = —(—2) = —f(—2,6(~2) = —f(~2,3(x))  fiir alle v € —I.
Somit ist gezeigt, dass ¢ : —1 — R Losung des Anfangswertproblems ¢’ = — f (—z,9), y(—x0) =
Yo ist.

b) Unmittelbar klar ist, dass ¢ die Anfangsbedingung y(xg) = yo erfiillt. AuBerdem ist ¢ in
[a,z9) und (z9,b] differenzierbar und erfiillt dort die Differentialgleichung. Zu zeigen bleibt
also: ¢ ist differenzierbar in xy mit ¢'(z¢) = f(xo, d(z0)) = f(x0,y0)-

Da ¢y Losung von (AWP) auf [zg, b] ist, ist ¢9 in ¢ differenzierbar und es gilt

lim M: lim M

m%xsr T — X0 xﬂxar T — o

= ¢h(x0) = f(wo, P2(20)) = f(z0,y0).

Analog kann man fiir ¢, schlieen (da ¢(zo) = yo = ¢1(x0)), dass
lim 2@ —@(z0) _ . d1(@) — d1(20)

T—T) T — Xo T—T( T — X

= ¢ (z0) = f(xo0, ¢1(x0)) = f(z0,y0)
gilt. Nach Satz 10.12 folgt hieraus, dass ¢ in z( differenzierbar ist mit ¢'(x¢) = f(z0,yo)-

Aufgabe 68
a) Sei f:[a,b] — [0,00) stetig und es existiere ein xy € [a,b] mit f(xzg) > 0.

Sei € := % f(xo). Nach Voraussetzung ist ¢ > 0 und aufgrund der Stetigkeit von f in zg
existiert ein 0 > 0 mit |f(z) — f(zo)| < ¢ fiir alle z € [a,b] mit |z — x| < J. Fiir solche z gilt

f(x) = f(xo) = (=f(@) + f(z0)) = f(wo) — [f(2) — flzo)| 2 26 —e =¢.

Setzt man « := max{a,z¢o — d} und # := min{b,xo + 0}, so gilt a < a < F<bund f(x) >¢
fiir alle z € [«, f]. Zusammen mit der Abschitzung f(z) > 0 fiir alle z € [a, b] folgt

/abf(x)dx—/aaf(w)dm+/jf(m)dx+/;f(x)dx

8 b
2/ Od:U—I—/ 5da:+/ Oder=(8—a)e>0.
a a B

b) Essei f € C(la,b]) mit [7|f(z)] dz = 0.
Annahme: Es existiert ein xg € [a,b] mit f(xg) # 0.

Betrachte die Funktion h : [a,b] — R, x +— h(z) := |f(x)|. Dann ist h als Komposition
stetiger Funktionen stetig mit h(z) > 0 fiir alle € [a,b] und h(xo) = |f(xo)| > 0. Nach Teil
a) gilt

0</abh(x)dx—/ab\f(x)\dx

im Widerspruch zur Voraussetzung f: |f(x)| dx = 0. Demnach ist die Annahme falsch und es
gibt kein zg € [a,b] mit f(x¢) # 0, d.h. fiir alle z € [a, b] gilt f(z) = 0.
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