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Aufgabe 69

a)

b)

Das charakteristische Polynom p(\) = A? + 2\ + 2 hat die konjugiert komplexen Nullstel-
len A\;/, = —1 % i. D.h. die homogene Gleichung besitzt die allgemeine Losung y(x) =
c1e % cosx + coe”Fsinz mit ¢1,co € R. Um eine partikulédre Losung der inhomogenen Glei-
chung zu bestimmen, machen wir den Ansatz y,(z) = acosz + bsinz mit a,b € R. Dann
ist

y;:—asinx—i-bcosx, yg:—acosx—bsinx.

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhélt man
yg + 2y£, +2yp = —acosx — bsinx — 2asinx + 2bcosx + 2a cosx + 2bsinx

= (a+ 2b)cosx + (b — 2a)sinz = cosz.

Koeffizientenvergleich liefert a = % und b = % Die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung lautet also
1 2 . —x —T :
y(z) = gcosx+5smx—l—qe cosz + coe” Psinx (c1,c2 € R). (1)

Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen erhélt man % = y(0) = % + c1, also ¢ = 0. Setzt
man dies in (1) ein, so folgt y/(z) = —% sinz + £ cosz — cee * sinx + ¢z~ cos z und hieraus

wiederum % L y'(0) = % + c2, also ca = 1. Das Anfangswertproblem hat somit die Losung

1 2 . .
y(x):gcosx+5sma:+e sin .

Hier hat das charakteristische Polynom p()\) = A2 — 1 die einfachen Nullstellen 1 und —1,
d.h. die homogene Gleichung besitzt die allgemeine Losung y(x) = c1e® + coe™™ mit ¢1, ¢ €
R. Da die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ze!'® lautet und 1 eine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms p mit Vielfachheit v = 1 ist, reicht es hier nicht, einen Ansatz
der Form (az + b)e® zu machen; vielmehr muss man y,(z) = z¥(az + b)e® = (az?® + bx)e®
betrachten. Dann ist

y, = (2azx + b)e” + (az? + bz)e” = (az® + (2a + b)x + b)e”

yp = (20 + 2a + b)e” + (az® + (2a + b)z + b)e” =(az® + (4a + b)z + 2a + 2b)e”
d.h. mit diesem Ansatz hat man

Yy — Yp = (az? + (4a + b)x + 2a + 2b — az® — bx)e” = (daz + 2a + 2b)e” = ze®.

Koeffizientenvergleich liefert a = i und b = —%. Die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung lautet also
y(z) = i(azZ —xz)e’ + e’ + coe” " (c1,c2 € R).

Damit ergibt sich y(0) = ¢ + ¢o und y/(z) = (22 — 1)e” + (2% — x)e” + c1€” — cpe™ %, also
y'(0) = —i—i—cl —c9. Beides soll = 0 sein, das bedeutet ¢; = —co = é. Das Anfangswertproblem
hat somit die Losung

y(e) = g(a” —w)e’ 4 get — 5ot = §(20° 2w + e’ — ge™"
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Aufgabe 70

a)

b)

d)

Fiir beliebiges R > 2 erhalten wir mittels der Substitution ¢ = logz, dt = 2~ dx

R 1 log R q 1 |logR 1 1
L P B
5 z(logx) log2 T t log2 log2 logR

Fiir R — oo strebt dies gegen (log2)~!; das uneigentliche Integral konvergiert also und hat
diesen Wert.

Wir zeigen, dass dieses Integral ,am linken Rand® divergent ist: Fiir jedes y € (0,e™!] gilt
—logy > 1. Mit Hilfe der Potenzreihenentwicklung von sinh y erkennt man

sinhy —y=(y+4y° + 39"+ ) —y =3+ L + - = L°h(y)

mit h(y) := (1 + g—;yQ +--+). Fir y — 0 gilt h(y) — 1, also existiert ein € > 0 mit h(y) < 3!
fiir alle y € (0, ¢]. Fiir diese y ergibt sich 0 < sinhy — y < y3. Zusammen erhilt man

—ylogy oy ¥

=y 2>0 fiir all 0, min{e, e 1.
sinhy —y — sinhy—y — y y o= iir alle y € (0, min{e, e " }]

—ylogy

Mit dem Minorantenkriterium folgt die Divergenz von fos Sohy—y dy, weil das uneigentliche

Integral [y~ 2 dy divergent ist. Hiermit divergiert auch [ sglilofi/y dy.

Seien s < 0 und ¢ € R fest. Mit partieller Integration erhalten wir fiir jedes R > 0

S

R esT
/ e** cos(tz) dr = — - cos(tz)
0 S

R R esT

+/ — - tsin(tx) dx .
z=0 0
Erneute partielle Integration liefert fiir das letzte Integral

R R 5T
— / — -2 cos(tx) du .
=0 o S

ST

Resx e
" . tsin(tr)de = — - tsin(t
/0 . sin(tx) dz 2 sin(tx)

Insgesamt erhalten wir

+ — tsin(tx
=0 82 x=0

+2 R esST
<1 + 2> / e** cos(tz) dr = — cos(tx)
S 0 S

sR 1 sR Resoo 1
cos(tR) — — + —5 tsin(tR) =0 —— ——.
s s s

S

(Man beachte s < 0.) Also ist das Integral [;° e cos(tx) da konvergent, und es gilt

o 1 2\ s
/0 e*¥ cos(tx) do = s <1 + s2> =—aipg

Aus der Ungleichung 1 + ¢ < e? folgt log(1 + t) < t fiir alle ¢t > 0. Also ist
lelog(1+1t)| <te™*  fiirallet>0.

Da das Integral fooo te~tdt (vgl. Aufgabe 71 mit n = 1 und \ = 1) existiert, konvergiert das
zu untersuchende Integral nach dem Majorantenkriterium.



Aufgabe 71

Wir zeigen zunichst, dass das uneigentliche Integral (1) konvergiert und dass sein Wert = 1 ist:
R

In(1) = ngréo ; e tdx = Rli_r}r(lm[—e_z]fzo = ngréo —efipe =1,

Nun sei n € N beliebig. Partielle Integration mit f(z) = 2™ und ¢'(z) = e™* liefert

R R
I,(1) = ]%1_{20 ; e Pdr = Rli_r)r;()([ac"(—e_x)]fo —/0 na™H(—e™) dm)
= lim —R" ® 4+ nl,_1(1) =nl,—1(1). (%)

R—o0

Aus dieser Rekursionsformel folgt per vollsténdiger Induktion, dass das Integral I,,(1) konvergiert
mit Wert n! fiir alle n € Ny:

IA: n = 0. Zuvor haben wir gesehen, dass Ip(1) konvergiert und dass Ip(1) = 1 = 0! gilt.

IS: Sei n € Ng. Das Integral I,,(1) konvergiere und es gelte I,,(1) = n! (IV). Damit ergibt sich

LoD 2 o+ DLW S (ot Dnl = (04 1)1

Fiir jedes A > 0 und n € Ny fiithrt die Substitution y = Az, dy = A dx auf

R AR dy AR

n |
B = i e = i [ () 5= i [ dy = X0 =

Aufgabe 72

Wir nutzen das Wurzelkriterium: Wegen

r N—00 T

Vn(n+ 3)en=| = {/n(n +3)e* = e

gilt: Fiir e < 1 konvergiert die Reihe, fiir e* > 1 divergiert sie. Das bedeutet: Fiir x < 0 liegt
Konvergenz, fiir > 0 Divergenz vor. Fiir = 0 divergiert die Reihe Y 7, n(n + 3) - 1, da
n(n + 3) - 0. Insgesamt: Genau fiir z < 0 konvergiert die Reihe.

Nun sei < 0. Wir setzen y := e* und wollen

o0

fly) == n(n+3)y Z (n+3)y

n=1

berechnen. Nach Anwendung 13.2 besitzt g(y) := f(y)/y die Stammfunktion

o0

G(y) = Z(n—l—3 QZn—i-?) nt2

n=1

Nun hat wiederum h(y) := y2G(y) die Stammfunktion

- k=n-1 gxe g lul<t y*
=n— k1Y
H(y) =) g™ =7yt y =
n=1 k=0

Daraus ergibt sich

WA-y) +y' 4 -3y _hy) _
(1-y)? (I—y)2’ v (1-y)?

hy) = H'(y) =

Also ist

(1 —y)* (1-y)3
Schliefflich ergibt sich dann

4y — 29° e — 2e2®

Z 1’L+3 f()_yg(y):(l_y)g_ (1_61)3'

n=1




Aufgabe 73

Sei (z0,40) der Schnittpunkt im ersten Quadranten der Geraden mit der Hyperbel 2% — y? = 1.
Fiir 2,y > 0 gilt 22 — y?> = 1 genau dann, wenn y = vz2? — 1 ist.
Das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (xg,0) und (xg,yo) hat den Flicheninhalt

1 1
Fp = §x0y0 = ixm/:n%—l.

Die gesuchte Flache erhalten wir, indem wir hiervon die Fliche unter der Hyperbel

" :/O\/xQ—ldx
1

subtrahieren. Partielle Integration fiihrt auf

/01-\/x2—1dx—<a;\/x2—1

1

ioi—/xo\/id:c
ol [ G [

Kiirzen wir den Integranden im zweiten Summanden und addieren auf beiden Seiten [} va? — 1 du,

so bekommen wir
RV /2 w1
2 2 —1ldr ==z a;—l—/ ——dx
/1 oV 1 Vaz-1

fiir > 1 und Arcosh(1) = 0 folgt

x 1 1
;:1 =5 zoy/23 —1— 3 Arcosh(zg) .

Wegen Arcosh’(z) =

1
Vz2-1

/ Va2 —lde = - W - —(Arcosh( ))

Also betragt der gesuchte Flicheninhalt

1 1 1 1
Fp—Fyg = ixm/x% -1 (2 zoy/2d —1— 2Arcosh(acg)> = §Arcosh(x0).

Aufgabe 74

a) Seien 0 < a < b, f: [a,b] — R eine stetige und streng monoton wachsende Funktion mit
f(a) > 0. Die (dann existierende) Umkehrfunktion von f sei f~1: [f(a), f(b)] — [a,b].

Da die Funktionen f und f~! stetig sind, gilt f € R[a,b] und f~' € R[f(a), f(b)].

Sei Z = {xo,z1,...,2p} mit a =29 < x1 < ... <2y = b eine beliebige Zerlegung von [a, b].
Da f streng monoton wachsend ist, ist Z := f(Z) = {f(xo), f(z1),..., f(x,)} eine Zerlegung
von [f(a), f(b)]-

Unter Beriicksichtigung der Monotonie von f und f~! erhalten wir

Si(Z) + sp( Zsupf a?y Lag)) (@ —wjo) + Y inf [N (o), f@))(fa) = fl@jo1))
U <) = )=
_Z[ fj)ej1 + w1 f(x)) — zj—1 f(xj-1)

= Z [f(xj)xj - xjflf(xjfl)} = [(zn)zn — 20 f(20) = f(b)b—a f(a).

j=1
Wegen s;-1 = sup{s;-1(Z’) : Z’ ist Zerlegung von [f(a), f(b)]} > Sf—l(Z) ergibt sich
Si(Z)+sp-1 > f(b)b—af(a) bzw. Si(Z) > bf(b) —afla)—sp1.



b)

Da Z eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, folgt
S = inf{ S¢(Z) 1 Z ist Zerlegung von [a,b]} > b f(b) —a f(a) — sp-1
~——
>b f(b)—a fla)=s;—1
bzw.

Sp+sp-12>2bf(b)—af(a). (2)

Mit einer analogen Rechnung zeigen wir sy + Sy-1 < b f(b) —a f(a). In der Tat gilt

sp(Z)+ S inf f([zj_1,2;])(x; — ;1) + Y sup £ ([f (wj—1), f(@)]) (f (25) — f(25-1))
f B ; —f(a; 11> 1 ; - fl(f(vz,j;wj 1

_Z[ zj—1)z; — f(rj-1)zj—1 + x5 f () — 2 f(2j-1)

- Z[ —@jo1f(25-1)| = F@n)en = 20f(20) = f(8) b~ a f(a).

Wegen Sp-1 = inf{Sy-1(Z") : Z' ist Zerlegung von [f(a), f(b)]} < Sp-1(Z Z) ergibt sich
sH(Z) + Sp1 < FB)b—a f(a).
Da Z eine beliebige Zerlegung von [a, b] war, folgt wie zuvor
s+ S0 <L) —af(a). 3
Insgesamt haben wir

feRla], 1~ €RI(@).S ()]

3)
bf()—af()<Sf—i—f1 sp+Sp1 < bf(b) —afla),

also tiberall “=". Folglich ist
b f(®) .
[ @ [ 5wy =5yt sp =050 -as@.

Sei f:]0,00) — [0,00) stetig und streng monoton wachsend mit f(0) = 0 und f(z) — oo

(z oo) Weiter seien s,t > 0. Wir wenden das Resultat aus Aufgabenteil a) an auf f, a =0
und b = f~1(s). [Unter den gegebenen Voraussetzungen an f folgt mit dem Zwischenwertsatz
f([0,00)) = [0, 00). Daher existiert f~!(s).] Wir erhalten

/Ofl(s d:r—i—/f y)dy=sf"(s).

Addieren wir auf beiden Seiten f;,l(s) f(x) dz und benutzen Satz 11.7, so erhalten wir

/f dx+/f y) dy = —(s)s+/ft1(s)f(x)dx.

fl(S)SZSt—(t—f1(8))S:8t—/t sdx
f71(s)

Mit

ergibt sich

/f dx+/ s dy_st—/f:(s)sdﬁ/ft_l(s)f(x)dx:st+/ft_1(s)(f(x)—s)dx.

5



Hieraus folgt die behauptete Aussage, sobald wir
t .
=0 fiirs= f(¢),
/Jcl(s)(f($) —s)dz { >0 fir s # f(t) (+)
gezeigt haben.

1. Fall: s = f(t). Dann ist f~!(s) = ¢ und damit f},l(s)(f(m) —s)dr = ftt(f(a:) —s)dzr =0.

2. Fall: s < f(t) bzw. f~1(s) < t. Fiir alle z € [f~1(s),t] gilt s = f(f~(s)) < f(z) bzw.
f(z) —s > 0. Wegen f(t) —s > 0 und der Stetigkeit von = — f(z) — s ergibt sich nach
Aufgabe 68 a) vom 12. Ubungsblatt

/t (F(z) — s)dz > 0.
109

3. Fall: s > f(t) bzw. f~1(s) > t. Fiir alle z € [t, f~1(s)] gilt s = f(f1(s)) > f(x) bzw.
s — f(x) > 0. Wegen s — f(t) > 0 und der Stetigkeit von = — s — f(x) ergibt sich nach
Aufgabe 68 a) vom 12. Ubungsblatt

71 t
/ (s — f(x))dz >0, also / (f(x) —s)dz>0.
t 71
Damit ist (x) bewiesen.

Es seien p,q¢ > 1 mit %—l—% = 1. Wir betrachten f : [0,00) — [0,00), = + x97L1. Die
Umkehrfunktion von f ist dann gegeben durch f=1:[0,00) — [0,00), y +— yP~ !, da 1—1) — a1

q
und somit p — 1 = (F%. Aus Aufgabenteil b) folgt fiir alle s,¢ > 0

t s
t4 sP
st</xq_1dx+/ Yy ldy = — + =,
0 0 q p

mit Gleichheit genau fiir 97! = f(¢) = s, d.h. genau fiir t = s? (da p(q — 1) = q).
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