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Aufgabe 80

Wir bringen die erweiterte Matrix (A|y) durch Zeilenumformungen auf Zeilennormalform:

1 -1 2 1 1 -1 271
0 1 o |1 ]|Z2EZ 0 1 a1
1 a—1 g+213 0 a (|2
1 0 24« 2
A NI o 1 =: (%)
Bmmez \ g 0 f—a?|2-a
1. Fall: 8 # a?. Dann setzen wir zur Abkiirzung v := (2 — a)/(8 — o2) und erhalten
1 0 2 2 1 0 02—(2
(0) 2B 2 [y ) mmaen (07 1(—;?)7
00 1 |v Tom ool 00 1 ~

Man sieht: In diesem Fall ist das Gleichungssystem AZ = % eindeutig losbar; die Losung & =
(71,22, 73) € K3 ist gegeben durch 1 =2 — (2+ a)y, v2 = 1 — ay und 3 = 7.

2. Fall: 3 = o? und o # 2. Dann ergibt sich

Z3—(2—a)"1Z3 2 Z @
_—

10 2
(*) 0 1 1
00 0 |1

Der Rang der erweiterten Matrix ist grofler als der von A. Folglich besitzt das lineare Gleichungs-
system AZ = g in diesem Fall keine Losung.

3. Fall: 3 = o? und o = 2. Dann steht die Zeilennormalform bereits da:

1 0 42
01 2|1
0 0 0]0

Der Rang der erweiterten Matrix und der Rang von A stimmen iiberein, das Gleichungssystem ist
also l6sbar. Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung Ax = i ist

2
=1
0
Alle Losungen des homogenen Gleichungssystems AZ = 0 erhilt man, indem man x3 = A setzt
[oder den (—1)-Ergéinzungstrick verwendet]:
—4
Th=A|—-2 (A € K).
1

Die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems Ax = ¢/ ist folglich

2 —4
F=Fp+@h=|1]+r[-2 (A €K).
0 1
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Aufgabe 81

Definiere
1 0 0 i
N S —1—1 T —i S t—14c
ol P a4 |0 T —e—di |0 T | —e—i
2 0 ¢+ 2ci 2
Gesucht sind alle ¢ € C, fiir welche das lineare Gleichungssystem E§:1 xjU; = ¥ eine Losung

1,9, 3, x4 € C hat. Wir wenden Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix an:

1 0 0 i 1 1 0 0 i 1
i —1—1i —i i—14c|bi—1 Zo—sZa—iZn 0 —1—1 —i i+te |4i—1
0 1+: —c—1 —c—1 1—1 Za—Z4—271 0 142 —c—1 —c—1| 1—1
2 0 2+ 2ci 2i 2 0 0 2+ 2 0 -2
1 0 0 i 1
— . .
0 0 —c—21 0 37
0 0 A4+2i 0 |2-=2
1 0 0 i 1
Zy—Z4+cZs 0 —1—2 —1 Z+C 41_1
_
0 0 —c—2i 0 3i
0 0 0 0 |c2+3ci—2

Dieses lineare Gleichungssystem ist unlésbar fiir 0 # ¢ + 3ci — 2 = (¢ + i)(c + 2i), also fiir ¢ €
C \ {—2i,—i}. Wegen der dritten Zeile ist die Losungsmenge auch fiir ¢ = —2¢ leer. Nur im Fall

¢ = —1i ist das lineare Gleichungssystem losbar. Fazit: Genau fir ¢ = —i gilt y € U.
Aufgabe 82
a) Wegen ¢( o ) = TIET2Y A (1) mit A = Ll € R2*2 ist ¢ nach Beispiel (1) in
T2 T+ T2 T 11

14.17 linear. Es gilt

Kern ¢ = {Z € R? : ¢(&) =0} = {# € R? : A:E’zﬁ}:KernA:lin{<_11>}.

1 1
Letzteres liest man unter Verwendung des (—1)-Ergénzungstricks der Zeilennormalform < 0 0)

von A ab. Geméf Definition ist
Bild ¢ = {¢(7) : 7€ R} — {A7 : # € R?} = Bild A — lin{<1)},

weil Bild A der lineare Aufspann der Spalten von A ist.

b) Zunéchst bringen wir A mittels Zeilenumformungen auf Zeilennormalform:

Z2*>Z2+%Z1

30 2 s 1 0 -2/3 . 10 —2/3
Z3 — —5 7 =7 Z3— 23+ 7
A=|1 10 : 2?“1 0 1 2/3 | 22T g 1 2/3
-2 1 2 S5 h 0 —1/2 —1/3 00 0
Mit Hilfe des (—1)-Ergénzungstricks lesen wir ab:
—2/3 2
Kern A=1in{| 2/3 |} =lin{| -2 |}.
-1 3



2
Folglich ist {| —2 |} eine Basis von Kern A und es gilt dim Kern A = 1. Die Dimensi-

3
onsformel liefert dim Bild A = 3 — dim Kern A = 3 — 1 = 2. Da die beiden Vektoren
-3 0
Aetp = | 1 | ,Aes = [ 1] € Bild A linear unabhéngig sind, bilden diese eine Basis von
—2 1
Bild A, also
-3 0
Bild A=1lin{| 1 |,|1]}
—2 1

Aufgabe 83

Essein € Nund ¢: R" — R, (z1,22,...,%n) — > r_y kx) eine Abbildung.

a) Aufgrund von

9( )=A mitA:(l 2 3 ... n)€R1><n

ist ¢: R™ — R nach Beispiel (1) in 14.17 linear.

Alternativ kann man die Linearitéit von ¢ auch wie folgt begriinden:

L1 n
Fiir beliebigea e Rund =] : |, y=| : | € R" gilt
In Yn
ary + iy n n n
p(a + ) = ¢( : )= k(axp+yp) = kzp+ > ky = ad(@) + o (7).
k=1 k=1 k=1
OLy + Yn

b) Wegen ¢(| . |) = 1-a = a fiir jedes a € R gilt Bild ¢ = R, also ist {1} eine Basis von

0
Bild A = Bild ¢. Insbesondere ist dim Bild A = 1.

Nun iiberlegen wir uns, wie viele Basisvektoren Kern ¢ = Kern A aufspannen. Die Dimensi-
onsformel liefert n = dim Bild A + dim Kern A, folglich ist dim Kern A =n — 1.

Zur Bestimmung von Kern A = Kern ¢ verwenden wir den (—1)-Erginzungstrick:

1 2 3 ... ... n
-1 0 - -0

0 -1
0
0 0 -1



Jeder der n — 1 Vektoren

2 3 n
-1 0 0
0 -1 0
0 ) 0 ; ) 0 eR"
0 0 -1

ist in Kern ¢ enthalten. Da die angegebenen n — 1 Vektoren linear unabhéngig sind, bilden
diese eine Basis von Kern ¢:

2 3 n

-1 0 0

0 —1 0
Kern ¢ =lin{| ¢ [, ol > o |}

0 0 -1

c) Wegen ¢ injektiv <= Kern ¢ = {0} <= dim Kern ¢ =0 ist ¢ genau fiir n = 1 injektiv.

Aufgabe 84

a) Sei@= (a1,a2,a3) € R® mit a} + a3 + a} = 1. Fiir & € R? definiere Pz(7 Za:]a]

i) Die Abbildung P;: R? — R3 ist linear, denn fiir alle 7,7 € R? und o € R ergibt sich

3
P;(aZ +7) = Z(ax] +yjla; | d= aija] —|—Zyja] a = aPz(Z) + P3(y).
j=1

ii) Um die Darstellungsmatrix von P; beziiglich der Standardbasis €1, €, €3 des R?® anzu-
geben, berechnen wir das Bild Pz(é)) des Basisvektors éj (fir £ € {1,2,3}) und stellen
dieses als Linearkombination von €1, € und €3 (den Basisvektoren im Zielraum) dar.
Wegen @ = (a1, ag,a3) = a1€1 + a2 + azés ergibt sich fir jedes k € {1, 2, 3}

—

Z (5jkaj a=arpd= (aka1)€1 + (aka2)€2 + (aka3)€3 .

aral

Damit lautet die k-te Spalte der gesuchten Darstellungsmatrix: | agaq | fur k € {1,2,3}.
apas

Also ist die Darstellungsmatrix von P; beziiglich der Standardbasis des R3 gleich

2
ai asa1 asal

a1ag a% aszag

ajas asas a%

b) Aufgrund der Linearitéit von ¢ gilt

P(€1) = p(e1 + & + €3) — P(r + &) = (62 — &) — €
o(2) (62 +&3) — ¢(€3) = &1 — (21 + 3e + 5é3) = (—1)et1 + (—3)éx + (—H)és,
B(€3) = 2€1 + 3¢ + 565 .



Somit lautet die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Standardbasis €7, €, €3 des R?

-1 -1 2
1 -3 3
-1 -5 5

Bemerkung: Wenn nicht vorgegeben ist, bezliglich welcher Basen man die Darstellungsmatrix
angeben soll, so kann man die Aufgabe sehr einfach 16sen, indem man die Basen besonders
geschickt wihlt: Nimmt man “vorne” etwa die Basis €3, € + €3, €1 + €3 + €3 und “hinten” die
Basis 2¢€1 + 3é> + 5¢3, €1, €5 — €3 (Man sieht leicht, dass es sich dabei tatséichlich um Basen
des R3 handelt), dann bildet ¢ den j-ten Basisvektor der “vorderen” Basis auf den j-ten
Basisvektor der “hinteren” Basis ab, weshalb die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich dieser
Basen die Einheitsmatrix I3 ist. Beachte: ¢ ist nicht die Identitétsabbildung!

Aufgabe 85

Mit Zeilenumformungen erhalten wir

0 3 =1 111 00O 0O 3 -1 1|1 000
1 -3 1 —-1/01 00 Z3—Z3+525 1 -3 1 —-1/01 00
—_
-5 1 010 01 0 0 -14 5 —-5|0 5 1 0
0 6 -2 3|0 0 01 0O 6 -2 3|0 001
0 3 -1 1|1 0 0 O 0O 0 -1 1|-14 -15 -3 0
Z3—Z3+52, 10 0 0|1 1 00 Za—Z4—673 1 0 0 0| 1 1 0 0
_ _
Zo—Zo+ 71 01 0 0|5 5 10 Z1—Z1—373 01 0 0| 5 5 1 0
0 6 -2 3|0 0 01 00 -2 3|/-30 -30 -6 1
0 01 —-1]14 15 3 0 0 01 0]12 15 3 1
Z1——71 1 0 0 O 1 1 00 Z1— 21+ 24 1 0001 1 0O
Za— 744271 010 O 5 5 1 0 010 0|5 5 10
000 1]|]-2 0 01 000 1|-2 0 01
1 0001 1 0O
Zeilen 01005 5 10
permutieren 0 01 0112 15 3 1
000 1|-2 0 01
1 1 00
. . . 1 5 5 1 0
Wir sehen, dass A regulér ist, und haben zugleich A=" = 12 15 3 1 berechnet.
-2 0 0 1
Fiir die Matrix B ergibt sich
-11 0 —-1{1 0 0 O -1 00 -1|1 -1 0 O
0 10 0|01 00 Za—Z4—373 0O 1 0 010 1 0 0
_
0O 01 0|00 1O Zi—Z1—Zs 0O 01 010 O 1 0
0O 03 10001 O 00 110 0 -31
1 001|-11 0 O 1 000/-11 3 -1
Z1——271 0100/ 0 1 0 O Z1—Z1—24 010 0]0 1 0 0
—_— —
00 1 0O 1 0 0O 01 00 O 1 0
00010 0 =31 0O 00 1|0 0 -3 1
-1 1 3 -1
0O 1 0 0
. .o . _1 _
Also ist B reguldr mit B~ = 00 1 0
0O 0 -3 1



Wegen

1 3 1]/1 0 0 1 3 1]1 00
4 4 201 0 | 22220 [ g 8 —2|-4 1 0
9 —2 0lo 0 1) #7528 \ g 8 —2|-2 0 1
1 3 1]1 0 0

Lol | g 9| -4 1 0

00 02 -11

hat die Matrix C' den Rang 2, so dass C nicht regulér ist.
Da A und B regulér sind, gilt:

42 49 10 2
5 5 1 0

-1 _ p-1y4-1_
(AB)" =B~ A = 12 15 3 1

38 —45 -9 -2

Aufgabe 86

In Aufgabe 75 wurde gezeigt, dass (' = {z = (z;)jen € RY | > je1 |mj| < oo} ein Untervektorraum
von RY ist

Wir zeigen, dass die Abbildung |.]|; : &8 — [0,00), = — |z|]; := > o1 |zj|, die Normaxiome
(N1)-(N3) aus Satz 14.21 erfiillt. Es seien z,y € £* und o € R.

o0
(N1): Aus ||z|; = 0 folgt Z |zj| = 0. Da |z;| > 0 fiir alle j € N ist, folgt hieraus x; = 0 fiir alle
j=1
J € N. Somit ist z = (x;) = 0.
oo o0
(N2): Es gilt nach Satz 7.2 (5) x|, = > _ |axj| = |a] Y |;] = |af |||,

(N3): Wiederum nach Satz 7.2 (5) ist

o0 [ee] (e} o
lz+ylly =D laj +ysl < Z |5 + [y51) Z|931|+Z|yj|=||5U||1+||y\|1'
Folglich definiert ||. ||, eine Norm auf ¢'.
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