Erginzung zur HMI UB Nr.1-6

Patrik Hlobil Niko Kainaris

Dieses Dokument erhebt keinen Anspruch auf Vollstindigkeit oder Korrektheit.
Es stellt keine Vorlesungszusammenfassung dar, sondern soll euch lediglich bet
der Bearbeitung der Ubungsaufgaben helfen

1 Logik

1.1 Aussagenlogik

Definition

Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr (1) oder falsch (0) ist. Sind A
und B Aussagen, so lassen sich mit Hilfe von Junktoren (d.h. ” Verbinder”) neue
Aussagen herstellen

Junktor Bedeutung Zeichen
Negation nicht A -A
Konjugation Aund B ANB
Adjunktion A oder B AV B
Implikation wenn A dann B A=DB
Aquivalenz A genau dann, wenn B A& B

Die Wahrheitswerte der so zusammengesetzten Aussagen sind durch folgende
Tabelle definiert (Tabellen dieser Art nennt man allgemein Wahrheitstabelle)

Aussagen, die stets wahr sind nennt man Tautologien. Kontradiktionen sind
dagegen Aussagen, die stets falsch sind. Einige Tautologien, die man sich mer-
ken sollte sind:

1. (ﬁﬁA@A)
2. (A& B)e (A= B)AN(B=A))

w

. (A= B) < (-mAV B)

N

. (AAB) < (mAV -B)

A B -A AANB AV B A=1B As
W W F W W W W
W F F F W F F
F W W F W W F
F F W F F W W




5. ~(AV B) & (A A -B)

Bemerkung: Besonders die beiden letzten Regeln (4) und (5) sind wichtig, d.h.
die Negation dreht das und (bzw. oder) Zeichen einfach um. Diese Regeln nennt
man auch De Morgansche Regeln.

Beispiel:

Wir wollen nun die de Morganschen Regeln beweisen. Zunichst nutzen wir dazu
eine Wahrheitstabelle und dann beweisen wir die zweite rechnerisch

Zu zeigen a) —(AAB) & (mAV -B)

Vergleichen wir die Wahrheitswerte der ersten und dritten Zeile von rechts,
dann sehen wir dass die beiden Aussagen dquivalent sind.

Kommen wir nun zur rechnerischen Methode. Allgemein kann man hier oft die
Relationen (1) oder (2) von oben nutzen. In unserem Fall braucht man aber nur
das Ergebnis aus a).

Zu zeigen b) —(AV B) & (mAA-B)

~(AV B) & ~~(=AA-B) & (A A-B)

1.2 Aussageform

Aussageformen sind Aussagen, die von Variablen abhéngen.
Beispiel:
Alz) &z >1
Dieser Aussage kann man erst einen Wahrheitswert zuordnen, wenn man eine
konkrete Variable x einsetzt.

Quantoren erlauben Aussagen iiber eine ganze Klasse von Objekten. Man nennt
V den Allquantor und 3 den Existenzquantor. Es gilt

o Vre X : Ax) lies: Fiir alle x aus X gilt die Aussage A(x)

A B —A -B ~AV-B ANB ~(AAB)
W W F F F W F
W F F W W F W
F W W F W F W
F F W W W F W

e dx e X : A(x) lies: Es gibt mindestens ein x aus X fiir das die Aussage A(x) gilt

Seien x4, x3, - - - x, Variablen fiir die Aussageform A(x), so gelten folgende Aquivalenzen

Ve € X : A(z) & A(z1) AN A(ze) A+ -+ A(zy)
Jre X :Alx) & A(xy) V A(ze) V- - A(zy)



Da nach den de Morganschen Regeln die Negation und und oder Zeichen um-
dreht gilt folgender Zusammenhang zwischen den beiden Quantoren

“(Vor:A(z)) & Jz:-Ax)
- (Jz: A(z)) & Va:-A(x)

Beweis
(Vo : A(z)) & - (A(z1) A A(z2) A+ A Ay))
< —A(z) V-A(z) V-V —A(xy,)
< Jdx: —A(x)
Beispiel:

Sei S die Menge aller Studenten,d.h.
S := {z|xist Student}
Die Aussage : "Alle Studenten tragen eine Brille’ wire dann kurz
Ve e S: Azx)

wobei A(x) die Aussageform ist, dass x eine Brille trigt. Negieren wir dies
erhalten wir
(Ve eS:A(x)) < 3JxeS:-Ax)

Die Negation wére also: ’Es existiert mindestens ein Student der keine Brille
tragt’.

1.3 Mengenlehre

Definition
Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objek-
te unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen'.

Beispiel

M={z|z=2nneN,}

Lies: M ist die Menge aller Elemente x, fiir die gilt x=2n, d.h. M ist die Menge
aller Geraden natiirlichen Zahlen.

Bemerkung

€ liest man als ’Element von’ z.B. heifit n € N, dass n ein Element der Menge
N ist, d.h. n ist eine natiirliche Zahl.

IDies ist nicht die heute in der Mathematik verwendete Definition, da sie einige Unklar-
heiten zulisst. Fiir alle Zwecke eines Naturwissenschaftlers ist sie jedoch ausreichend



Seien M und N Mengen dann sind folgende Verkniipfungen ebenfalls Mengen

MUN:={z |zeMVzxeN} Vereinigung

MNN:={z | zeMAzeN} Durchschnitt

M\N:={z | ze MAx¢gN} Differenz
MCN©szeM=zxzeN M ist Teilmenge von N
MCN: = (MCN)ANM#N) M ist echte Teilmenge von N
M=NsSzeM&zeN M ist gleich N
MxN:={(z,y) | xre M Ay e N} kartesisches Produkt

Ist N eine (echte) Teilmenge von N so bezeichnet
CyN = M\N

das Komplement von N beziiglich M. Fiir zwei Teilmenge N, L C M gelten die
de Morganschen Regeln

Cum (NQL) =CyNUCyML
Cumr (NUL) =CuyNNCyL

Die Menge, die keine Elemente enthilt nennt man Nullmenge (). Haben zwei
Mengen keine gemeinsamen Elemente, d.h. M N N = (} so nennt man sie dis-
junkt.

Rechenregeln fiir Mengen ergeben sich sofort aus folgenden Analogien zur Aus-
sagenlogik

Mengen A N U C

N
|

Aussagen A(x) A \Y% - = &

1.3.1 Zahlenmengen
e N={0,1,2,3,4,5,6,- - - } natiirliche Zahlen
e 7Z={0,%£1,4+2,4+3,+4,+5 +6, - - - } ganze Zahlen
e Q= {r |r = #; l,me Z} rationale Zahlen

e R reelle Zahlen, umfassen alle bisherigen Zahlenmengen und auflerdem
jede beliebige Dezimalzahl, die nicht als Bruch darstellbar ist z.B. 7w

2 Abbildungen

Eine Abbildung f aus einer Menge A in eine Menge B ist eine Vorschrift die
jedem Element x aus A genau ein Element f(x) aus B zuordnet. Man schreibt
f:A— B.

Man nennt A die Definitionsmenge und B die Wertemenge.

AN-A



. Die Menge
f(A) ={y € R|es gibt ein z € A mit f(z) =y}
nennt man Bild von f iiber A.

. Injektivitat

Ve,ye B: z#y = f(x)# f(y)

Eine Funktion ist genau dann injektiv, wenn einem x auch nur genau ein
y zugeordnet wird.

. Surjektivitit
VyeB 3 zeA: fla)=y

D.h. alle Werte der Wertemenge miissen von der Funktion f(x) angenom-
men werden. Oder anders ausgedriickt das Bild von f ist identisch mit der
Wertemenge: f(A) = B.

. Bijektivitét

Bijektivitéit einer Funktion f(z) haben wir, wenn sie sowohl injektiv als
auch surjektiv ist.

Bijektive Abbildungen sind umkehrbar, d.h. es existiert eine Umkehrab-
bildung f~!: B — A.



m O )<

> O m O )<
AOWN
(@)

(a) injektiv (b) surjektiv (c) bijektiv

Abbildung 1: Mengendiagramm zur Verdeutlichung der Abbildungsbegriffe

2.1 Genaue mathematische Definition

Seien M,N Mengen

1. Eine Teilmenge F' C M x N heifit Abbildung aus M nach N, wenn gilt
(x,y) e FA(z,2) € F = y=z (x € M,y € N)

d.h. jedem Element x aus M wird genau ein Element f(x)=y aus N zuord-
net

2. Sei F C M x N eine Abbildung. Die Mengen

F7Y(N):={x|z € M, es gibt ein y € N mit (z,y) € F}
F(M):={y|y € N, es gibt ein z € M mit (z,y) € F}

heiflen Urbildbereich und Bildbereich von F.

3. Seien F': M — N und G : N — L Abbildungen, x € M. Die Komposition
der Abbildungen ist definiert iiber

(FoG)(x) = F(G(x))
Die Verkniipfung o erfiillt das Assoziativgesetz F o (GoH) = (FoG)oH

4. Sei FF C M x N eine Abbildung. F ist Abbildung von M nach N :&
D(F)=M
F ist surjektiv :& W(F) =N
F ist injektiv :&  (z1,y) € FA(z1,y) € F = a1 =19
F ist bijektiv :& F surjektiv und injektiv



3 Funktionen

Abbildungen von D C R nach R heifien (reelle) Funktionen.
Beispiel:

f:D—>R f(x):ﬁ

Fiir f(x) gilt
D={zeR]| [z £1}
f(D)={yeRly<Ovy=>1}

Wir stellen also fest, dass f(x) weder surjektiv (f(D) # R) noch injektiv (z.B.
f(2)=f£(-2) obwohl 2 # —2) ist. Somit besitzt f(x) auch keine Umkehrfunktion.

Betrachten wir dagegen die bijektive Funktion
g:R—=R glz)=z+1

Wir kénnen die Gleichung durch Aquivalenzumformungen(!) umkehren. Somit
ist die Funktion bijektiv und besitzt eine Umkehrfunktion

g(z)=y=z+1
sSr=y—1
=g r)=0-1

Im letzten Schritt haben wir noch die Variable statt y wieder x genannt.
Einige weitere wichtige Begriffe sind

e Man nennt eine Funktion gerade, wenn f(x) = f(—=z) und ungerade, wenn

f(@) = —f(=2) gilt

e Man definiert die Verkettung ” o” von zwei Funktionen

(fog):=flg(x))  (z€D(g)Ag(x) € D(f))



3.1 Explizite Berechnung von Definitionsbereich und Bild

Hier ein Beispiel wie man den Definitionsbereich D und das Bild f(D) der
Funktion (1) (siehe oben) berechnet.

e Definitionsbereich : ,,Alle x-Werte, die man in die Funktionsgleichung
einsetzen darf “
D={weR| o] #1}

Dies sind hier alle x-Werte bis auf = £1, da man dann durch 0 teilen
wiirde. Allgemein gilt es hier auf Werte zu achten, an denen die Funktion
nicht definiert ist, und diese auszuschlieflen.

So darf man z.B. bei h(z) = y/z fiir x keine negativen Werte einsetzen.

e Bild

Um das Bild zu berechnen invertieren wir die Funktionsgleichung (das geht
hier nicht mit Aquivalenzumformungen, da die Funktion nicht bijektiv ist)
und bestimmen den Definitionsbereich der invertierten Gleichung;:

1

12 y-aty=1

flz)=y

s y—1=2a%

/ 1
= T=44/1--
Y

Damit dieser Ausdruck definiert ist muss der Term unter der Wurzel po-

sitiv sein
1 1
1-->20 & 1>-
Y Y
Fallunterscheidung :
i)y>0: 1> o y>1

<

Alsoy>0Ay>1 & y>1.

(i) y < 0: 1>4 & y<l1
Alsoy<0ny<1l < y<0.

Somit erhalten wir zusammen
f(D)={yeR|ly<0Vy=>1}

Beachtet: f(x) hat zwar keine Umkehrfunktion, wir kénnen die Funktions-
gleichung aber trotzdem invertieren und erhalten wie oben gezeigt:

1
r=4/1——- & fla)=y=+4/1—=
Y T
Die invertierte Gleichung ist aber keine Zuordnungsvorschrift fiir eine
Funktion, da sie nicht eindeutig ist (z.B. hat der x-Wert 2 die Funkti-
onswerte +1//2)



4 Rechnen mit Betrigen

Der Betrag ist definiert:

a a>0

aER:a|:{_a 0 <0

Seien a,b € R, so gelten folgende Regeln:

la| >0 wobei |a|=0 < a=0

|a -] = |a - [0]
e Dreiecksungleichung

lla] = [bl] < la +b] <'al + [b|

Man kann den Betrag auch geometrisch interpretieren. Der Abstand d von zwei
Zahlen x und a auf der Zahlengeraden ist: d = |z — a

I.A. ist es oft praktisch Fallunterscheidungen zu machen. Dazu betrachtet man
bestimmte kritische Stellen x

1. Stellen an denen der Ausdruck im Betrag das Vorzeichen wechselt

2. Stellen an denen der Term nicht definiert ist (z.B. Polstellen)

5 Rechnen mit Ungleichungen

Im Prinzip kann man mit Ungleichungen wie mit Gleichungen umgehen es gibt
jedoch folgendes zu beachten. Seien a,b € R und a > 0, b >0

e Multiplikation mit einer negativen Zahl &ndert die Richtung der Unglei-
chung

a<b |- (-1)
—a>—b

e Bilden des Kehrwerts éndert die Richtung der Ungleichung wenn beide
Seiten der Ungleichung das selbe Vorteichen haben



1 3 X

Ungleichungen in denen zusétzlich Betrdge vorkommen 16st man mit Fallunter-
scheidungen.

Beispiel : |z — 1| < |z — 3]

Die Funktionen in den Betrdgen wechseln bei x=1 bzw. x=3 die Vorzeichen.
Wir zerteilen die Zahlengerade also wie in der Abbildung gezeigt und nutzen
die Definition des Betrags (3)

e Falll:z <1
—(x—1)< —(r—3) & 1<3 wahre Aussage (w.A.)
In diesem Bereich erfiillen also alle x unsere Ungleichung.
efall2: 1 <2 <3
(r-1)<—(x-3) & 2r<4 & <2

Diese Aussage ist im Einklang mit der zu Beginn gemachten Forderung
x € [1,3] ist also ein erlaubtes Ergebnis.

o Fall2: 2z >3
(x—1)<(x—3) & —1< -3 falsche Aussage (f.A.)

Daher erfiillt kein x in diesem Bereich die Ungleichung

Ingesamt erhalten wir die Losungsmenge L = {z € R | z < 2}, indem wir die
Losungsmengen aus allen Féllen kombinieren.

6 Beschriankte Mengen

Sei K ein geordneter Kérper und M eine Teilmenge von K.

1. Ein Element a € K heiit untere (obere) Schranke von M, falls
a <z firalle x € M (bzw.a > x fiir alle x € M)

Existiert eine untere (obere) Schranke von M, so heift M nach unten
(oben) beschrinkt.
Ist M nach unten und nach oben beschrénkt so heifit M beschrénkt.

2. a € K heifit Infimum (d.h. untere Grenze) von M ( Supremum, d.h.
obere Grenze von M), wenn gilt:
a ist untere Schranke von M und es gibt keine untere Schranke von M, die
grofler ist als a

10



(a ist obere Schranke von M und es gibt keine obere Schranke von M, die
kleiner ist als a)

Also : Infimum = grofite untere Schranke, Supremum= kleinste obere
Schranke

3. a € K heift Minimum von M (Maximum von M), falls gilt:

a ist Infimum von M und a € M
(a ist Supremum von M und a € M)

Machen wir uns das anhand eines Beispiels klar:
Sei M eine Teilmenge der reelen Zahlen mit

M:=={zeR | 1<z<4} (1)
Aus der Definition erkennen wir direkt dass inf(M) = 1 ist da alle x echt grofer

als 1 sind. Zudem ist sup(M) = 4, da 4 aber auch zu M dazugehort ist 4 sogar
ein Maximum also max(M) = 4.

6.1 Volstidndigkeitsaxiom
Sei K ein geordneter Korper. K heifit vollstdndig, wenn gilt

(V) Jede nach unten beschrénkte, nicht leere Teilmenge von K besitzt ein
Infimum

dquivalent kann man fordern

(V) Jede nach oben beschrinkte, nicht leere Teilmenge von K besitzt ein Su-
premum

Bemerkung: Die reellen Zahlen R sind ein vollstédndiger Korper.

7 Vollstidndige Induktion (VI)

Die vollstéindige Induktion ist ein wichtiges Beweismittel in der Mathematik,
das auf den grundlegenden Eigenschaften der natiirlichen Zahlen basiert. Sei
A(n) eine Aussage und n € N. A(n) ist fiir alle n € N richtig, wenn gilt

1. Induktionsanfang (IA) : A(n = 1) ist wahr
2. Induktionsvorraussetzung (IV) : Annahme A(n) ist fiir ein n € N wahr

3. Induktionsschluss (IS) : Zu zeigen unter Verwendung von IV: auch A(n+1)
ist wahr

Ist man in der Lage den Induktionsschluss zu fiihren hat man allgemein gezeigt,
dass die Aussage A(n) fiir alle n wahr ist.
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8 Das Summenzeichen

Das Summenzeichen ist in der Mathematik sehr wichtig und deshalb solltet ihr
euch so frith wie moglich mit der Verwendung der Summe vertraut zu machen.
Wollen wir z.B. n Zahlen ay, as, ..., a,, miteinander addieren wird es fiir grolere
n sehr zeitaufwendig immer ay 4+ as + ... + a,, zu schreiben. Eleganter geht dies
mit dem Summenzeichen

n
Zak=a1+a2+...—|—an (2)
k=1

k ist dabei der Summationsindex. Er nimmt nacheinander die Werte 1 bis n an,
wobei k immer um 1 erhoht wird und das Summenzeichen die einzelnen Werte
mit einem ”+"verbindet.

Mit dem Summenzeichen kann man die Summe auch geschickt umformen indem
man Indizes umnennt oder verschiebt

1. Man darf Summenindizes umbenennen, d.h.

Zak:Zal:Zai (3)
k=1 =1 i=1

welchen Buchstaben man also als Index verwenden will ist egal. Man sollte
aber darauf achten, dass dieser Index nicht schon an anderer Stelle ver-
wendet wird. Z.B hier also den Summenindex nicht n nennen, da das schon
die obere Grenze der Summe ist.

2. Man kann den Index auch verschieben dann muss man aber auch die
Summationsgrenzen anpassen,also

Qg aj—4 (4)

Pl
-
i

hier habe ich den Index k als 1-4 umdefiniert. Dabei ist jedoch wichtig
dann auch die Grenzen der Summe entsprechend anzupassen,d.h.

k=l-4<=1l=k+4
= k=1 = |=144=5
k=n = l=n+4

3. Weiterhin kann man Summen auch auseinanderziehen, vereinigen, sowie
konstante Faktoren vor die Summe ziehen. Diese Eigenschaften folgen di-
rekt aus der Definition der Addition.

100 50 100
St u ®
k=1 k=1 k=51
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n—2 n
ar+ Y aptanatan =Y ax (6)
k=2 k=1

Zc-ak:oZak (7)
k=1 k=1

9 Rechentechniken

Ich liste hier einfach einige wichtige Formeln auf, die ihr immer wieder brauchen
werdet.

9.1 Arithmetische Summenformel

ik:@ ®)
k=1
Beweis:
ik: I + 2 4+ 3 +4+--4n (9)
k=1
= n +(n—-D+n-2)+---+1 (10)
=(2)+3): 2zn:k=(n+1)+(n+1)+(n+1)+~--+(n+1)
k=1
=n(n+1)
R n k:n(n;— 1) qed
k=1

9.2 Geometrische Summenformel

Fiir g # 1 gilt:

n 1— n+1
>t =t (11)
k=0 q
Beweis: siche Blatt 3 Aufgabe 6b
9.3 Fakultét
nli=[[k=n-(n-1)--3-2-1 (12)
k=1

Das Produkt [];_, ist dabei analog zum Summenzeichen, nur das aufeinander-
folgende Eintriige mit mal (-) verkniipft werden.
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9.4 Binomische Formel

Zunichst definieren wir den Binomialkoeffizienten

n n!
k = '(n—k)! 1
() = wom "

gesprochen ,n iiber k “. Beachtet das die linke Seite einfach eine verkiirzte
Schreibweise der rechten Seite ist. Man berechnet n iiber k stets mit dem Aus-
druck mit den Fakultéten.

Bemerkung:

Der Binomilakoeffizient ist ein Element er Kombinatorik und gibt die Anzahl
der Moglichkeiten an aus einer Menge von n Objekten genau k auszuwihlen.
Beispiel: Wahrscheinlichkeit fiir 6er im Lotto 1/(%’) = 1/13983816

Damit kann man die allgemeine binomische Formel aufschreiben

(a+0b)" = zn: <Z> avkpk (14)

k=0

10 Komplexe Zahlen
Zunichst definieren wir die imaginiire Einheit i durch 72 := —1. Komplexe Zah-
len nennt man nun Audriicke z der Form
z=x+1y (15)
mit x,y € R. Die Menge der komplexen Zahlen notiert man als
C={z=z+iy|z,y eR} (16)

Man fiihrt folgende Bezeichnungen ein

e x = Re(z) »Realteil von z ¢
e y = 1Im(z) ,Imaginérteil von z ¢
e Z:=x—1y ,Komplex konjugiertes von z

Es gilt der wichtige Zusammenhang

z-z=(w+iy) (z—iy) =2° —i®y® =2’ + ¢ = |2 (17)

10.1 Graphische Darstellung

Graphisch kann man die komplexen Zahlen in einem zweidimensionalen Koor-
dinatensystem darstellen (siche Abb.1). Man erkennt folgende geometrischen
Beziehungen

x = rcos(yp) (18)
y = rsin(p) (19)

14



Im(z) 4
y z=xX+1iy
< i
7 !
> |
9 g
X Re(z)

Abbildung 2: Darstellung in der komplexen Zahlenebene

Man kann nun eine komplexe Zahl auch mit den Variablen r,p aufschreiben
anstatt mit x,y. Man spricht dann von der Polarkoordinatendarstellung. Die
Umrechnungvorschriften erhalten wir aus geometrischen Uberlegungen (Abb. 1).

r=lzl =va?+y? »Betrag von z ¢

= arctan(g) »Argument von z “
x

Nach Definition ist das Argument arg(z) der Winkel der zwischen 0,27 liegt
arg(z) € [0, 2m).
Wir erhalten

2z S x4 iy = r (cos(p) + isin(p))

= re'¥

Im zweiten Schritt haben wir die Relationen (11),(12) verwendet. Die Umfor-
mung in die Eulersche Form mit der komplexen e-Funktion kann erst spéter
unter Verwendung der Reihendarstellung bewiesen werden.

10.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

Fiir die Eulersche Form gelten natiirlich die gewohnten Potenzgesetze

(ei"D)n = ein¥ neQ

eitpl X eitpz _ ei(§01+¢2)

15



Weiterhin gilt
o] =1
e =1 ke

Beweis: (Sei im folgenden stets k € Z)

6] = feos(p) + isin()] = /co() + sin(p) = 1

ek = cos(2km) +isin(2kn) =1 +140 =1
Beispiele werden auf den UB genug gerechnet, daher nur einige Bemerkungen

e Rechnen mit komplexen Zahlen geht im Prinzip genauso wie mit reellen
Zahlen, wenn man beachtet, dass 1% = —1

e Multiplikation bzw. das Bilden von Potenzen geht am einfachsten mit der
Euler Form

e Seien z = a + b und w = ¢ + id zwei komplexe Zahlen. Zwei komplexe
Zahlen sind gleich, wenn gilt

zZ=w — a=c AN b=d
— lz| = |w| A arg(z) = arg(w) + 2k~

besonders wichtig ist zu beachten, dass die Euler Form periodisch in 27
ist und somit das Argument immer nur auf ein Vielfaches von 27 gleich
sein muss.

11 Folgen

Im folgenden will ich einige zentrale Begriffe im Bezug auf Folgen wiederholen

11.1 Definition

Eine Folge ist eine Abbildung aus den natiirlichen Zahlen N in eine Menge M
(z.B. R), die jeder natiirlichen Zahl n ein Element a,, € M zuordnet.

an: N—=>MCR

n — a,

Folgen kann man explizit oder rekursiv definieren
Beispiele:

e explizite Darstellung einer Nullfolge: (a,) = +

e rekursive Darstellung der Fibonnaci Zahlen
Apt+1 = Qp, — Qp—1 ap=0 a1 =1
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11.2 Beschranktheit

Eine Folge (a,) ist (nach oben) beschrinkt falls eine positive reelle Zahl K

existiert mit
lan| < K VneN

Fiir reelle Folgen gilt

e (ay,) ist nach oben beschrinkt : (a,) < K
e (ay) ist nach unten beschrinkt : (a,) > K
Ist die Folge sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt bezeichnet man

sie einfach nur als beschrinkt. Ist dies nicht der Fall heifit die Folge unbe-
schrankt.

11.3 Monotonie

Fiir eine reelle Folge (a,,) gilt

e (a,) ist monoton wachsend : (an41) > (an)

e (ay,) ist monoton fallend : (an4+1) < (an)

Besteht in den Ungleichungen keine Gleichheit so spricht man auch von streng
monoton wachsend bzw. fallend. Rechnerisch lédsst sich das oft so zeigen

1. monoton wachsend

An+41
a7L+1_an20 <~ Lzl
an
2. monoton fallend
a
Ant1 — an <0 <= ol <1
an

11.4 Konvergenz

Eine Zahl a € R heifit Grenzwert der Folge (a,)nen, wenn es zu jeder Zahl
€ € R, € > 0 eine natiirliche Zahl ng(e) € N gibt, sodass

la, —al <e  ¥Yn>ng

Eine Folge die einen Grenzwert hat nennt man konvergent, ansonsten heifit sie
divergent.
Konvergiert die Folge (ay,)nen gegen a schreibt man:

lim a, =a
n—roo

Bemerkung:

Sehr oft muss man um Konvergenz zu beweisen gar nicht auf die Definition
zuriickgreifen. Manchmal geniigt der Einsatz einiger algebraischer Tricks
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e Kiirzen mit der hochsten Potenz von n in Briichen
e Geschicktes erweitern zu Binomen

e Ausnutzen von geometrischer Summe, arithmetischer Summe oder dem
binomischen Lehrsatz

11.4.1 Niitzliche Grenzwerte

Sein e N:
lim ¥a=1 a€eR
n—oo
lim {/m =1
n—oo
lim ¢" =0 lg] <1
n—oo

1
lim (1+ =)" =
i (+n) e

n—oo

11.4.2 Eindeutigkeit

Eine Folge kann natiirlich nur einen Grenzwert a haben, d.h.

(an) ist konvergent — Der Grenzwert a ist eindeutig

11.4.3 Monotoniekriterium

Jede beschriankte und monotone Folge reeller Zahlen ist konvergent

11.4.4 EinschlieBungstheorem (Sandwich Lemma)

Seien an,, by, ¢, reelle Folgen und

lim a, = lim b, =a
n—oo n— o0

Dann kann man zeigen

anp < ¢, <b, & lma, <lm ¢, < lim b, <& a< lime, <a

n—oo n—oo n—oo n—oo
= lim ¢, =a
n—oo

Beispiel:
Sei ¢, = /5" + 6™. Nun lidsst sich abschéitzen

6=V6"<c, <V6m+67=6-2
Machen wir den Grenziibergang n — oo so folgt

6< limc¢, <6

n—oo

Der Grenzwert von ¢,, muss also 6 sein.
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11.5 Teilfolgen

Die formale Definition der Teilfolge ist:
Sei (an)nen eine Folge und (ny)ren eine Folge in N mit

ny <ng <ng<---

Man nennt (a,, )xen eine Teilfolge.
Eine Teilfolge (ay,) einer Folge a,, erhélt man also wenn man nur bestimmte
Folgeglieder von (a,) beachtet.

Beispiel:

sei (a,) = (—1)", diese Folge hat nur die Elemente 1 (fiir n gerade) und -1 (fiir
n ungerade)

Betrachten wir dazu die Folgen in N

np=0,2,4,6--- dh n,=2k keN
n=1,357- dh m=20+1 I[eN

Die Teilfolgen, die wir damit erhalten sind

(an,) =1 und (an,) =—1

Ist eine Teilfolge (an, ) konvergent so heifit ihr Grenzwert Haufungswert(HW)

a, hat einen HW H — 3 Teilfolge a,, mit klim O, = H
— 00

11.6 Haufungswerte

Es gibt auch eine andere Definition fiir Hiufungswerten ohne Teilfolgen explizit
zu erwahnen.
Man nennt eine Zahl H Héufungswert der Folge a,, falls fiir jedes € > 0 und
unendlich viele n € N gilt

|H —an| <€

Eine konvergente Folge hat also nur einen HW, ndmlich den Grenzwert und jede
Teilfolge konvergiert gegen ihn.
Hat eine Folge dagegen mehrere Haufungswerte, so ist sie divergent.

11.7 Satz von Boltzano Weierstraf3

Jede beschrankte Folge besitzt mindestens einen HW.

11.8 Cauchyfolge

(ay) ist eine Cauchyfolge, wenn es zu jedem e > 0 ein ng € N gibt, so dass fiir
alle m,n > ng gilt
|am — an| < €
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11.9 Rekursive Folgen

Konvergenz zeigt man bei rekursiv definierten Folgen immer indem man

1. Monotonie

2. Beschranktheit

zeigt.

Dazu schreibt man sich ein paar Folgeglieder explizit auf und stellt Vermutungen
iiber die Monotonie und mogliche Schranken an

Diese Behauptungen zeigt man dann mit Vollstdndiger Induktion und den De-
finitionen zu Monotonie und Beschrianktheit. Fiir die Berechnung des Indukti-
onsschritts benutzt man die rekursive Definition der Folge.

Um schliefSlich den Grenzwert der Folge zu bestimmen macht man die Annahme
das fiir n — oo gilt ap+1 = a, = ¢. Da a,41 Teilfolge von einer konvergenten
Folge a,, ist, muss diese gegen den gleichen Wert wie a,, konvergieren (bei kon-
vergenten Folgen konvergieren alle Teilfolgen gegen den Grenzwert der Folge).

Man erhélt eine algebraische Gleichung, die man fiir ¢ auflésen kann.

12 Konvergenz von Reihen

Zunéchst sollten wir uns verdeutlichen was man unter einer Reihe versteht. Sei
(an),cy eine Folge in C so nennt man den Ausdruck

o0
D
k=1
Reihe. Diese ist als Grenzwert einer Folge von Partialsummen s,, := > }'_, ax

zu verstehen, d.h.

(S”)REN = (817527 SN )

1 2 N
(Yo Y
k=1 k=1

k=1

n o0
. . def
lim s, = lim E ar = E ak
n—oo n— o0
k=1 k=1

Eine Reihe }_;° aj, konvergiert genau dann, wenn die Partialsummenfolge (s,,)
konvergiert,.
Eine komplexe Reihe konvergiert, wenn ihr Realteil und Imaginérteil konvergie-

ren
(oo} (oo} (oo}
Z ap = Z Re(ag) + 1 Z Im(ay)
k=1 k=1 k=1

neN
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Weiterhin sprechen wir von absoluter Konvergenz, wenn fiir eine Reihe _,° ay,
gilt:

o0
Z |ak| konvergiert
k

Die absolute Konvergenz ist ein stiarkerer Begriff als die Konvergenz, es gilt also:

Absolute Konvergenz z Konvergenz

Ein Beispiel fiir eine Reihe die konvergiert, aber nicht absolut konvergiert ist:

> 1
g(_l)kﬁ

k=1

Denn sie konvergiert iiber das spéter besprochene Leibnizkriterium, jedoch kon-
vergiert sie nicht absolut, denn:

>

k=1

El e

1 o0

=2

k=1
konvergiert nicht (siche Vorlesung).

12.1 Konvergenzkriterien

Es gibt u.a. folgende wichtige Konvergenzkriterien:

12.1.1 Notwendiges Kriterium
Es gilt:
i =
Zak konvergent - ay, Nullfolge
k

wenn ag also keine Nullfolge ist, so ist die Reihe auf keinen Fall konvergent.

12.1.2 Leibnizkriterium

Ist ax eine monoton fallende reelle Nullfolge, so ist die alternierende Reihe:

oo

> (=DFay,

k

konvergent.

Bsp.:
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= 1
Zz:(—l)k%

k=1

ist konvergent, jedoch nicht absolut konvergent (siche oben).

12.1.3 Majorantenkriterium

Sei (an),cy eine reelle oder komplexe Folge und (b,),,cy eine reelle Folge.
Gilt |a,| < by, fiir alle n ab einem bestimmten Wert ng € N und ist > o> | b,
konvergent folgt

>0 an ist absolut konvergent.
Bsp.:

°° 2 absolut konvergent, da > 5 . -5 konvergent und:
k=1T% k=1 T

12.1.4 Minorantenkriterium

Seien (an),,cy und (by,), oy reelle Folgen und ng € N
Falls a,, > b,, > 0 fiir n > ng und > | b, divergent ist, folgt

>S7%° | ay ist divergent.

n=1

12.1.5 Wichtige Reihen

Fiir die oben genannten Vergleichskriterien benttigt man natiirlich geeignete
Reihen zum vergleichen. Hier liste ich mal die wichtigsten auf

= ki tfir 0<g<1

Z ¢ = ?nvergen ) wr=a (geometrische Reihe)
— divergent fiir ¢ > 1

i - konvergent fiir a > 1

— ke divergent fiir a <1

12.1.6 Quotientenkriterium

sei a,, eine Folge und ¢, := |*=] fiir a,, # 0 so gilt:
oo absolut konvergent limsup,, o cn <1
Zak = divergent liminf,, s c, > 1
k keine Aussage liminf, ,o ¢, <1 <limsup,,_, . cn

Beweis:
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Sei ¢ < 1 und ng € N so, dass <q VYn>ng

Ak+1
ag

Somit

lant1] < q-lay| fiir alle n > ng

also gilt insbesondere

|ano+1| <gq- |ano| (20)
= |ang+k| < g~ - [@n, | keN (21)

Den letzten Schritt zeigen wir mit vollstdndiger Induktion
TA: k=1|any+1| < q - |an,] wahr (siehe (1))
v g k| < q° - |an,] fiir ein k € N)

Aotk
1k o k41 Jangprn] = 29 10 g anerk] < ¢ lan] qed
|an0+k|

Dabei haben wir im letzten Schritt bei der ersten Abschétzung die Vorausset-

zung ‘GZ—ZI‘ < ¢ und bei der zweiten Abschitzung die IV benutzt.

Da nach Voraussetzung g < 1 konvergiert |a,,|> r—; ¢* (geometrische Reihe),
da dies aber nach (2) eine Majorante zu |an,4+| ist muss auch > po | [@ng1k|
konvergieren.

Somit konvergiert auch Y - |ax|, da endlich viele ,, Anfangsglieder* nicht das
Konvergenzverhalten einer Reihe beeinflussen. Q.e.d.

12.2 Wurzelkriterium

Existiert:
q = limsup /]ay|
k—o0

so gilt:

00 absolut konvergent ¢ <1

Z ar = divergent qg>1

k keine Aussage qg=1
Motivation

Die geometrische Reihe:

1—gNt? 1
lim qu = lim L ‘q|:<1 —
N—oo 1 —q 1 —q

konvergiert offensichtlich nur fiir |¢| < 1 und divergiert fiir |g| > 1 (fiir ¢ =1
ist keine Aussage moglich, da hier die geometrische Summenformel nicht gilt).
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Betrachte nun: .

o0 oo
ax = | §/Jar]
2= |

def
=9q

Wenn nun offensichtlich fast alle ¥/|ax| < 1 sind, so konvergiert diese Reihe
wegen der Abschitzung durch die geometrische Reihe absolut.

13 Cauchy Produkt von Reihen

Seien Y 7 jar =aund Y po by = b zwei absolut konvergente Reihen (a,b, sind
ihre Grenzwerte). Das Produkt der zwei Reihen konvergiert dann auch absolut
und ist gegeben durch

(iak> . (ibk> = i ( ; aj bnk) =a-b (22)
k=0 k=0 n=0 \k=0

Es geniigt auch zu fordern, dass eine der Reihen im Cauchy Produkt absolut
konvergent ist und die andere nur konvergent. Das Produkt existiert auch in
diesem Fall ist aber i.A. nicht absolut konvergent.

Bemerkung;:

14 Potenzreihen

Sei z € C. Einen Ausdruck der Form

Z ag (z — zo)k
k

nennt man Potenzreihe und zy € C bezeichnet man als den Entwicklungspunkt.
Durch eine Variablentransformation z — zg — z geht dies iiber in

oo
E akzk
k
Fiir ein festes z ist dies eine normale Reihe mit neuen Koeffizienten by,
oo oo
E akzk =: E bk
k

k

Uns interessiert nun fiir welche Werte von z diese Reihe konvergiert bzw. diver-
giert. Dies konnen wir mit dem Quotienten- oder Wurzelkriterium fiir Reihen
feststellen.

Einsetzen in das Quotientenkriterium:
(Achtung: im Kriterium fiir Reihen steht der limsup, fiir Potenzreihen muss man
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allerdings die Existenz des Grenzwerts fordern, d.h. es muss der Limes dastehen)

| bkt | agga 2 |Gk
lim | =2 = lim +7k = lim |z <1
k— o0 bk k—o0 arz k—oo | ag
1 .
S |zl < —mm =7 Konvergenzradius
hmk—>oo GZZI

Einsetzen in das Wurzelkriterium:

limsup v/|bx| = limsup {/|axz*| = limsup {/|ax||z] < 1
k—o0

k—o0 k— o0
1

=T
hmsupk—)oo kv |ak|

Wir haben dabei den Konvergenzradius r definiert. Es gilt

&S|z <

|z| <r Konvergenz

|z| > r Divergenz

Am Ende muss man nun noch |z| = r einzeln betrachten und berechnen ob hier
Konvergenz vorliegt, da hier keine Aussage aus dem Quotienten- oder Wurzel-
kriterium folgt. Fiir |z| = r haben wir dabei wieder eine normale Reihe und
konnen somit die bekannten Mittel zum Uberpriifen von Konvergenz anwenden.

Fazit: Man kann Potenzreihen bei der Uberpriifung auf Konvergenz wie nor-
male Reihen benutzen.

15 Identitatssatz fiir Potenzreihen

Zwei Potenzreihen mit Konvergenzradius r > 0 sind gleich, d.h. es gilt

D an(x—z0)" = bnlw — )"
n=0 n=0

fiir alle | — x| < r, wenn die Koeffizientenfolgen gleich sind
a, = by, Vn

Eigentlich handelt es sich hier also nur um einen Koeffizientenvergleich. Machen
wir uns das anhand eines Beispiels klar

15.1 Reihendarstellung des Tangens

Wir wollen die ersten 4 Koeffizienten der Reihendarstellung von tan z um zo = 0
berechnen. Wir suchen also Zahlen a,, fiir die gilt

sinx >
= E anpx”
cosx —

n=0

tanx =
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o0
& sinx = cosx - E apz"
n=0
Setzen wir nun die bekannten Reihenentwicklungen fiir Sinus und Cosinus ein
erhalten wir

1
x— gx?’ +0(z°) = (14 F22 4+ 0(z*))(ao + a1z + azz® + azz® + ....)

=ag + a1z + (a2 + 1ag)z? + (asz + 1a1)z® + O(a?)

Da die beiden Reihen gleich sein sollen muss vor den jeweiligen Potenzen von x
immer die gleiche Zahl stehen; machen wir also einen Koeffizientenvergleich

20 0=ag

.’L‘li 1:a1

2, _1 _
x°: 0= 3a0+ a2 = a2 =0
3. 1_1 2
M —5 =30 t+a3 = a3 = —3

Unsere Reihenentwicklung lautet also tanx ~ x — %:ﬁ + ...

16 Reihenentwicklung von Funktionen

16.1 Taylor Reihe

Wir wollen uns zun#chst iiberlegen, wie man auf die Reihendarstellung von
Funktionen kommt. Dazu fithren wir einige verkiirzende Schreibweisen ein. Sei

dTL

(n) . 2
A dzm
fece f ist unendlich fach ableitbar

f(z) n-te Ableitung von f

wobei C* der Raum der k-fach differenzierbaren Funktionen war.

Wie gesagt wollen wir nun f als Potenzreihe darstellen, d.h
fl@) = ar (@ —zo)"
k=0
Der Einfachheit halber entwickeln wir die Funktion um zg = 0 so, dass
f@) =Y aa* =ao+ar-z+ay 2’ +--

k=0

die Unbekannten in dieser Gleichung sind die Koeffizienten aj, die wir nun
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bestimmen miissen. Dazu bilden wir einige Ableitungen von (1):

f@)=> ar 2" =ap+a-z+ay-2>+--
k=0

f(l)(x):Zk-ak "l =a;4+2-ay-x+3-a3-2%---
k=1

f(2)(x):2k(k—1)~ak 2 =2.a,4+3-2-a3-x+4-3-2-a4-2%+---
k=2

FM(z) = ik(k— De-(k=n+1)-ap 2™
k=n

_ = k! b—n
P ICETI

k=n ’

=nl-ap,+(n+1)lapy -z +---

Man sieht also sofort, dass wir die Koeffizienten a,, erhalten indem wir die n-te
Ableitung an der Stelle x = 0, also allgemein an der Stelle um die wir entwickeln,
auswertet. Z.B. ap = f(0),a; = f1(0),---. Wir erhalten also allgemein

F(0)

M () = 7! . _
f0)=n!-a, & a, = "

Und somit als Reihendarstellung die sogenannte Taylor-Reihe um den Entwick-
lungspunkt xq

0 £(k) (
fay =3 T (o g

k=0

Beispiel

Wir wollen die Reihendarstellung der e-Funktion um zy = 0 bestimmen. Dazu
bendtigen wir zunichst die n-te Ableitung der Funktion ausgewertet an der
Entwicklungsstelle

f(") (x) =¢€" = f(")(O) =el=1

)
Somit erhalten wir die Koeflizienten a, = ! <kk!(0) = % und die Reihendarstellung
flz) = HJU
k=0

16.2 Einige wichtige Reihendarstellungen

Kann man eine Funktion in eine Potenzreihe entwickeln, so nennt man die Funk-
tion analytisch. Die wichtigsten Reihen (mit Entwicklungspunkt zp = 0 und
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Konvergenzradius r = co) sind:

1 o0
= Z zk Konvergenzradius r=1

s = 1 1
eL:ZH .Tk = 1+$+§$2+

sinh(x)zzi g2kt — o T3

=1 1
cosh(x)zz 22 = 142224 ...

Bemerkungen :

e im Inneren des Konvergenzkreises konvergiert die Potenzreihe gleichméfig
gegen die Funktion, d.h. dass die Funktion, die durch die Potenzreihe
dargestellt wird ebenfalls stetig ist.

e Die Reihendarstellung von Funktionen ist oft hilfreich zur Berechnung von
Grenzwerten.

e Um die Reihenentwicklung von Funktionen zu bestimmen braucht man
oft gar nicht die Taylorentwicklung sondern kann die bekannten Reihen
oben benutzen.
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