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Dieses Dokument erhebt keinen Anspruch auf Vollstindigkeit oder Korrektheit.
Es stellt keine Vorlesungszusammenfassung dar, sondern soll euch lediglich bet
der Bearbeitung der Ubungsaufgaben helfen

Lineare Algebra

Hier liste ich nochmal einige grundlegende Definitionen der linearen Algebra.
Thr braucht das nicht alles auswendig zu wissen, aber es ist niitzlich die Begriffe
einordnen zu kénnen.

1 Gruppe

” "

Unter einer inneren Verkniipfung auf einer Menge M versteht man eine Ab-
bildung f : M x M — M. Sie ordnet jedem Paar (a,b) von Elementen aus M
ein Element f(a,b) aus M zu.

Eine Menge M mit einer inneren Verkniipfung ”-”, die zwei Elemente a, b wieder
auf ein Element ¢ = a - b € G abbildet, heifit Gruppe, wenn die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind. Bzw. etwas mathematischer

Sei M eine Menge, M # @ und

M xM-—-M
(a,b) > a-b

eine Abbildung.



Das Dupel (M, -) heifit Gruppe <
1. Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. es gilt
(a-b)-c=a-(b-c)

2. Es existiert ein neutrales Element e € M (bei der Addition ist dies 707,
bei der Multiplikation ”1”) mit
eca=a-e=cflralleae M

3. Zu jedem a € M gibt es ein inverses Element a~! € M, so dass

a-al=ala=e

Ist die Verkniipfung zusétzlich noch kommutativ a - b = b - a, so nennt man die
Gruppe abelsch

Beispiele

(a) Z mit der Addition ”+”
(b) R mit der Addition ”+” und R* := R — {0} mit der Multiplikation ”-”

2 Korper

Sei M eine Menge mit mindestens zwei Elementen und sein

+:MxM-—>M
(a,b) > a+b

M xM—-M
(a,by —> a-b

Abbildungen.

Das Tripel (M, +, ) heiit kommutativer Kérper <
1. (M,+) ist kommutative Gruppe

das neutrale Element bezeichnet man mit 0)

-
(
2. (M\ {0}, ) ist kommutative Gruppe
(neutrales Element 1)
-

3. (a+b)-c=a-c+a-b (Distributivgesetz)



3 Vektorraum(VR)

Wir wollen nun allgemein das Konzept eines Vektorraums definieren. Sei K ein

—

kommutativer Korper, (a, 8 € K). Sei V eine nichtleere Menge, (@,b € V).
Seien

+:VxV >V (ab)—a+b (Addition von Elementen aus V)
K xV =V (aa) = aa (Multiplikation von Elementen aus V mit Elementen aus K)

Abbildungen.
Das Quadrupel (V, +, K, -) heifit Vektorraum iiber K, falls gilt:

I. i)l-d=a
i) (a+pB)-d@=ad+pa
i) (@ +b)=0ad +ab
iv) a(fd) = (aB)d
Bemerkung:

e Bei K handelt es sich meist um die bekannten Skalarenkoérper R oder C.

e Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren. Speziell heifit das neu-
trale Element 0 Nullvektor. Die Elemente aus K nennt man Skalare.

Menge (z.B. geordnete n-Tupel)
+ einer Verkniipfung "Addition"

+ Kommutativgesetz

+ Verknupfung "Multiplikation" mit einem
Element eines Korpers (z.B. reele Zahlen)

Abbildung 1: Zusammenhang zwischen den Definitionen einer Gruppe und eines
Vektorraums



3.1 Untervektorraum

Eine Menge U heifit Unterraum eines Vektorraums V (U C V'), wenn

(U1) das Nullelement in U liegt, U also auf jeden Fall nicht leer ist: 0 € U

(U2) mit @, W eUund A€ Kauch @ +@ € Uund A4 € U ist

Bemerkung:

e Ein Unterraum U eines K Vektorraums V ist wieder ein K Vektorraum.
Dies kann man sich zu nutze machen, wenn man beweisen soll, dass ein
Raum U ein VR ist. Es geniigt zu zeigen, dass U ein Untervektorraum
eines groferen VR V ist und (U1) und (U2) gelten.

e Mit der Eigenschaft (U2) zeigt man, dass der Untervektorraum U mit den
Verkniipfungen ”+” und ”-” wieder auf sich selbst abgebildet wird, man
sagt er sei abgeschlossen.

3.2 Linearer Aufspann

Sei V ein VR iiber K. Sei M C V eine Teilmenge. Dann heifit

n

SN =M+ Al + .+ Anlin (1)

=1

mit Vektoren @; € V und Skalaren \; € K Linearkombination von @1, ...,d .

Die Menge aller moglichen Linearkombinationen von Elementen von M nennt
man den linearen Aufspann (M). (M) ist ein Untervektorraum von V.

(M) = {f|§c’ €V, esexistieren me N, \; € K,a; € M,ie€{l,---m} mit & :Z)\Z—&'i}
i=1
(2)

Beispiel

1 0

0/’\1

ten Vielfachen der zwei Vektoren kann man jeden Vektor im zweidimensionalen
Raum R? darstellen. Der lineare Aufspann der Vektoren ist also der R2.

Schauen wir uns die Menge X = { ( an. Durch Addition von bestimm-



4 Lineare Abhingigkeit

Sei V ein VR iiber Kund @1, ...,d,, € V sowie A1, ..., Ay, € K

—

1. @1,...,d,, linear abhéingig 1< Ajd1+ - Apdm =0und (Aq,--- Ap) #
(07 70)

2. dq,...,dm, linear unabhiingig :& fiir alle Ay, ..., A, gilt

M1+ Amim =0= (A1, Am) = (0,--+,0)

Diese Bedingungen fiihren jeweils auf Gleichungssysteme fiir die Koeffizienten
Ai. Durch Losung des LGS kann man dann auf lineare Abhéngigkeit schlielen.

5 Basis

Sei V ein VR und B C V. B heifit Basis von V, wenn

1. (B)=V

2. b; € B sind linear unabhéngig

Das bedeutet also, dass man jeden Vektor in V als Linearkombination der Vek-
toren b ; der Basis darstellen kann. Oder nochmals anders ausgedriickt: jeder
Vektor v € V lisst sich auf genau eine Art und Weise nach Vektoren einer Basis
B entwickeln . .

a=abi+..+ayb, (3)

Die Zahlen vq,..v, sind somit die Komponenten des Vektors @ beziiglich der
Basis B

5.1 Dimension

Sei B eine Basis des VR V, dann nennt man die Anzahl n der Elemente in B
(also die Anzahl der linear unabhiingigen Basisvektoren) die Dimension von
V. Man schreibt dim(V) = n. Da die Basen zu einem spezifischen VR immer
die gleiche Anzahl linear unabhangiger Vektoren haben, hat ein VR auch immer
nur eine Dimension.

Beispiele:

° dim(Rs) =3
e dim({0}) =0



6 Skalarprodukt

Betrachten wir zwei Vektoren @ = (a1, as,a3) und b = (by, by, bs) im R3. Der
Winkel zwischen den beiden sei ¢. Das Skalarprodukt ist nun ein Produkt zwi-
schen zwei Vektoren (man nennt es daher ’'inneres Produkt’, also innerhalb eines
VR), dessen Ergebnis ein Skalar ist.

(@,b) =2 ai-bi=|a@ll-||b-cos¢ (4)
i=1

Bemerkungen:

e @ steht senkrecht auf b = (@,b) =0

. T‘Aa’b‘f = ||b || cos ¢ ist die Projektion von b auf @

Diese Definition kennt ihr wahrscheinlich schon aus der Schule. Man kann das
Skalarprodukt jedoch auch axiomatisch durch folgende Bedingungen einfiihren.

1. (@+b,8)=(@,c)+ (5,7

2. (\@,b) = \@,b

3. (@, \b) = A\*(@,b) (* bedeutet komplexe Konjugation)
4. @, 0)=(,a)

5. (@,d)>0und (@,@)=0ad =0

Somit gilt fiir das Skalarprodukt im komplexen C"
({@,b)y:=a-b* (5)

Die Axiome 1-5 lassen aber auch viel abstraktere Formen fiir ein Skalarprodukt
zu, so ist der Ausdruck

b
(f. ) = / f@)g"@)de  fgiabeC—C (6)

das Skalarprodukt fiir Funktionen.

Ich will im folgenden noch kurz auf die Schreibweise des Skalarprodukts mit
Indizes eingehen, da dies eine elegante Moglichkeit der Rechnung eréffnet. Seien
¢; (i=1,2,3) die kartesischen Basisvektoren des R3.

(@,b) = <Zai€i,2bké’k>
= Z > aib:<é'i, 1)
= Z Xk: aibibin
o



An dieser Stelle habe ich das Kroneckersymbol definiert

I 1, wenn =k
f<ez',€k>={ (7)

)

d
ik

0, wenn i#k

6.1 Norm
Mit einem Skalarprodukt ’-” ist die Norm eines Vektors & definiert als
|17 =VE -7 (8)

Dies entspricht der Linge des Vektors. Auch die Norm kann man axiomatisch
formulieren als Abbildung von V nach R

Sei V ein Vektorraum iiber C.
Eine Abbildung
[-: V=R, a@—|al|

heifit Norm auf V, wenn folgendes gilt:

i)|l@]|>0 und ||@d]|=0 & @=0

i) [[Aa@ || = [Al-][a ]|

iii) ||+ b1 <@l +1lb ]
Ist Vein VR und ||-]] : V — R eine Norm auf V, so nennt man V einen

normierten Raum.



7 Vektorprodukt

Ein ’inneres’ Produkt, dass zwei Vektoren Z,% € R? auf den Vektor 2 = & x §f
abbildet.

1 Y1 T2Y3 — T3Y2
TXY=|z2| X |y2| = | 2391 — T1Y3 9)
xs3 Ys T1Y2 — T2Y1

Es reicht sich lediglich die erste Zeile zu merken. Die anderen Zeilen erhélt man
dann durch zyklisches Vertauschen (1 -2 — 3 — 1).
Eigenschaften:

Geometrische Interpretation:

e 7' 1 sind linear unabhiingig = ¥ x ¢ steht senkrecht auf ¥ und ¥

o ||ZXxF||=1IZ]||-]|7 ] - sin(¢) ist die Fliche des von den Vektoren &, ¢
aufgespannten Parallelogramms

e Die Vektoren (Z,%,Z x ¢) bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem

Auch hier wollen wir das ganze in mit Indizes schreiben; wieder mit kartesisch
orthonormierten Vektoren €’;

Xy :Za:jé'j X Zykgk
j k
= > (@5 xEr)ziun

ik

Betrachten wir im folgenden nur die i-te Komponente des Kreuzprodukts

i k
= § § €ijkTjYk
Jj k

Wie beim Skalarprodukt haben wir hier auch ein neues Symbol ¢;;1, das Levi-
Civita-Symbol (kurz: e Tensor) eingefiihrt

0 falls zwei Indizes gleich sind
ijk = (85 x Er)i =<1 falls ijk = 123,231,312 (10)
-1 falls 45k = 213,132,321

Oft ist auch folgende Relation wichtig

Z €ijk€ilm = 0510km — OjmOk (11)

7



8 Gram Schmidt Orthogonalisierungsverfahren

Verfahren zur Konstruktion einer Orthonormalbasis (d.h. die Basisvektoren sind
senkrecht zueinander und haben Lénge 1)

Sei {@1,...,d,} eine Basis eines VR V. Ziel ist es nun aus den a@; Vektoren Ei
zu konstruieren die orthonormal sind und eine Basis bilden. Wir gehen wie folgt
vor:

1. Normiere den ersten Vektor

QL

- (12)
1

S
-
Il
E‘

2. Projeziere nichsten Vektor @ ;41 auf zuvor normierten Vektor b; und kon-
struiere einen orthogonalen Vektor @ | 41

k

1 g1 = pgr — | per = Grp1— D (ari1,00)b; (13)
i=1

3. Normieren .
> a ] k+1 (14)

Abbildung 2: Graphische Darstellung zum Gram-Schmidt Verfahren



