Ergéinzung zur HMI UB Nr.6

Patrik Hlobil Niko Kainaris

Dieses Dokument erhebt keinen Anspruch auf Vollstindigkeit oder Korrektheit.
Es stellt keine Vorlesungszusammenfassung dar, sondern soll euch lediglich bet
der Bearbeitung der Ubungsaufgaben helfen

1 Konvergenz von Funktionenfolgen

Sei (fn: Dy CR—R), _y ein Funktionenfolge, d.h. eine Funktion, die neben
der reellen Variablen x auch von einem natiirlichen Parameter n abhéingt. Alle
fn und f seien auf D definiert.

1.1 Punktweise Konvergenz

Ve e Dy Ve>0 dng e NVn>ng: |[folz)— flz)] <e

Das bedeutet, dass fiir alle x im Definitionsbereich die Grenzfunktion f(x) exis-
tiert

lim f,(x) = f(z) Vo € Dy

n—oo

1.2 Gleichmiflige Konvergenz

Ve € Dy Ing e N Ve>0 Vn>ng: |fu(z)— f(z)| <e

Ein anderes Kriterium ist z.B.

lim sup |fn(z) — f(2)] <e

n—oo xEDf

Anschaulich gesprochen bedeutet das Kriterium, dass alle Folgenglieder f;,, ab ei-
nem ng innerhalb eines ,,e-Schlauchs “um die Grenzfunktion f liegen. Gleichméfige
Konvergenz ist eine stirkere Forderung als punktweise Konvergenz.

1.2.1 Berechnung in der Praxis
e Findet man eine Nullfolge «,, > 0, a,,, — 0 so, dass

|fn(z) — f(z)| < @, fiir fast allen € N undVz € Dy
= (fn) konvergiert gleichmiiig gegen f



e Es gilt
(fn) gleichméBig konvergent A (f,,) stetig = f stetig

d.h. Stetigkeit (oder auch Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit) iibertragen
sich bei gleichméBiger Konvergenz von der Funktionenfolge auf die Grenz-
funktion. Insbesondere bedeutet dies, dass man z.B. Integral und Grenz-
wert vertauschen kann

Jin [ defu@) = [do lim g0 = [ do s
Negiert man obige Bedingung erhélt man
f nicht stetig = (f,,) nicht gleichméBig konvergent V (f,,) nicht stetig

Ist eure Grenzfunktion f also nicht stetig und eure Funktionenfolge f,,
stetig an einem x € Dy so kann f,, nicht gleichméBig konvergent sein.

1.3 Beispiel

Sei fn, =sin(), Dy = (0,1). Damit konvergiert f, punktweise gegen f(x) = 0
,denn
lim sin(f) =sin(0) =0

n—00 n

AuBlerdem konvergiert die Folge auch gleichméfig

(@) = f(2)] =

sin(g)—()‘ﬁf—)O fiir n — oo
n n

Weitere Standardbeispiele findet ihr im Skript und auf dem UB.



