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1. ["Jbungsblatt

Aufgabe 1

Zeigen Sie mittels Wahrheitstafeln, dass fiir beliebige Aussagen A, B und C gilt:
a) "(AANB) & (mA)V (-B)
b) AN(BVC)< (AANB)V(AANC)und AV (BAC) < (AVB)A(AVO)

c) [Ae Bl & [(AAB)V((=A) A (=B))]

Losung;:

a)

A|B|AANB | =(AANB) | -A| -B | (-A)V (-B)
w | w w f f f f
w | f f w f W w
f|w f w w f w
f|f f W W A W

Da die Wahrheitswerte in der vierten und in der siebten Spalte iibereinstimmen, ist
—(AAB) < (-A) V (-B) gezeigt.

b)
A|B|C|BVC|ANBVC)| ANB | ANC | (ANB)V(AANC)
w|w|w w w W w w
w|w]| f w A4 w f w
w | f|w w W f A W
wi| | f f f f f f
f|w|lw w f f f f
f|w|f w f f f f
f|f|w w f f f f
f|f|f f f f f f

Da die Wahrheitswerte in der fiinften und in der achten Spalte ibereinstimmen, ist
AN(BVC)< (AANB)V (ANAC) gezeigt.



A|B|C|BAC|AV(BANC)| AVB | AVvC | (AVB)AN(AVC(O)
w lw|w w \4 w \4 w
w|w]| f f w w w w
w| f|w f A4 w A4 w
w| f | f f w W w W
f|w|w w w w w w
flwlf f f w f f
f]f|w f f f w f
f|f]f f f f f f

Da die Wahrheitswerte in der fiinften und in der achten Spalte iibereinstimmen, ist
AV (BANC) < (AV B)A(AVC) gezeigt.

c)

A|B|AeB|AANB | -A | -B | (mA)AN(=B) | (AANB)V ((-A) A (=B))
w | W w w f f f W
w | f f f f \4 f f
f|w f f w f f f
f|f w f w A4 w A

Da die Wahrheitswerte in der dritten und in der achten Spalte tibereinstimmen, ist
[A< B] < [(AAB)V ((—A) A (0B))] gezeigt.

Aufgabe 2
a) Sie habe Thre drei Bekannten Albert, Betti und Carla zu sich eingeladen und wissen
Folgendes:
e Wenn Carla nicht kommt, kommt auch Betti nicht.
e Betti oder Carla kommt, nicht aber beide.

e Entweder kommen sowohl Albert als auch Carla oder beide kommen nicht.

Es seien A, B bzw. C die Aussage, dass Albert, Betti bzw. Carla kommt.

i) Driicken Sie die drei bekannten Tatsachen mittels dieser Aussagen und logischer
Verkniipfungen aus.
ii) Entscheiden Sie mit Hilfe einer Wahrheitstafel, wer kommt.

b) Negieren Sie folgende Aussagen:
i) Wenn morgen schénes Wetter ist, gehen alle Studierenden in den Schlossgarten.

ii) Es gibt einen Menschen, dem Mathematik keinen Spafl macht.

Losung;:
a) 1) Die drei bekannten Tatsachen lassen sich wie folgt ausdriicken und umformen:
[(-C) = (-B)] < [B = C] (nach Vorlesung)

[(BA(-C)V ((=B)A Q)] & [B & (-0)] (nach 1 ¢))
[(AAC)V ((~A) A (<0))] & [A & C] (nach 1 ¢))



i)

A|B|C|B=C|-C|B&s(-C)|AsC
w|w|w W f f w
w|w/| f f w w f
w| f|w w f w w
w| f | f w W f f
flwlw w f f f
flw|f f w w W
f1f|w w f w f
f|f|f W W f w

Nur in der dritten Zeile liefern alle drei Ausdriicke B = C, B < (—C) und
A < C den Wert ”wahr”; also lautet die Losung: Albert und Carla kommen,
Betti nicht.

b) i) Essei A die Aussage "Morgen ist schones Wetter” und B die Aussage ”Alle
Studierenden gehen in den Schlossgarten”. Wir miissen A = B verneinen. Es
gilt:

(A= B) & ~((=A)V B) & (~(=A) A (=B)) & A A (~B).

Somit lautet die Negation des Satzes: ”Morgen ist schones Wetter, und es gibt
einen Studierenden, der nicht in den Schlossgarten geht.”

ii) Wir wollen die Aussage
Jz mit A(x) : B(x)
negieren, wobei die Aussageformen A(z) und B(x) durch

A(z) : 7z ist ein Mensch.”

B(x) : ”Mathematik macht = keinen Spa8.”

gegeben sind. Wegen —(3z mit A(z).B(z)) < (Vo mit A(z) : ~B(z)) ist die
Negation der urspriinglichen Aussage: ” Allen Menschen macht Mathematik
Spafl”.

Aufgabe 3
Seien M7, Ma, M3 beliebige Mengen.
a) Zeigen Sie: Sind M7 C My und My C Ms, so gilt My C Ms.
b) Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
i) My C My i) My N My = M iii) My U My = My

c¢) Sei I eine beliebige Indexmenge und fiir ¢ € I sei A, C X mit Komplement
Al = X \ A,. Zeigen Sie:

(ﬂ&y:UM.

el el



Losung;:

a) Sei x € M. Wegen My C My gilt © € My. Wegen My C Ms gilt damit auch z € Ms.
Es folgt My C Ms.

b) i)=ii): Es gilt stets M; D My N Ms. Sei nun x € M;. Wegen M; C Ms gilt x € M.
Es folgt x € My N Ms, also My C M1 N Ms. Somit gilt My N My = M.

ii)=1iii): Es gilt stets M7 U My D My. Zu zeigen ist noch M; U My C My. Sei dazu
x € M1 U M,. Ist x € Mo, so ist nichts zu zeigen. Ist = € My, so folgt aus ii), dass
x € Ms, was zu zeigen war.

iii)=-1): Sei x € M;. Nach iii) ist z € My U My = My, was zu zeigen war.
c) Es gilt fiir jedes z € X:

xE(ﬂAL) <:>ﬂ:¢ﬂAL & Jjel:x ¢ A

el el
& JjelzecAierc| A
el

Aufgabe 4

a) Sei M eine Menge von Aussagen. Auf M sei eine Relation ~ definiert durch
A~ B :& [A < B]. Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf M ist.

b) Auf R sei eine Relation ~ definiert durch z ~ y :& |z — y| < 5. Untersuchen Sie, ob ~
eine Aquivalenzrelation ist.

Losung;:

a) Seien A, B,C € M. Es gilt stets A < A. Gilt A & B, so auch B < A Aus A& B
und B < C folgt auBlerdem A < C'. Also ist ~ eine Aquivalenzrelation.

(Ausfiihrlicher mit Wahrheitstafeln. Zu zeigen ist dazu, dass die Aussagen A < A,
(A B)= (B A)und (A< B)A (B < C)] = (A< C) stets wahr sind.)

b) Die Relation ~ ist keine Aquivalenzrelation, denn sie ist nicht transitiv: Sei z.Bsp.
x=0,y=05, z=10. Dann gilt |z —y| <5 und |y — z| <5, jedoch |z — z| = 10 > 5.

Aufgabe 5

Gegeben seien die Funktionen

FrRV{O, L} = R\{0,1}  f(@) =1+,
1
g:R—>R | g(:c):’m|+1

h:Q—=R , hiz)=z4+V2

Untersuchen Sie jede der Funktionen auf Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitat.



Losung;:
Die Funktion f ist injektiv: Fir z,y € R\ {0,1} gilt:
£ Y

<:>1_x:ﬂ@x(l—y):y(lfx)@xf:vy:yf:vy@x:y.

Ferner ist f surjektiv: Sei a € R\ {0,1}. Dann ist z := 2= € R\ {0,1} und es gilt

a—1 —

Da f injektiv und surjektiv ist, ist folglich f auch bijektiv.

Wegen g(—1) = g(1) ist g nicht injektiv. Ferner gilt 0 < g(x) <1 fiir alle x € R. Damit ist g
auch nicht surjektiv. Schlief8lich ist g somit auch nicht bijektiv.

Fiir z,y € Q mit = # y gilt  + v/2 # y + /2. Also ist h injektiv. Wire h surjektiv, so gibe
es insbesondere ein = € Q mit h(z) = 2v/2. Wegen h(z) = = + /2 folgt daraus aber z = /2,
im Widerspruch zu x € Q. Also ist h nicht surjektiv. Damit ist h auch nicht bijektiv.



