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2. ﬂ'bungsblatt

Aufgabe 1

Bestimmen Sie alle x € R mit

a) |z —4|=|z+1|, b) [2z| > |5 — 2z,

) |2—2—2z|| <1, d) |z +1]+ |z —1] > 2.
Losung;:

a) Es gilt

lz—d|=]z+1 & (-4 =@+1)? & 2> -8 +16=2>+2r+1
& 1056215<:>.CC:;.

b) Die Bedingung |2z| > |5 — 2z| impliziert « # 0. Fir 2 € R\ {0} gilt

5—2x
2z

oAb gy

<l & —-1< =
2z 2z

|2z] > |5 — 22| < ‘

= 0<£<2<:>2 >1<:> >§
2 577 TSy

c) Es gilt

2—2—z||<1 & —1<2-]2—2/<1 & —3<—[2—z[<-1
& 1<)2—-z/<3 & 1<2—x<3oder —3<2—z< -1
& 1< -—z<loder —H<—2<-3 & —-1<zr<loder3<z<}h
& re[-1,1]U][3,5].

d) Wir unterscheiden drei Félle:
1. Fall: x € (—o0,—1). Mit [+ 1| = —(z+ 1) und |x — 1| = —(z — 1) ergibt sich
|z + 1|+ |z — 1| = —2z.
Deshalb gilt

z+1+|z—1>2 & —20>2 & o< —1.



2. Fall: x € [-1,1). Hierist [z +1| =z 4+ 1und [z — 1| = —(x — 1), also
e+ 1]+ |z — 1| = 2.
Demzufolge lautet in diesem Fall die Ungleichung 2 > 2. Diese ist unlosbar.
3. Fall: x € [1,00). Wegen |z + 1| =z + 1 und |z — 1| =z — 1 folgt
e+ 1|+ |z —1| =2z
und damit

z+1+|z—1>2 < 22>2 < > 1.

Zusammenfassend haben wir:

lt+1+|x—1>2 & x<—-loderx>1 & z € (—o0,—1)U(1,00).

Aufgabe 2

a) Zeigen Sie fiir alle reellen Zahlen a > 0 die Ungleichung
1
a+—2>2
a

und zeigen Sie weiter, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn a = 1 ist.

b) Beweisen Sie fiir alle £ € N und alle € R die Gleichung

r+1\ T n x
k C\k-1 k)
Losung:
a) Fir a > 0 gilt
1
a+722<:}a2—2a+120<:>(a—1)220.
a

Man sieht sofort:

b) Fir k =1 gilt:




Fir k > 2 gilt:
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Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass fiir alle x,y € R gilt:

2) oyl _ el tlyl _al 1y
I+le+yl — T+z|+yl — 1+]z] 14|y
(Hinweis: Verwenden Sie ¢, = a‘l‘igl =1- p%a fir a # —1.)
b) max{z,y} = ﬁv+y+2lx—yl and  min{z, y} = fﬂ+y—2lw—yl
Dabei ist
a, fallsa > b . __Joa, fallsa<b
max{a, b} := { b, sonst ’ min{a, b} = { b, sonst
c) |l = [yl| < |z —yl.
Loésung;:

a) Es seien x,y € R beliebig. Wegen 0 < |z + y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung)
erhalten wir

0<1<1l+4|z+yl <1+ |z|+]yl,

woraus

1 S 1 - 1 - 1
1+ |z+yl = 14 |z|+ |y I+ lz+yl = 1+ |z[+y|

folgt. Damit und mit zweimaliger Verwendung des Hinweises kommen wir auf

|z + y| 1 1 |z[ + [y]

S ) B T S B = :
L+ |z +yl L+lz+yl — Ltz + ]yl 1T+ |z + [yl




Damit ist die erste behauptete Ungleichung bewiesen. Nun zur zweiten: Es gilt

lz] + |yl > |z >0
= 1+|z|+]y>1+z/>1>0
1
<
T+ x|+ |y = 1+ ||
ol __laf
T+ x|+ |y = 1+ ||

Ebenso (vertausche x und y) bekommen wir

yl
L+ [z + [yl = 14yl

Damit ergibt sich

z[+ 1yl |z . || < _l7] |yl
Lty T+fzf+ [yl T+lel+lyl = T4z 14yl

b) Wiederum seien z,y € R beliebig. Wir betrachten die beiden Félle z — y > 0 und
z—y<0.

1. Fall: © > y. Dann ist |x — y| = 2 — y, und es gilt

r+y+lr—yl zc+yt+zx—y 2z
5 = 5 =5 =z = max{z,y},

rty—le—yl z+y—(z—y) 2

5 5 - =y =min{z,y}.

2. Fall: x <y. Dann ist |x —y| = —(z —y) = —x + y, und es gilt

r+ytlr—yl r+y-—x+y 2y

5 5 - =Yy =max{z,y},
r+y—lr—yl _z+y+ar—y 2 :
5 = 5 =5 =z = min{z, y}.

c¢) Seien z,y € R. Mit der Dreiecksungleichung gilt fir a,b € R: |a + b| — |b] < |a|. Setzt
man speziell a := z — y, b := y, so erhilt man

|z = |yl < [z —yl.
Setzt man a :=x —y, b := —x, so erhélt man

ly| — |z < |z —yl.
Insgesamt folgt

] = lyll < |z —yl.



Aufgabe 4

a) Zeigen Sie, dass fir alle n € N gilt:

n

> 2k —1)=n"

k=1

b) Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € R und n € N gilt:

n—1
a —b" = (a—0b) Z aikpk
k=0

c) Folgern Sie aus Teil b) die geometrische Summenformel: Fiir alle n € N und
g € R\ {1} gilt:

Losung;:

a) Mit der Summenformel Y ,_, k = "(n; L ergibt sich

n

Z(2k—1):2Zn:k—zn:1:2w—n:n2+n—n:n2.

2
k=1 k=1 k=1

b) Es seien a,b € R. Wir beweisen die behauptete Identitidt durch vollstdndige Induktion
nach n € N.

Induktionsanfang: Fir n =1 gilt

a—b=(a—0b)a’’ = (a —b) Zal_l_kbk.

0
k=0

Induktionsschluss: Fs sei n € N beliebig. Fiir dieses n gelte

n—1
a" = b =(a—b)Y a"'FF (V).
k=0
Damit ergibt sich
(n+1)—1 n
(a - b) Z a(nJrl)flfkbk _ (CL _ b) anflcbk
k=0 k=0
n—1
= (a—0b)|a Z an iRk 4 aob">
k=0
n—1



c) Esseien n € Nund ¢ € R\ {1}. Wir setzen a =1 und b = ¢ in b) ein und erhalten

n—1 n—1
=" == ) 1" FF=(1-9 > "
k=0 k=0

Da ¢ # 1 ist, folgt hieraus Zz;é ¢ = 11__‘1;.

Aufgabe 5

a) Zeigen Sie, dass fiir alle x € R, x > 1, gilt:
1
— < —.
VI — vz =7

(Hinweis: Benutzen Sie die Gleichung (z + y)(x —y) = 2% — y%.)

b) Beweisen Sie fiir alle n € N die Ungleichung

Sty
=1 t
Losung:
a) Es gilt
_ A VED(EVET)
Vos Vool = VI + Az —1
_ x—(r—1)
Vi+yr—1

1 1
I
VI —1~ 2’

da z > 1.

b) Wir beweisen die Aussage mittels Induktion iiber n. Fir n =1 gilt

=N

Sei die Aussage fiir ein n € N bereits bewiesen (IV). Dann gilt

n+1 n
> o= Xt
= Vi = Vi n+1

v 1

> n +

> Vn ]

> +n+1 nach Teil a).



