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4. Übungsblatt

Aufgabe 1

Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen (an)n∈N auf Konvergenz und bestimmen Sie
gegebenenfalls den Grenzwert.

a) an = n2+3n−4
1+n2+4n3 b) an = (−1)n + 1

n

c) an =
√
9n2 + 2n+ 1− 3n d) an = (1+n)42−n42

n41

e) an = n4
(

10
√
1 + 3n−4 + n−9 − 1

)
f) an = n

√
2n + 3n

Aufgabe 2

a) Es seien (an)n∈N eine beschränkte und (bn)n∈N eine konvergente Folge. Kon-
vergiert die Folge (cn)n∈N mit cn := an · bn? Begründen Sie Ihre Antwort.

b) Nun seien (an)n∈N eine beschränkte und (bn)n∈N eine Nullfolge. Konvergiert die
Folge (cn)n∈N mit cn := an · bn? Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 3

Es sei 0 < a < b. Die Folgen (an)n∈N und (bn)n∈N werden rekursiv durch a1 = a, b1 = b
und

an+1 =
2anbn
an + bn

, bn+1 =
an + bn

2
definiert.

Man zeige:

a) an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn für alle n ∈ N.

b) bn+1 − an+1 ≤ 1
4a
(bn − an)

2 für alle n ∈ N.

c) lim an = lim bn =
√
ab.



Aufgabe 4

a) Finden Sie Beispiele für Folgen mit den folgenden Eigenschaften:

i) (an)n∈N hat genau die Zahlen 1 und −1 als Häufungswerte.

ii) (bn)n∈N hat jede natürliche Zahl als Häufungswert.

iii) (cn)n∈N hat keinen Häufungswert und ist weder nach oben noch nach unten
beschränkt.

iv) (dn)n∈N konvergiert gegen 2012, ist aber nicht monoton.

v) (en)n∈N hat 0 als einzigen Häufungswert, jedoch konvergiert (en)n∈N nicht.

b) Entscheiden Sie jeweils durch Beweis oder Gegenbeispiel, ob die Folge (an)n∈N
konvergiert, falls es zu jedem ε > 0 ein n0 ∈ N derart gibt, dass für alle n ≥ n0

gilt:

i) |an − an+1| < ε; ii) |an| < 2ε2; iii) |an + an+1| < ε; iv) |anan+1| < ε;

v) |anam| < ε für alle m ∈ N.

Aufgabe 5

Bestimmen Sie alle Häufungswerte von (an)n∈N und geben Sie lim inf
n→∞

(an) und lim sup
n→∞

(an)

an.

a) an = (1 + (−1)n)n b) an =


1 + 1/2n, n = 3k für ein k ∈ N
2, n = 3k − 1 für ein k ∈ N
2 + (n+ 1)/n, n = 3k − 2 für ein k ∈ N

Aufgabe 6

a) Sei 0 ≤ q < 1 und sei (xn)n∈N eine Folge reeller Zahlen mit |xn+1 − xn| ≤ qn für
alle n ∈ N. Man zeige: (xn)n∈N ist eine Cauchy-Folge.

b) Man zeige, dass die durch x0 := 0, x1 := 1 und xn+1 := 1
2
(xn + xn−1) (n ∈ N)

rekursiv definierte Folge eine Cauchy-Folge ist. (Hinweis: Benutzen Sie Teil a) )


