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4. fJbungsblatt

Aufgabe 1

Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen (a;,)nen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebe-
nenfalls den Grenzwert.

a) an:% b) an = (—1)"+ 1

¢) an=VonZ +2n+1-3n d) a, = Lo

e) an:n4(1\0/1+3n_4+n_9—1> f) a, = /27437
Losung:

a) Diese Folge ist konvergent, denn es gilt

n4+3n—4  1/n+3/n?—4/n® nse 0+0-0

= =0.
1+ n? +4n3 1/n3+1/n+4 0+0+4

b) Wegen as, =1+ 5 — 1 (n — o0) und agp41 = —1 + ﬁ — —1 (n — o0) besitzt die
Folge (ay,) die zwei Haufungswerte 1 und —1. Daher ist (a,) divergent.

c¢) Wegen (u—v)(u+v) =u?—v?% also u—v = (u? —v?)/(u+v) fiir u+v # 0, ergibt sich

In? +2n+ 1 — 9n? 2n +1
Ap = 9n2+2n+1—3n: =
VInZ+2n+14+3n VIn2+2n+1+3n
B 2+41/n nooe. 21
VI+2/n+1/n2+3 VI+3 3

d) Der Binomialsatz liefert fiir jedes n € N

42
42 42
(1+n)42:z<k>nk:ao+a1n+...+a4gn42, wobel qy = <k:>
k=0

Wegen ayo = (g) = 1 ergibt sich (1+n)*? —n*? = ag+ayn+...+asn*'. Folglich ist

Qg +an+...+ a40n40 + a41n41

Ap —
n4l

g o1 Q40 n—oc0 42 42
=n41+w40—|—...—|—n+a41—>a41:<41>:<1>:42.




e) Wir verwenden die geometrische Summenformel

m—1
u™ =0 = (u—w) Z u™ L ER = (= ) (T ™ o4 a2 ™) (x)
k=0

fiir m = 10. Setzen wir by, := V1 +3n=4 +n=9, so gilt fiir alle n € N
) 4 b0 110 ni(3n=* +n79) 3+n°

an = n'(bn=1) =11 DI B bkl DB A bpt Ll B BBt byt
Wegen b, — 1 folgt ap, — 35 (n — o0).
f) Fiir jedes n € N gilt
3=13"<a, < VB3 +3"=Y2.3"=3. {2

Wegen /2 — 1 (n — oo) folgt lim a, = 3.
n—oo

Aufgabe 2

a) Es seien (ay)nen eine beschriankte und (by,)nen eine konvergente Folge. Konvergiert die
Folge (¢p)nen mit ¢, := ay, - b,? Begriinden Sie Thre Antwort.

b) Nun seien (a,)nen eine beschriankte und (b, )nen eine Nullfolge. Konvergiert die Folge
(cn)nen mit ¢, := a, - b,? Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Loésung;:

a) Es seien (an)neN = ((_1)n)n€N und (bn>nEN = (UneN'
Dann ist (a,) beschrénkt und (b,) konvergent. Jedoch konvergiert die Folge (cp)nen
mit ¢, := ay, - b, = (—1)™ nicht.

b) Nun seien (a,)nen eine beschrankte und (by,)nen eine Nullfolge. Behauptet wird, dass
die Folge (¢p)nen mit ¢, := ay, - by, gegen 0 konvergiert.
Da (ay) beschrénkt ist, existiert eine Konstante K > 0 so, dass |a,| < K fiir allen € N
gilt. Deshalb ergibt sich fiir jedes n € N

el = lan - bu| = lan| - [bn| < Kby

Wegen b, — 0 konvergiert |b,| — 0 und auch Klb,| — 0 fiir n — co. Es folgt ¢, — 0
fir n — oo.

Aufgabe 3
Es sei 0 < a < b. Die Folgen (a,)neny und (b, )nen werden rekursiv durch a3 = a, by = b und

2anpb an +b )
ap41 = ﬁ, nt+1 = n 5 " definiert.

Man zeige:



a) anp < apt1 < bpg1 < by, fiir alle n € N.
b) bpt1 — ant1 < ﬁ(bn — ay)? fiir alle n € N.
¢) lima, = limb, = Vab.

Loésung:

a) Induktiv sieht man leicht a,, > 0, b, > 0 fiir alle n € N. Ferner ist

Y
(b, — an) >0

bt — anyy = on—On)”
n+1 — An+1 2(an+bn) - Y,

also apt1 < bpy1. Mit ap = a < b = by folgt induktiv auch a, < b, fiir alle n € N.
Damit gilt weiterhin

an(bn an)

i = - 7>
An+1 — Qp P 0
und

by — an
> 0.
5 =

bn - bn+1 =

Insgesamt folgt a, < ant1 < bpg1 < by, fiir alle n € N.

b) Aus Teil a) folgt a < a,, < b, fir alle n € N, insbesondere a,, + b, > 2a. Damit gilt

1 1
bpi1 — ani1 = 2( (bn - an)2 < @(bn - an)z-

an + by)

c¢) Die Folge (an)nen ist monoton wachsend und nach oben durch b; = b beschrankt. Also
gilt a, — ¢ € RT. Die Folge (b,,)nen ist monoton fallend und nach unten durch a3 = a
beschriankt. Also gilt b, — d € RT. Ferner gilt
anp+b, c+d

d= nh—>Irolo bnt1 = nh—{go 2 - 2 7

also ¢ = d. Induktiv zeigen wir nun, dass a,b, = ab fiir alle n € N gilt. Firn =1
gilt dies offensichtlich. Ist die Aussage fiir ein n € N bereits gezeigt, so folgt mit der
Definition von ay41, bp+1 und der Induktionsvoraussetzung, dass

n+1bn+1 = anby, = ab,
womit die Induktion abgeschlossen ist. Es folgt

? =cd= lim anb, = ab,
n—oo

wegen ¢ > 0 also ¢ = d = vab.



Aufgabe 4

a) Finden Sie Beispiele fiir Folgen mit den folgenden Eigenschaften:
i) (an)nen hat genau die Zahlen 1 und —1 als Haufungswerte.
(bn)nen hat jede natiirliche Zahl als Haufungswert.

(dn)nen konvergiert gegen 2012, ist aber nicht monoton.

ii)
iii) (cn)nen hat keinen Haufungswert und ist weder nach oben noch nach unten beschrénkt.
iv)

)

v) (en)nen hat 0 als einzigen Haufungswert, jedoch konvergiert (e, )nen nicht.

b) Entscheiden Sie jeweils durch Beweis oder Gegenbeispiel, ob die Folge (ap)nen kon-
vergiert, falls es zu jedem € > 0 ein ng € N derart gibt, dass fiir alle n > ng gilt:
i) |an — an1| <& i) |an] < 26%;  iil) |an + any1| <& V) |ananii] < €

V) |anam| < € fir alle m € N.
Losung;:

a) Etwa folgende Folgen erfiillen das Verlangte:
i) (ap)neny mit a, = (—1)" fir alle n € N
) (bp) =1(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,6,1,...)
iil) (cp)neny mit ¢, = (—1)"n fir allen € N
iv) (dn)nen mit d,, = 2012 + ot ) fir alle n € N
) (en)

v) (en)nen mit e, = 0 fur gerade n und e, = n fiir ungerade n.

b) i) Esgilt 0 < vVn+1—+yn = (Vn+ —\/ﬁ)ﬁﬂig = \/ﬁh/ﬁ — 0, also
vVn+1—+/n— 0 fir n — co. Die Folge (a,) = (y/n) erfiillt also die Vorausset-
zung. Allerdings ist (a,) divergent.

ii) Sei e > 0. Dann gilt € = 262 fiir § := \//2 > 0. Nach Voraussetzung existiert ein
no so, dass fiir n > ng stets |a,| < 262 = ¢ ist. Die Folge konvergiert also gegen
Null.

iii) Etwa (a,) = ((—1)") erfiillt |a,, + an+1| = 0 < € sogar fiir alle n € N. Die Folge
(ayn) ist jedoch divergent.

1 falls n gerade

0 falls n ungerade erfillt sicher |a, - an+1] =0 < ¢,

iv) Die Folge (ay,) mit a, = {
ist aber divergent.

v) In diesem Fall ist (a,) konvergent mit Grenzwert Null. Wére (a,,) keine Nullfolge,
so géibe es zu vorgegebenem ¢ eine Teilfolge (ay(n) )nen, fiir welche stets |ay ()| > /€

ware. Dann wére aber stets \ak(n)\ > \f = ¢ im Widerspruch zur Voraussetzung!



Aufgabe 5

Bestimmen Sie alle Haufungswerte von (a,)n,en und geben Sie lirg inf(a,) und limsup(a,)
n—oo

n—oo
an.
1+1/2™, n =3k firein k € N
a) ap = (14 (=1)")" b) a, = 2, n=3k—1firen keN
24+ (n+1)/n, n=3k—2flireinkeN
Losung;:

a) Offenbar gilt
agn = (14 (=1)*)* = (1+ 1) =2>"  firallen € N,

Also ist (a,) nicht nach oben beschrénkt, daher ergibt sich limsup(a,) = co. Weiter
n—oo
gilt
agnir = (1+ (1)) =@ -2 =0 firallen € N.
Damit ist 0 ein Haufungswert der Folge. Weitere Haufungswerte gibt es nicht, denn
zu jedem anderen Punkt kann man eine so kleine Umgebung wahlen, dass nur endlich
viele Folgenglieder a,, in ihr liegen. Somit ist liminf(a,) = 0.
n—oo

b) Wegen 1+1/2" — 1und 2+ (n+1)/n=2+1+1/n — 3 fir n — oo ergeben sich hier

die drei Haufungswerte 1, 2 und 3. Damit gilt liminf(a,) = 1 und limsup(a,) = 3.
n—0o0 n—00

Aufgabe 6

a) Sei 0 < ¢ < 1 und sei (zy)nen eine Folge reeller Zahlen mit |z,41 — z,] < ¢" fiir alle
n € N. Man zeige: (zp,)nen ist eine Cauchy-Folge.

b) Man zeige, dass die durch z¢ := 0, x; := 1 und x4 := %(mn + xp—1) (n € N) rekursiv
definierte Folge eine Cauchy-Folge ist. (Hinweis: Benutzen Sie Teil a) )

Losung:

a) Wir zeigen zunéchst: Ve >0 Ing e N Ve N Vn>ng: |rpen —an| <e.
Fiir beliebige k,n € N gilt

k—2 k—2
Tn+k — Tn = Tn+k + ( g $n+j+1> - < g $n+l+1> — Tn
=0

J=0
k—2 k—1
Ji=l+1
= Tp+k + § LTntj+1 | — § Tn+j | — Tn
=0 j=1

1

k-1 k-1 -
= (Z $n+j+1> - (Z xn+j> = (Tntjr1 — Tngg)-
7=0 =0

i=0 '

<



Hieraus ergibt sich unter Verwendung der Dreiecksungleichung und der geometrischen

Summenformel
k—1 k—1 k—1
|Zpsk — Tn| < Z |Zn4jr1 — Tnaj| < " =q" ¢
J=0 J=0 Jj=0
k
it q"
1—¢q 1—¢q

Sei nun € > 0 beliebig. Wegen 0 < ¢ < 1 konvergiert die Folge (%)nGN gegen 0, daher

finden wir ein ng € N mit @ < . Demzufolge ist
1—q g

|Tptr —zn| <€ fir alle n > ng und k € N. (0.1)

Hieraus folgt
| T — xp| < € fur alle m,n € N mit m,n > ng.

[Denn: Seien m,n € N mit m,n > ng beliebig. Ohne Einschrankung sei m > n. Dann
ist k :=m —n € N und nach (0.1) ergibt sich |zp, — xn| = [Ttk — 2n| < €]

b) Wir zeigen induktiv die Gleichung |z,41 — x,| = (3)". Fiir n = 0 erhalten wir

1 0
]wl—xo\—ll—O\—l—<2> .

Sei die Aussage fir ein n € N bereits gezeigt. Dann ist

“T(”+1)+1 o x”""l‘ = ‘Q(xn-‘rl + xn) — Tp+1

1
5’«7371-1—1 - xn|

wlln_ln—’_l
2 \2/) T \2 '

Damit erfiillt die Folge (z,,)nen die Voraussetzung aus Teil a) mit ¢ = % und ist somit
eine Cauchy-Folge.



