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5. Übungsblatt

Aufgabe 1

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz bzw. Divergenz

∞∑
k=1

√
k + 1−

√
k√

k
,

∞∑
k=1

k!

kk
,

∞∑
k=1

( k

k + 1

)k2
,

∞∑
k=1

(k + 1)k−1

(−k)k
,

∞∑
k=1

(k!)2

(2k)!
.

Aufgabe 2

Es sei ak ∈ R mit ak ≥ 0 für alle k ∈ N. Weiter sei die Reihe
∑∞

k=1 ak konvergent.

Zeigen Sie: Die Reihe
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ist auch konvergent.

Aufgabe 3

Die Reihe Bα(z) =
∑∞

k=0

(
α
k

)
zk (z ∈ C, α ∈ R) heisst Binomialreihe. Zeigen Sie:

a) Für α ∈ N0 ist Bα(z) = (1 + z)α.

b) Im Fall α ∈ R\N0 ist die Reihe für alle z ∈ C mit |z| < 1 absolut konvergent.

c) Es gilt Bα(z) · Bβ(z) = Bα+β(z) für alle z ∈ C mit |z| < 1 und alle α, β ∈ R.
(Hinweis: Zeigen Sie zuerst mit vollständiger Induktion, dass für alle α, β ∈ R
und alle n ∈ N0 gilt: (
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Aufgabe 4

a) Sei (xn)n∈N eine monoton fallende Folge mit xn ≥ 0 für alle n ∈ N0. Man
zeige, dass die Reihe

∑∞
k=0 xk genau dann konvergiert, wenn die Reihe
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konvergiert.

b) Man zeige: Die Reihe
∑∞

k=1
1
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(α ∈ Q) ist genau dann konvergent, wenn α > 1.

Aufgabe 5

a) Es sei (an)n∈N eine positive, monoton fallende Nullfolge, deren Reihe
∑∞

n=1 an
konvergiert. Zeigen Sie: limn→∞ nan = 0.
(Hinweis: Betrachten Sie die Summe an+1 + an+2 + . . . a2n.)

b) Es sei a1 = 1 und an = 1
nm

, falls 2m ≤ n < 2m+1,m ∈ N. Zeigen Sie, dass
∑∞

n=1 an
divergiert, obwohl (an)n∈N und (nan)n∈N monoton gegen Null konvergieren.

Aufgabe 6

Für n ∈ N seien an := 1√
n
+ (−1)n+1

n
und bn :=

(1+ 1
2
(−1)n)

n

n2 .

a) Beweisen Sie: Es gilt an > 0 für alle n ∈ N und lim
n→∞

an = 0.

b) Zeigen Sie, dass die Reihe
∞∑
n=1

(−1)nan divergent ist.

c) Warum ist das Leibnizkriterium hier nicht anwendbar?

d) Was kann man mit dem Quotientenkriterium über die Konvergenz der Reihe
∞∑
n=1

bn sagen? Und was liefert das Wurzelkriterium?


