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6. ﬂ'bungsblatt

Aufgabe 1

Fiir welche x € R bzw. z € C konvergieren die folgenden Potenzreihen?
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Losung;:
a) Fiir a, := (2n+1)/(n — 1) gilt
|an| 2n +1 n? 2+ 1/n 1 oo 2
lant1] (=12 2n+3 (1-1/n)2 243/n 2
Die Reihe hat daher den Konvergenzradius 1. Wir miissen nun noch die Rénder des
Konvergenzintervalls, also x = —1 und z = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei Reihen
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Die Konvergenz der ersten Reihe wird durch das Leibnizkriterium garantiert, denn
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Die zweite Reihe hingegen divergiert wegen a, > 2n/n? = 2/n und des Minorantenkri-
teriums. Insgesamt: Die Reihe konvergiert nur fir z € [—1,1).

b) Wegen {/|1/n"| = 1/n 2= 0 hat diese Reihe den Konvergenzradius co, d.h. sie
konvergiert fiir alle z € C.

c¢) Die Reihe hat die Form 22022 apz® mit as, = e+ (=D") ynd aon+1 = 0 fiir alle n € N.

Somit ist
2n 2n n(1+(_1)n) e?n/Zn =€, n gerade,
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und wegen *"{/|agnt1| = 0 fir alle n € N folgt limsup,_,o, {/|ax] = e, d.h. die
Potenzreihe hat den Konvergenzradius e~!. Fiir 2 = ¢! ergibt sich die Reihe
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Diese Reihe ist divergent, da fiir gerades n gilt: e?(T(=D"e=2n — ¢2ne=2n — 1
(n — o). Die Potenzreihe konvergiert daher nur fiir z € (—e™!, e 1).

Bemerkung: Man kann auch y := 22 setzen und Yo e"I+(=D")yn hetrachten. Diese
Reihe hat Konvergenzradius e=2, d.h. sie ist konvergent fiir |y| < e~2 und divergent fiir
ly| > e~2. Hieraus folgt dann Konvergenz fiir |z| < e~! und Divergenz fiir |z| > e~!

d) Fir ay, :==1+ % +... .+ % gilt offenbar 1 < a,, < n. Wegen {/n MimEaN | folgt hieraus

Y lan| H—Oo> 1. Die Potenzreihe >"°° | a, 2™ hat also den Konvergenzradius R = 1! =

n=1
1. Fiir |z| = 1 konvergiert die Reihe nicht, denn dann gilt |a,2"| = a, —— o0, d.h.
die Reihenglieder konvergieren nicht gegen 0. Konvergenz der Reihe liegt also nur fiir

|z| <1 vor.

e) Auch diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1, denn
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Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt keine Konvergenz vor, denn fiir |z| = 1 gilt
2727%| = 2" —» 0 (n — o0). Die Reihe > 2"z n* konvergiert somit nur fiir |z| < 1.

f) Fir den Konvergenzradius R von » 7, (ZJ;#)" =300 an(z+3i)™ mit a, := 5 ergibt
sich wegen

1
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R = 1! = 1. Die Potenzreihe > °° (ZJ;;) konvergiert also fiir z € C mit |z + 3i| < 1

n=1

und divergiert fiir z € C mit |z + 3i| > 1. Fiir z € C mit |z + 3i| = 1 gilt
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= ‘Z+2Z| =— fiir jedes n € N.
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Wegen der Konvergenz von Y oo | -5 ist die Reihe Yo, (z+3Z fur |z + 3i| = 1 nach
dem Majorantenkriterium konvergent. Also konvergiert die Relhe genau flir z € C mit
|z 4+ 3i] < 1.

Aufgabe 2
Sei M C R™. Zeigen Sie:

a) M ist abgeschlossen, und es gilt die Implikation

A abgeschlossen, A D M = A D M.

b) OM ist abgeschlossen und es gilt 9M = M \ int M.



Losung;:

a)

Nach Definition gilt R" \ M = int (R"® \ M). Also ist R® \ M offen und somit M
abgeschlossen. Ist andererseits A C R" eine beliebige abgeschlossene Menge mit A D M,
so ist R™ \ A offen und R" \ A C R" \ M, also R™\ A C int (R™\ M) nach Vorlesung
und somit A D M. Dies beweist a).

Nach Definition gilt 9M = M N (R" \ M). Da nach Vorlesung Schnitte abgeschlossener
Mengen abgeschlossen sind, ist also 9M abgeschlossen. Ferner ist nach Definition R™\
int M = R"\ M, folglich OM = M N (R™ \ int M) = M \ int M.

Aufgabe 3
Sei D C R" und f: D — R™ stetig. Zeigen Sie: Ist K C D kompakt, so gilt

a)

f(K) ist kompakte Teilmenge von R™.

b) Ist f injektiv, so ist f~1: f(K) — R"™ stetig.
Losung:

a) Sei (zp)nen eine beliebige Folge in f(K). Zu zeigen ist, dass es eine Teilfolge (2, )ken
gibt, die konvergiert und deren Grenzwert in f(K) liegt. Wegen z,, € f(K) gibt es
ap € K mit x, = f(ap). Da K kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge
(@n, ) keny mit limg_, o an, = ap € K. Da f stetig ist, gilt

lim Loy = lim f(ank) - f(a0) S f(K)
k—o0 k—o0
Also ist f(K) kompakt.
b) Sei U C R™ offen. Zu zeigen ist, dass (f~1)71(U) offen in f(K) ist. Da f|K : K — f(K)

bijektiv ist, gilt
(SN = FUNK) = [(K\(K\U)) = f(K)\ [(K\U).

Da U offen ist, ist K \ U abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge K, also
selbst kompakt. Nach Teil a) ist somit f(K \ U) kompakt, also insbesondere eine
abgeschlossene Teilmenge von f(K). Also ist (f~1)~}(U) = f(K)\ f(K \ U) offen.

Anmerkung: Eine Teilmenge X von f(K) ist genau dann offen (bzw. abgeschlossen) in
f(K), wenn es eine offene Menge V' C R™ (bzw. eine abgeschlossene Menge A C R™)
gibt, so dass X = f(K)NV (bzw. X = f(K) N A). Andererseits ist X genau dann
offen in f(K'), wenn es eine in f(K) abgeschlossene Menge A gibt mit X = f(K) \ A.



Aufgabe 4

Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Mengen €2 die Mengen Q, int £ und 92:

a)
b)

c)

Q=10,1] x (0,1)
Q=R"\ {0}
Q=R"\{(2,0,0,...,0) €R" : 2 > 0}

Begriinden Sie Thre Antworten.

Losung:

a)

Q =10,1] x (0,1) C R2. Fiir jeden Punkt p = (x,%) € (0,1) x (0, 1) lisst sich ein & > 0
finden, so dass B-(p) C (0,1) x (0,1), wobei Be(p) der offene Ball um p mit Radius
ist (wéhle z.B. ¢ = min{x,y,1 — 2,1 —y}). Auf der Menge {0} x (0, 1) enthélt hingegen
jeder Ball B.(0,y) mit y € (0, 1) sowohl Punkte (z,y) mit 1 > x > 0 (d.h. Punkte in ),
wie auch Punkte mit < 0 (d.h. Punkte auBerhalb von ). Dieselbe Uberlegung gilt
fiir die Mengen {1} x (0,1), [0,1] x {0} und [0, 1] x {1}. Daher gilt int = (0,1) x (0, 1),
9Q = ({0,1} x (0,1)) U ([0,1] x {0,1}) und Q = int QU IN = [0,1] x [0,1].

Q =R\ {0} € R*. Qist offen, da Vp € Q : By, (p) C 2. Offensichtlich gilt
Ve > 0: B:(0)NQ # 0, daher ist 0 ein Randpunkt. Wir haben somit gezeigt, dass
int =0, 90 = {0} und Q = R".

Q=R"\{(z,0,...,0) € R*|x > 0} C R™. Seip = (21,...,2,) € R". Falls 1 <0,
so ist B_y, (p) C Q. Falls 21 > 0 und y := (22,...,7n) # 0, so ist B),(p) C Q. Falls
x1 > 0 und (x9,...,2,) = 0, so enthélt fiir jedes ¢ > 0 der Ball B.(p) sowohl Punkte
in Q als auch in der Menge {(z,0,...,0) € R"|xz > 0} = Q°. Daher ist Q\ {0} offen
und {(x,0,...,0) € R"|z > 0} der Rand von . Kiirzer gesagt: int Q@ = Q\ {0},
90 =Q°U{0} und Q = R",

Aufgabe 5

Die Funktionen f, g : R — R seien stetig auf R und es gelte f(q) = g(q) fiir alle ¢ € Q. Zeigen
Sie: f(z) = g(x) fur alle z € R.

Losung:

Sei x € R. Nach Vorlesung liegt Q dicht in R, d.h. fiir alle 3,7/ € R mit y < v gibt es ein
g € Q mit y < ¢ < y/. Insbesondere gibt es eine Folge (¢ )nen in Q mit ¢, — x fiir n — oo.
Da f und g stetig sind, gilt somit

flx) = lim f(gn) = lim g(gn) = g().

n—oo



Aufgabe 6

a) Zeigen Sie mit Hilfe des ¢ — ¢ Kriteriums die Stetigkeit der Funktion
iR >Ry ={zeR:z2>0}, f(z)=z.
b) Untersuchen Sie die Funktion g : R — R,

1, falszeQ
9(@) := { 0, fallszeR\Q

auf Stetigkeit in allen Punkten z € R.

c) Sei M C R™ eine nichtleere Menge. Fiir alle © € R™ ist der Abstand von z zur Menge
M definiert durch

dyr(z) == inf{||z —al| : a € M}.

Zeigen Sie, dass die Funktion djs : R® — R Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 1
ist.

Loésung:
a) Zunichst die Stetigkeit im Punkt zq = 0: Sei ¢ > 0 gegeben. Setze § := 2. Dann gilt

fiir alle € Ry mit |z — 20| = 2 < §: |f(z) — f(20)] = VT < e.

Nun zum Fall g > 0: Zu gegebenem ¢ > 0 setze § := /xge. Dann gilt fiir alle
z € R mit |z — x| < 6:

_ _ el = |z — |z — 0] c
|f(@) = f(zo)| = [V ﬁl—ﬁ+\/x>0_ N <

Folglich ist f : Rar — Rar stetig.
b) Die Abbildung g ist in keinem Punkt stetig. Betrachte dazu ein xzp € R. Sei € := %
Nach Vorlesung ist Q dicht in R, sowie R\ Q dicht in R.

Fall 1: 2o € Q
Dann gibt es fiir jedes § > 0 ein z € R\ Q mit |z — x9| < J, und folglich gilt
l9(x) = g(z0)| =1 > ¢ = 3.
Fall 2: 20 e R\ Q

Dann gibt es fiir jedes § > 0 ein € Q mit |z — x¢| < J, und folglich gilt wieder

l9(z) — g(z0)| =1>e = 3.

Damit ist g an keiner Stelle stetig.
c¢) Seien z,y € R™. Dann gilt mit der Dreiecksungleichung
dy(z) = inf{||lzr —a| :a€ M}
inf{lo — yll + Iy — all : a € M}
|z =yl +inf{lly —all : a € M}
=z =yl +du(y)

IN



Es folgt da(z) — dar(y) < ||z — yl|. Vertauschen der Rollen von z und y ergibt analog
dy(y) — dy(z) < ||z — y||. Insgesamt folgt

dar (@) — dar(y)| < [lz —yl.

Also ist djs Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 1.



