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8. ﬂ'bungsblatt

Aufgabe 1

Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

filx) =vV1+a?+ \/117 (x € R), fa(x) =log(log(z + 1)) (x >0)
fil@) = S50 (@ eR), fila) = 2V7HT (g R).
Losung:
i)
, T 1 _3
o) = Jm g e
T T
T Vit JOta2)p
ii)
L1 1
fa(w) = log(z +1) z+1
iii)
(e o) — (¢ — ) (e — o)
3(‘7:) - (ex 4 e—a:)Q
B 621 1+ 924 6721 _ (621 —24 6721)
- (ex 4 e—x>2
B 4
iv)

fa(x) = exp (\/$4—|—3x2—|—7-log2>
4a3 + 62
= fi(z) = - (log?2) - ex x4+ 322 4+ 7 - log 2
file) = o - (log2)-exp (V/ 52)
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oVai4+3z2+T 22° + 3x og 2
Vot +322 4+ 7




Aufgabe 2
Seia <0<bund f: (a,b) - R mit f(0) =0. Zeigen Sie:

a) Ist « > 1, § > 0 und gilt |f(z)| < |z|* fur alle z € (=6,6), so ist f im Punkt O
differenzierbar mit f’(0) = 0.

b) Ist 0 < « < 1, 6 > 0 und gilt |f(x)| > |z|* fir alle x € (=4,0), so ist f im Punkt 0
nicht differenzierbar.

Losung:

a) Sei z #0, [z| <0

N ‘f(ﬂﬂ)—f(o)‘:‘f(w) :If(93)|<‘$,a_1_>0 fiir 2 — 0
z—0 T lz| ~
L S0 =10

z—0 z—0
Also ist f differenzierbar in zo = 0 mit f/(0) = 0.

b) Eine analoge Rechnung ergibt
f(z) — f(0)
x—0

> 2]t 00 filrz — 0

L J@) = F(O)

existiert nicht!
z—0 x—0

Also ist f nicht differenzierbar in xg = 0.

Aufgabe 3
Die Tangensfunktion ist fiir € R\ {§ + k7 : k € Z} definiert durch

sinx
tan(x) := .
cos T
Zeigen Sie:
a) tan ist im Intervall (=7, ) streng monoton wachsend und bildet dieses Intervall bijektiv

auf R ab. Die Umkehrfunktion arctan : R — (=3, 5) heifit Arcus-Tangens.

b) Zeigen Sie, dass der Arcus-Tangens auf ganz R differenzierbar ist und berechnen Sie die
Ableitung arctan’(x).

Losung;:

a) In [0, 7) ist sin streng monoton wachsend und cos streng monoton fallend. AuBerdem
sind sin und cos auf [0, §) nichtnegativ. Also ist tan auf [0, §) streng monoton wachsend.

Da tan(z) = — tan(—=z), ist tan damit auch streng monoton wachsend auf ganz (-7, %)

(alternative Argumentation: zeige tan’z > 0). Weiterhin gilt

lim tanx = 400, lim tanz = —oo0.
“ 5 N3

Unter Verwendung des Zwischenwertsatzes schlieen wir, dass tan : (=5, %) — R bi-
jektiv ist.



b) Es gilt

2 . 9
Ccos“ x + sin“x 1 T
tan'(z) = - 0 vre (2,0
an’(z) cos? x COSQ.CE% T € ( 2’2)

Nach der Regel zur Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion ist somit arctan auf ganz
R differenzierbar und es gilt

1
tan’(arctan(y))

arctan’(y) =
= cos’(arctan(y)).

%. SchlieBlich erhalten wir

Aus sin? z 4 cos? z = 1 folgt 1 + tan’z = =

1 1
1 +tan?(arctan(y)) 1+ y?

arctan’(y)

Aufgabe 4
Zeigen Sie, dass fiir t1,ty € R der Abstand der Punkte €', €2 durch

. [(t1— 12
Sin
2

gegeben ist. Folgern Sie, dass die Losungen der Gleichung 2" = 1 ein n-Eck mit Umfang
Ly, = 2n|sin(7)| bilden. Zeigen Sie schlieSlich

’eitl _ eitz’ —9

lim L,, = 2m.
n—oo

Interpretieren Sie das Ergebnis und zeichnen Sie fiir n = 6 ein Bild.

Losung:
Es gilt
- . -t tto ei¥ — eii%
e’Ltl _ eth — 26’LT
2
= 26it1;t2isin <t1 — t2) .
2
Es folgt
. . t —t
ettt — ei2| =2 Sin< ! 2>'
2
Nach Vorlesung sind die Lésungen von 2™ = 1 durch wy = eQﬂ%i, k=0,1,...,n—1 gegeben.
Es gilt

|wg+1 — wi| = 2 sin (%)’ = const.

n n

sm(”“““)_”’“)':z



Also bilden die wg, k =0,1,...,n — 1, ein reguléres n-Eck mit Umfang
L, = ]wl —wol—i—]wg—wl\ —&—...—l—\wo—wn_l]
i (2)
n
= 2nsin (ﬁ) .
n

In der Vorlesung wurde gezeigt

= 2n

lim =1.
x—0 X
Damit erhalten wir
. . . . sin(Z)
lim L, = lim 2nsin (—) =27 lim — = 2.
n—o00 n—00 n n—00 s

Fiir n — oo approximieren die von den wy, gebildeten n-Ecke immer besser den Einheitskreis
S! und der Umfang der n-Ecke L,, konvergiert gegen den Umfang 27 der S!.

Skizze fiir n = 6 (hier ausgelassen): Regulires 6-Eck mit Ecken auf dem Einheitskreis im
Winkel von jeweils 0°, 60°, 120°, 180° 240° und 300°, gemessen von der positiven reellen
Achse im Gegenuhrzeigersinn.

Aufgabe 5

Berechnen Sie bzw. zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes:
a) (cosvzx +1—cosvzx —1),

b) zlogz —ylogy < (x —y)(1 +logx) fir x >y > 0.

lim
T—00

Losung;:

a) Wir betrachten die Funktion f: (0,00) — R, y — cosy/y. Die Kettenregel liefert,
dass f auf (0,00) differenzierbar ist mit f/'(y) = _;l\n/y\/g fiir alle y > 0. Nach dem
Mittelwertsatz existiert zu jedem x > 1 ein &, € (x — 1,2 + 1) mit

fla+1)— f(z—1) cosvr+1—cosvr—1 —siny/§,
(z+1)—(z—1) 2 SN/

Hieraus ergibt sich die Abschétzung

!cosx/x—k 1 —cosvx — 1} =

=f'(&),  dh

sin /&, < 1 &e(e—la+l) 1
Ve | TV - Vo —1'

Wegen lim, oo \/% = 0 ist der zu bestimmende Grenzwert 0.

b) Fiir t > 0 setzen wir f(t) := tlogt. Dann ist f differenzierbar mit f'(t) = 1-logt+t-1 =
1+logt. Zu x >y > 0 existiert gemaf Mittelwertsatz ein & € (y, ) mit

zlogz —ylogy = (z —y) f'(§) = (x —y)(1 +1og&) < (z —y)(1 +logz).



Aufgabe 6

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion f : (0,00) — R, z — lo% und entschei-
den Sie, welche der beiden Zahlen e™, ¢ die groflere ist.

Losung:

Die Funktion f: (0,00) — R, z + 8% ist auf (0,00) differenzierbar. Um das Monotonie-

verhalten von f zu untersuchen, betrachten wir f’. Fiir jedes x > 0 gilt

1

f/(x)i5'$_(log$)‘171—10g37 >0 fir z <e,
B x2 2 <0 firz>e.
Somit ist f auf { ES’Z) streng monoton { ;;?S;S;nd . Fiir z,y € (0,00) ergibt sich

Exp.fkt. stren% mon. wachsend

>yt = evlosl®) 5 pmlosy) y - log(x) > x - log(y)

<2 BB ) > f0).

Da 7 > e und f auf (e, o00) streng monoton fallend ist, folgt f(m) < f(e). Deshalb liefert
obige Aquivalenzkette e™ > 7.



