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9. Übungsblatt

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte

a) lim
x→π

2

(
tanx+

1

x− π
2

)
b) lim

x→π
2

(
x− π

2

)
tanx

c) lim
x→∞

x−sex (s > 0) d) lim
x→∞

xse−x (s > 0).

Aufgabe 2

Sei f : R → R gegeben durch

f(x) :=

{
e−1/x, falls x > 0,
0, falls x ≤ 0.

Zeigen Sie: f ∈ C∞(R). Zeigen Sie dazu durch Induktion, dass für alle n ∈ N0 die
Ableitung f (n) existiert und es Polynome pn gibt mit

f (n)(x) =

{
pn

(
1
x

)
e−1/x, falls x > 0,

0, falls x ≤ 0.

Hinweis: Insbesondere ist damit für jedes m ∈ N die Funktion f (m−1) stetig; damit ist
auch für jedes n ∈ N0 die Funktion f (n) stetig. Zum Beweis benutzen Sie Aufgabe 1 d).

Aufgabe 3

Man zeige, dass alle Lösungen f, g ∈ C1(R) des Gleichungssystems

f ′(x) = −g(x) und

g′(x) = f(x)

durch f(x) = a cosx+ b sin x

g(x) = −b cosx+ a sin x,

wobei a, b ∈ R Konstanten sind, gegeben sind.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass die Funktionen F (x) = f(x) cos x + g(x) sin x bzw.
G(x) = f(x) sin x− g(x) cos x konstant sind.



Aufgabe 4

Für alle n ∈ N definieren wir die Funktionen fn, gn : R → R durch

fn(x) =
nx

1 + n|x|

beziehungsweise

gn(x) =


2nx, für 0 ≤ x ≤ 1

2n
,

2− 2nx, für 1
2n

≤ x ≤ 1
n
,

0 für x < 0 und x > 1
n
.

Untersuchen Sie die Funktionenfolgen (fn) und (gn) auf punktweise und gleichmäßige
Konvergenz.

Aufgabe 5

Sei D ⊂ Rm und für alle k ∈ N seien fk : D → C Funktionen mit

∞∑
k=1

∥fk∥∞ < ∞.

Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (
∑n

k=1 fk) gleichmäßig gegen eine Funktion
f : D → C konvergiert.

Aufgabe 6

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

a)

∫
4x arcsin x dx b)

∫
dx

a2 + b2x2
, a, b ∈ R \ {0}

c)

∫
xnex dx, n ∈ N0 d)

∫ √
1− x√
x− 1

dx.


